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文艺 复兴 以 来 ， 源 远 流 长 的 科学 精神 和 逐步 形成 的 学 术 规范 ， 使 西方 国家 在 自然 科学 的 
各 个 领域 取得 了 垄断 性 的 优势 ; 也 正 是 这 样 的 优势 ， 使 美国 在 信息 技术 发 展 的 六 十 多 年 间 名 
家 辈出 、 独 领 风 骚 。 在 商业 化 的 进程 中 ， 美 国 的 产业 界 与 教育 界 越 来 越 紧 密 地 结合 ， 计 算 机 
学 科 中 的 许多 泰山 北斗 同时 身 处 科研 和 教学 的 最 前 线 ， 由 此 而 产生 的 经 典 科 学 著作 ， 不 仅 璧 
划 了 研究 的 范畴 ， 还 揭示 了 学 术 的 源 变 ， 既 遵循 学 术 规 范 ， 又 自 有 学 者 个 性 ， 其 价值 并 不 会 
因 年 月 的 流逝 而 减退 。 

近年 ， 在 全 球 信 息 化 大 潮 的 推动 下 ， 我 国 的 计算 机 产业 发 展 迅猛 ， 对 专业 人 才 的 需求 日 
益 迫 切 。 这 对 计算 机 教育 界 和 出 版 界 都 既是 机 遇 ， 也 是 挑战 ， 而 专业 教材 的 建设 在 教育 战略 
上 显得 举足轻重 。 在 我 国信 息 技术 发 展 时 间 较 短 的 现状 下 ， 美 国 等 发 达 国 家 在 其 计算 机 科学 
发 展 的 几 十 年 间 积淀 和 发 展 的 经 典 教材 仍 有 许多 值得 借鉴 之 处 。 因 此 ， 引 进 一 批 国外 优秀 计 
算 机 教材 将 对 我 国 计 算 机 教育 事业 的 发 展 起 到 积极 的 推动 作用 ， 也 是 与 世界 接轨 、 建 设 真正 
的 世界 一 流 大 学 的 必由之路 。 

机 械 工业 出 版 社 华章 公司 较 早 意识 到 “出 版 要 为 教育 服务 ”。 自 1998 年 开始 ,我 们 就 
将 工作 重点 放 在 了 遵 选 、 移 译 国外 优秀 教材 上 。 经 过 多 年 的 不 懈 努 力 ， 我 们 与 Pearson， 
McGraw-Hill，Elsevier，MIT，John Wiley 多 Sons，Cengage 等 世界 著名 出 版 公司 建立 了 良 
好 的 合作 关系 , 从 他 们 现 有 的 数 百 种 教材 中 甄选 出 Andrew S. Tanenbaum，,， Bjarne Stroustrup， 
Brain W. Kernighan, Dennis Ritchie，Jim Gray, Afred V. Aho, John E. Hopcroft，Jeffrey 
D. Ullman, Abraham Silberschatz, William Stallings, Donald E. Knuth, John L. Hennessy, 
Larry L. Peterson 等 大 师 名 家 的 一 批 经 典 作 品 ， 以 “计算 机 科学 从 书 ” 为 总 称 出 版 ， 供 读者 
学 习 、 研 究 及 珍藏 。 大 理 石 纹理 的 封面 ， 也 正体 现 了 这 套 丛书 的 品位 和 格调 。 

“计算 机 科学 丛书 ”的 出 版 工作 得 到 了 国内 外 学 者 的 易 力 相助 ， 国 内 的 专家 不 仅 提 供 了 
中 肯 的 选 题 指导 ， 还 不 辞 劳苦 地 担任 了 翻译 和 审 校 的 工作 ; 而 原 书 的 作者 也 相当 关注 其 作品 
在 中 国 的 传播 ， 有 的 还 专门 为 其 书 的 中 译本 作 序 。 迄 今 ,“ 计 算 机 科学 丛书 ”已 经 出 版 了 近 
两 百 个 品种 ， 这 些 书 籍 在 读者 中 树立 了 良好 的 口碑 ， 并 被 许多 高 校 采 用 为 正式 教材 和 参考 书 
籍 。 其 影印 版 “经 典 原版 书库 ”作为 姊妹 篇 也 被 越 来 越 多 实施 双语 教学 的 学 校 所 采用 。 

权威 的 作者 、 经 典 的 教材 、 一 流 的 译 者 、 严 格 的 审 校 、 精 细 的 编辑 ， 这 些 因素 使 我 们 的 
图 书 有 了 质量 的 保证 。 随 着 计算 机 科学 与 技术 专业 学 科 建 设 的 不 断 完善 和 教材 改革 的 逐渐 
深化 ,教育 界 对 国外 计算 机 教材 的 需求 和 应 用 都 将 步 和 一 个 新 的 阶段 ， 我 们 的 目标 是 尽 善 尽 
美 ， 而 反馈 的 意见 正 是 我 们 达到 这 一 终极 目标 的 重要 帮助 。 华 章 公司 欢迎 老师 和 读者 对 我 们 
的 工作 提出 建议 或 给 予 指正 ， 我 们 的 联系 方法 如 下 : 


华章 网 站 :， www.hzbook.com 
电子 邮件 ， hzjsj@hzbook.com 
联系 电话 : ( 010 ) 88379604 让 
联系 地 址 ;北京 市 西城 区 百 万 庄 南 街 ] 号 华章 教育 
邮政 编码 : 100037 华章 科技 图 书 出 版 中 心 
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经 过 多 年 努力 ， 本 书 终于 翻译 完成 了 。 作 者 Papadimitriou 为 著名 的 理论 计算 机 科学 
家 ， 对 计算 复杂 性 有 着 比较 全 面 而 深刻 的 见解 ， 因 此 本 书 内 容 也 颇 为 深奥 。 在 长 期 的 翻译 
和 学 习 中 ， 我 们 体会 到 该 书 对 于 从 事 计算 理论 研究 的 相关 人 员 来 说 确实 是 一 本 优秀 的 基础 
参考 书 ， 认 真 学 习 本 书 的 读者 必 能 受益 菲 浅 。 我 们 在 翻译 过 程 中 也 是 收获 良 多 ， 补 习 了 不 
少 原先 忽略 的 知识 。 本 书 总 结 了 截至 1994 年 计算 理论 领域 中 的 最 新 研究 成 果 ， 其 中 有 概 
率 可 验证 证 明 (PCP)、 零 知识 证 明 (Zeroknowledge proof system) 等 当时 极其 前 沿 并 且 
对 日 后 的 学 科 发 展 起 到 关键 性 作用 的 内 容 ， 本 书 对 这 些 专 门 知识 给 予 了 简洁 的 阐释 。 

读者 通过 本 书 的 阅读 和 习题 ， 可 以 对 20 世纪 90 年 代 中 期 的 计算 理论 发 展 脉络 有 
一 个 比较 清楚 的 了 解 ， 从 而 打下 良好 的 研究 基础 。 但 是 ， 由 于 目前 已 经 是 21 世纪 10 
年 代 了 ， 而 计算 理论 在 最 近 20 多 年 里 又 有 了 董 勃 的 发 展 ， 所 以 译 者 建议 想 进 一 步 了 
解 计 算 理论 的 读者 可 以 补充 阅读 以 下 书籍 : 

o Sanjeev Arora and Boaz Barak. Computational Complexity: A Modern Approach. 
Cambridge University Press, 2009. 

o Oded Goldreich. Computational Complexity: A Conceptual Perspective. Cambridge 
University Press, 2008. 

o Mikhail J. Atallah and Marina Blanton. Algorithms and Theory of Computation 
Handbook. CRC Press, 2009. 

对 于 NP 难 优化 问题 的 近似 算法 和 难 近似 性 ， 译 者 推荐 补充 阅读 以 下 两 本 书 : 

o Giorgio Ausiello, Pierluigi Crescenzi, Giorgio Gambosi, Viggo Kann, Alberto Mar- 
chetti-Spaccamela and Marco Protasi, Complexity and Approximation: Combina- 
torial Optimization Problems and Their Approximabiltiy Properties. Springer, 2003. 

o Vijay V. Vazirani. Approximation Algorithm. Springer，2001. 

近 30 年 来 ,量子 计算 、 量 子 复 杂 性 和 算法 得 到 长 足 的 发 展 ， 并 且 具 有 远大 的 潜力 ， 

译 者 推荐 如 下 两 本 书 和 一 篇 综述 : 

o Michael A. Nielson and Isaac L. Chuang. Quantum Computation and Quantum Infor- 
mation. Cambridge University Press, 2000. 

o Jozef Gruska. Quantum Computing, McGraw-Hill, New York, 1999. 

o Lance Fortnow. One Complexity Theorist's View of Quantum Computing. Theoreti- 
cal Computer Science, Vol 292, pp. 597-610, 2003. 

在 参数 复杂 性 和 算法 机 制 设计 方面 ， 译 者 推荐 两 篇 代表 性 综述 ; 

o Rod Downey. Basic Parametric Complexity II: Intractability. Victoria University. 
Wellington. Isaac Newton Institute, Cambridge, LATA, March 2012. 

o Noam Nisan and Amir Ronen. Algorithmic mechanism design. Proceedings of the 


Thirty-First Annual ACM Symposium on Theory of Computing, pp. 129-140, 1999., 


最 后 ， 作 为 补充 阅读 ， 译 者 还 推荐 以 下 两 本 中 文书 籍 : 

o 堵 丁 柱 ， 葛 可 一 ， 王 洁 . 计算 复杂 性 导论 . 高 等 教育 出 版 社 ，2002. 

o 堵 丁 柱 ， 葛 可 一 ， 胡 晓 东 , 近似 算法 的 设计 与 分 析 . 高 等 教育 出 版 社 ，2011. 

全 书 译 者 分 工 如 下 : 前 言 和 第 1、2、3 章 由 倪 盛 宇和 朱 洪 翻译 ， 第 4、5、6 章 由 彭 超 
翻译 , 第 7、8、11、12、14、20 章 由 朱 洪 翻译 ， 第 9 章 由 王 怡 慧 翻译 ， 第 10、13 章 由 陈 
崇 琛 翻译 , 第 15、16、17、18 章 由 卜 天 明 翻 译 , 第 19 章 由 下 天 明 、 陈 崇 琛 、 王 怡 慧 、 朱 
洪 各 译 一 节 。 由 于 译 者 较 多 ， 译 稿 难免 有 不 统一 和 不 准确 之 处 ， 欢 迎 读者 随时 通过 电子 邮 
件 hzhu@fudan. edu. cn 提出 宝贵 意见 。 
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我 仅仅 希望 简单 叙述 

请 赋予 我 这 一 特权 

因为 我 们 已 经 被 灌输 了 带 有 这 么 多 音乐 的 歌声 
音乐 正在 沉沦 

而 我 们 的 艺术 变 得 如 此 矫 饰 

以 至 于 装饰 品 已 经 腐蚀 了 她 的 容 闫 

是 时 候 说 一 些 简单 的 语言 了 

因为 明天 我 们 的 心灵 将 起 帆 远 航 


Giorgos Seferis 





本 书 适合 作为 低 年 级 研究 生 或 者 高 年 级 本 科 生 学 习 计 算 复杂 性 理论 的 教材 。 计 算 复杂 
性 是 计算 机 科学 中 思考 为 什么 有 些 问题 用 计算 机 难以 解决 的 领域 。 这 个 领域 以 前 几乎 不 存 
在 ， 而 现在 却 迅 速 扩展 ， 并 构成 了 理论 计算 机 科学 研究 活动 的 主要 内 容 。 现 在 没有 一 本 书 
可 以 全 面 介绍 复杂 性 一 一 当然 也 包括 这 本 书 在 内 。 本 书 只 是 包含 了 我 认为 可 以 清楚 和 相对 
简单 地 表示 的 结果 以 及 在 我 看 来 是 复杂 性 领域 的 中 心 内 容 。 

我 认为 复杂 性 是 计算 〈 复 杂 性 类 ) 和 应 用 〈 问 题 ) 之 间 复 杂 而 核心 的 部 分 。 开 篇 就 向 
读者 灌输 这 一 观点 有 点 为 时 过 早 ， 不 过 我 还 是 要 冒险 一 试 ， 而 且 这 也 将 是 全 书 20 章 中 反 
复 强 调 的 观点 。 完 全 性 的 结论 明显 是 这 一 进展 的 中 心 环节 。 逻 辑 也 是 如 此 ， 它 能 很 好 地 表 
达 和 抓 住 计算 这 一 概念 ， 是 非常 重要 的 应 用 。 因 此 计算 、 问 题 和 逻辑 是 贯穿 本 书 的 三 大 主 
脉络 。 


内 容 


快速 浏览 目录 ， 第 1 章 介绍 问题 和 算法 一 一 因为 当 复杂 性 与 简单 性 比较 时 ， 复 杂 性 最 
好 理解 。 第 2 章 讨论 图 灵机 ， 同 时 明确 我 们 的 方式 将 不 依赖 于 机 器 。 第 3 章 介绍 非 确定 性 
( 它 不 仅 是 复杂 性 的 最 高 形式 ， 而 且 还 具有 重大 的 方法 学 影响 )。 

接着 讨论 逻辑 。 这 一 部 分 最 可 能 会 被 复杂 性 理论 同行 视 为 另类 。 但 是 它 对 于 我 看 待 复 
杂 性 的 观点 非常 重要 ， 对 于 计算 机 科学 非常 基本 ， 又 很 少 作 为 走向 计算 机 科学 家 的 成 功 之 
路 看 待 ， 所 以 我 感到 我 必须 做 一 次 尝试 。 第 4 章 介绍 布尔 逻辑 (包括 Horn 子 句 的 算法 属 
性 ， 以 及 布尔 电路 和 香农 定理 )。 第 5 章 介绍 一 阶 逻 辑 及 其 模型 论 和 证 明 论 ， 还 包括 完全 
性 定理 ， 以 及 足够 的 二 阶 逻 辑 以 引出 随后 的 NP 的 Fagin 特征 一 一 非常 有 用 但 是 往往 被 忽 
视 ， 其 意义 相当 于 Cook 定理 。 第 6 章 是 对 G6del 不 完全 性 定理 的 独立 证 明 ， 该 证 明 是 逻 
辑 表达 计算 早期 的 重要 例子 。 

然后 重点 介绍 复杂 性 。 第 7 章 介绍 已 知 的 复杂 性 类 之 间 的 关系 一 一 包括 Savitch 和 
Immerman-Szelepscényi 关于 空间 复杂 性 的 定理 。 第 8 章 介绍 归 约 和 完全 性 概念 ， 紧 接着 ， 


作为 例子 ， 介 绍 Cook 定理 和 电路 值 问题 的 完全 性 ， 同 时 比较 用 逻辑 表示 了 和 NP 的 特 
征 。 第 9 章 包含 很 多 NP 完全 的 结果 ， 同 时 介绍 各 种 证 明 方 法 。 第 10 章 讨论 coNP 和 函数 
问题 。 第 11 章 介 绍 随机 算法 、 与 之 对 应 的 复杂 性 类 以 及 用 现实 随机 源 的 实现 方法 。 电 路 
和 它们 与 复杂 性 、 随 机 化 的 关系 也 在 此 介绍 。 第 12 章 很 简短 ， 粗 略 介绍 密码 学 和 协议 。 
第 13 章 讨论 近似 算法 ， 以 及 最 近 通 过 概率 可 验证 性 证 明 得 出 的 一 些 不 可 行 性 方面 的 结果 。 


另 一 方面 ,第 14 章 讨论 P 二 NP 问题 的 结构 性 方面 ， 比 如 ， 中 间 度 、 同 构 、 稠 密 性 和 论 
示 。 它 还 包含 了 Razb6r6v 关于 单调 电路 的 下 界 证 明 。 

第 15 章 进 一 步 关 注 P、 并 行 算法 及 其 复杂 性 ， 第 16 章 重 点 讨论 对 数 空间 ， 包 括 无 向 
图 路 径 的 随机 游 走 算法 。 最 后 ， 除 了 NP 以 外 ， 第 17 章 给 出 多 项 式 谱系 (包括 优化 问题 的 
Krentel 特征 ); 第 18 章 讲 述 计 数 问题 和 关于 积 和 式 的 Valiant 定理 ; 第 19 章 介绍 多 项 式 
空间 的 许多 方面 〈 最 有 趣 的 是 关于 交互 式 协议 的 Shamir 定理 ); 本 书 最 后 对 难 解 性 领域 做 
了 简短 展望 。 | 

本 书 并 没有 特别 的 数学 基础 要 求 一 除了 要 有 一 定 程度 的 “数学 成 熟 度 ”， 而 数学 成 
熟 度 这 个 名 词 ， 一 般 不 在 序言 中 给 予定 义 。 所 有 的 定理 都 从 基本 原理 给 予 证 明 (除了 第 13 
章 关于 近似 性 引用 了 两 个 定理 外 ) ， 同 时 更 多 的 相关 结果 在 每 章 最 后 一 节 中 说 明 。 证 明和 
构造 经 常会 比 文献 里 讲述 的 简单 得 多 。 实 际 上 ， 本 书包 含 了 多 个 与 复杂 性 相关 的 主题 或 专 
题 简介 : 基础 数论 (用 来 证 明 Pratt 定理 )，Solovay-Strassen 素数 测定 和 RSA 密码 协议 
(第 10、11、12 章 ); 基础 概率 (第 11 章 和 其 他 章节 ); 组合 数学 和 概率 方法 (第 10、13、 
14 章 ); 递归 理论 (第 3、14 章 ); 逻辑 (第 4、5、6 章 )。 由 于 复杂 性 问题 总 是 和 相对 应 
的 算法 概念 的 全 面 发 展 联系 在 一 起 (第 1 章 的 有 效 算 法 ， 第 11 章 的 随机 算法 ， 第 13 章 的 
近似 算法 和 第 15 章 的 并 行 算法 )， 所 以 本 书 也 可 以 作为 算法 引 论 一 一 虽然 仅仅 粗略 分 析 ， 
但 是 可 以 应 用 在 各 种 情况 。 


注解 和 问题 


每 章 的 最 后 一 节 包 含 了 相关 的 文献 、 注 解 、 练 习 和 问题 。 很 多 问题 涉及 更 深 的 结论 和 
课题 。 就 我 看 来 ， 这 是 一 章 中 最 重要 的 部 分 (经 常 也 是 最 长 的 )， 读 者 应 该 将 它 作为 本 书 
的 一 部 分 来 阅读 。 它 经 常 给 出 历史 观点 ， 并 把 该 章 放 到 了 更 广泛 的 领域 中 。 所 有 这 些 题目 
都 是 可 做 的 ， 至 少 在 提示 下 去 图 书馆 查阅 答案 (我 已 经 发 现 这 样 做 至 少 对 我 的 学 生来 说 ， 
不 亚 于 男 一 次 智商 测验 )。 对 这 些 题目 没有 标记 难 易 ， 不 过 对 于 真正 的 难题 还 是 给 出 了 警 
示 标 记 。 


教学 

本 书 的 重点 显然 是 复杂 性 ， 所 以 我 们 将 它 设计 成 〈 以 及 用 作 ) 计算机 科学 家 关于 计算 
理论 的 入 门 级 读物 。 我 和 我 的 同事 在 过 去 的 三 年 中 用 它 作为 加 州 大 学 圣地 亚 哥 分 校 硕 士 研 
究 生 第 一 年 为 期 10 周 的 教材 。 前 两 周 学 习 前 4 章 ， 这 些 内 容 对 于 本 科 生 来 说 ， 一 般 都 已 熟 


悉 。 逻 辑 学 安排 在 紧 接 着 的 3 周 中 ， 经 常 省 略 完全 性 证 明 。 剩 下 的 5 周 学 习 第 7 章 ， 作 为 
NP 完全 性 的 严格 训练 (不 包括 在 该 校 的 算法 课 内 )， 选 择 第 11 一 14 章 中 的 一 两 节 。 一 学 


期 的 课程 可 以 涵盖 以 上 4 章 。 如 果 你 想 跳 过 逻辑 学 部 分 ,可 以 加 上 第 15 章 (然而 ,我 相 
信 这 样 做 会 错过 本 书 相当 好 的 一 部 分 内 容 ) 。 

本 书 至 少 还 可 以 用 于 两 门 课程 : 前 9 章 的 主题 对 于 计算 机 科学 家 很 关键 ， 所 以 它 可 以 
自豪 地 替代 高 年 级 本 科 生 初级 理论 课程 中 的 自动 机 和 形式 语言 (特别 是 ， 因 为 现在 的 编译 
课程 都 已 独立 出 来 ) 。 我 也 两 次 使 用 后 面 的 11 章 作为 理论 方向 的 第 二 学 期 课程 ， 其 目标 是 
带领 有 兴趣 的 研究 生 进入 复杂 性 的 研究 课题 一 一 或 者 至 少 帮助 他 们 成 为 计算 机 理论 会 议 上 
见 多 识 广 的 听众 。 
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| 第 一 部 分 


Computational Complexity 


算 法 


算法 书 都 是 以 复杂 性 作为 最 后 一 章 结束 的 ， 反 之 本 书 以 复述 算法 的 某 
些 基 本 方面 作为 开始 。 前 3 章 旨 在 厘清 几 个 简单 的 要 点 : 计算 问题 不 仅仅 
是 有 待 解决 的 对 象 ， 它 们 本 身 就 是 值得 研究 的 课题 。 问 题 和 算法 可 以 通过 
数学 方法 形式 化 和 分 析 ( 比 如， 分 别 对 应 于 语言 和 图 灵机 )， 而 精确 的 形 
式 化 并 不 重要 。 多 项 式 时 间 计 算是 计算 问题 中 一 个 重要 的 期 望 属性 ， 和 直 
观 意 义 上 的 实际 可 解决 性 联系 在 一 起 。 许 多 不 同 模式 的 计算 可 以 在 多 项 式 
效率 损失 的 情况 下 相互 模拟 一 一 非 确定 性 是 唯一 的 例外 ， 它 看 起 来 需要 指 
数 时 间 来 模拟 。 还 有 一 些 问 题 根本 没有 算法 ， 无论 怎样 总 是 束手无策 。 





第 工 章 


Computational Complexity 


问题 与 算法 








算法 是 解决 问题 的 一 步 步 详细 的 方法 。 但 是 问题 是 什么 ”这 一 章 介绍 三 个 重要 例子 。 


1.1 图 的 可 达 性 问题 


设 图 G=(V,E) 由 有 穷 结 点 集 V 和 边 集 EE 构成 ， 它 是 结 点 对 集合 〈 如 图 1.1 所 示 ， 
图 都 是 有 向 有 穷 图 ) 。 许 多 计算 问题 都 是 关于 图 的 。 图 的 最 基本 问题 是 : 给 定 图 G 和 两 个 
结 点 1，n E V， 是 否 存 在 从 1 到 的 通路 ? 我 们 称 这 为 1 4 
REACHABILITY (可 达 性 )S 。 例 如 ， 图 1. 1 确实 有 一 条 从 1 到 
7 一 5 的 通路 ， 即 (1，4，3，5)。 如 果 我 们 把 边 (4，3) 的 方向 反 
过 来 ， 就 不 存在 这 样 的 通路 了 。 

像 大 多 数 有 趣 的 问题 一 样 ，REACHABILITY 有 着 无 穷 多 的 
实例 。 每 一 个 实例 都 是 一 个 数学 对 象 〈 在 该 例子 中 ， 是 一 个 图 和 “ 

它 的 两 个 结 点 )， 我 们 对 此 提问 并 期 待 回答 。 提 出 的 特定 问题 是 图 了 1 图 

这 类 问题 的 特征 。 注 意 ，REACHABILITY 提出 的 问题 只 要 求 “ 是 ”或 者 “ 否 ” 这 样 的 回答 。 
这 样 的 问题 称 为 判定 问题 。 在 复杂 性 理论 上 ， 我 们 通常 发 现 只 考虑 判定 问题 而 不 需要 各 种 形 
式 答案 的 问题 非常 方便 。 所 以 判定 性 问题 在 本 书 扮演 着 很 重要 的 角色 。 

我 们 对 于 解决 问题 的 算法 感 兴趣 。 下 一 章 将 介绍 图 灵机 ， 一 种 表达 任意 算法 的 形式 化 
模型 。 目 前 ， 让 我 们 粗略 地 描述 算法 。 例 如 ，REACHABILITY 可 以 被 所 谓 的 搜索 算法 解 
决 。 这 个 算法 按照 如 下 方式 工作 : 整个 算法 中 ， 我 们 维护 一 个 结 点 集 S， 初 始 化 S=={1}。 
每 个 结 点 或 者 有 标记 或 者 没有 被 标记 。 结 点 i 的 标记 表示 i 曾经 (或 者 当前 ) 属于 S。 开 
始 时 ， 只 有 结 点 1 有 标记 。 在 算法 循环 的 每 一 步 ， 我 们 选择 一 个 结 点 i€E S， 并 且 将 它 从 S 
中 移 除 。 然 后 我 们 逐一 考察 从 i 出 去 的 每 一 边 (i，j7) 。 如 果 结 点 j 没有 标记 ， 那 么 我 们 将 
它 标 记 ， 并 放 人 集合 S。 这 个 过 程 继续 直到 S 为 空 。 最 后 ， 如 果 结 点 n 被 标记 ， 我 们 回答 
“是 ” 否则 ， 就 是 “ 否 ”。 

显然 这 个 熟悉 的 算法 解决 了 REACHABILITY。 需 要 证 明 的 是 ， 某 个 结 点 被 标记 当 且 
仅 当 从 结 点 1 到 它 存在 通路 。 两 个 方向 都 可 以 容易 地 用 归纳 证 明 〈 见 问题 1. 4.2)。 然 而 ， 
我 们 的 描述 也 显然 漏 掉 了 一 些 重要 的 细节 。 比 如 ， 作 为 算法 的 输入 ， 图 








000 1 0 
如 何 表示 ? 既然 恰当 的 表示 方法 依赖 于 特定 的 算法 模型 ， 这 就 将 等 到 我 |1 0 1 0 0 
们 有 了 特定 模型 才能 确定 。 这 一 讨论 ( 见 2.2 节 ) 的 关键 在 于 表达 方式 |0 0 1 0 0 
并 不 重要 。 你 可 以 假定 此 时 图 已 经 用 邻接 矩阵 〈 见 图 1.2) 给 出 , 所 有 “” ””"" 
的 元 素 都 可 以 被 算法 随机 获取 人 。 图 1.2 邻接 矩阵 


日 ”在 复杂 性 理论 中 ， 计算 问题 不 仅 是 解答 问题 ， 而 且 问 题 本 身 就 是 我 们 要 关注 的 数学 对 象 。 当 问题 被 当 作 数学 


对 象 处 理 时 ， 它 们 的 名 字 用 大 写字 母 表示 。 
日 实际 上 , 在 第 7 章 ， 我 们 将 看 到 REACHABILITY 在 复杂 性 理论 中 一 些 重要 的 应 用 ， 在 那里 ， 图 将 间接 地 给 
出 。 也 就 是 说 ， 邻 接 矩 阵 的 每 一 元 素 可 以 从 输入 数据 中 计算 出 来 。 
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算法 本 身 也 有 不 明确 的 地 方 : 在 S 中 怎样 选择 元 素 i€ S? 选择 的 方式 可 能 严重 影响 搜 
索 的 风格 。 比 如 ， 如 果 总 是 选择 待 在 S 中 最 久 的 结 点 ( 换 句 话说 ， 我 们 作为 队列 实现 S)， 
那么 搜索 结果 是 广度 优先 的 ， 得 到 的 是 最 短路 径 。 如 果 S 按照 栈 来 维护 (我们 选择 最 后 加 
人 的 结 点 )， 那 就 是 深度 优先 搜索 。 其 他 维护 S 的 方式 会 导致 完全 不 同 的 搜索 。 但 是 ， 对 
所 有 选择 该 算法 都 是 正确 的 。 

而 且 ， 该 算法 还 是 有 效 的 。 为 了 说 明 这 一 点 ， 注 意 ， 当 每 行 对 应 的 顶点 被 选中 的 时 
候 ， 和 矩阵 的 每 个 元 素 只 被 访问 一 次 。 因 此 ,我 们 最 多 进行 n? 次 操作 来 处 理 那些 选中 项 点 
的 边 〈 毕 竟 ， 图 最 多 具有 n? 条 边 ) 。 假 定 其 他 所 需要 的 简单 操作 (从 S 集合 中 选择 元 素 ， 
标记 顶点 ,判断 顶点 是 否 有 标记 ) 可 以 在 恒定 时 间 内 完成 ， 我 们 可 以 说 ， 该 搜索 算法 判断 
图 中 两 结 点 是 否 连 通 的 时 间 最 多 正比 例 于 巡 ， 或 者 说 ，O(22 ) 。 

刚才 用 到 的 © 记号 以 及 相关 记号 ， 在 复杂 性 理论 中 非常 有 用 ， 所 以 这 里 插入 一 段 来 形 
式 化 地 定义 它们 。 

定义 1.1 记 N 为 非 负 整 数 集合 。 在 复杂 性 理论 中 ， 我们 关注 的 是 N 到 NN 的 函数 ， 
像 严 、2"” 和 m3 一 2n 十 5。 我 们 使 用 字母 n 作为 函数 的 标准 变量 。 即 便 函 数 的 值 是 非 整 数 或 
者 负数 (如 Yn 、log n 和 vn 一 4 log?n) 我 们 将 始终 考虑 非 负 整数 。 也 就 是 说 ， 这 些 例子 中 
任何 记 为 f(n) 的 函数 实际 上 表示 max{T f(n)1,0})。 

所 以 , 令 f 和 g 是 N 到 NN 的 函数 。 我 们 记 为 fm) 一 O(g(w)) ( 读 作 “f(n) 是 大 Og(m)”)， 
如 果 存 在 正 整 数 c 和 no。， 使 得 对 于 所 有 的 n 宇 no ，f(m) 壹 c*g(n)。f(n) 二 Ol(g(n)) 通俗 
的 意思 是 上 增长 得 像 g 一 样 或 者 更 慢 。 如 果 正 好 相反 ， 则 我 们 记 为 f(n) 二 QC(g(n))， 即 如 
果 g(n) 二 O(f(n))。 最 后 f(n) 二 Bl(g(n)) 的 意思 是 f(n) 二 Ol(g(n)) 并 且 f(n)== 
Ql(g(n)),， 后 者 表示 的 是 f 和 g 有 着 相同 的 增长 率 。 

比如 ， 非 常 容易 看 出 ， 如 果 p(n) 是 一 个 4 阶 多 项 式 ， 那么 p(n)= 二 (mx)。 也 就 是 
说 ， 多 项 式 的 增长 率 由 多 项 式 第 一 个 非 零 项 决定 。 或 许 复杂 性 理论 最 重要 和 有 用 的 事实 
为 : 如 果 c>1 是 整数 ，p(n) 是 多 项 式 ， 那 么 p(n) 二 O(c"), 但 是 p(n) 二 QCe*) 并 不 正 
确 。 也 就 是 说 ， 任 何 多 项 式 增长 严格 慢 于 任何 指数 函数 (证明 见 问题 1. 4. 9)。 降 低 指 数 ， 
这 一 性 质 同样 意 指 logn 二 O(n) 一 一 实际 上 ，log*n 二 O(n) 对 于 任意 & 都 成 立 。 加 

多 项 式 时 间 算 法 

回 到 REACHABILITY 的 O(n?) 算法 ,不 用 吃惊 这 个 简单 问题 被 这 个 简单 算法 圆满 
解决 一 一 事实 上 ， 我 们 对 (22) 的 估计 还 悲观 了 ， 尽 管 这 一 点 在 此 并 不 重要 ， 见 问题 
1.4.3。 然 而 ， 明 确 我 们 满意 之 处 是 重要 的 : 时 间 增 长 率 是 O(02 ) 。 在 本 书 中 ， 多 项 式 增长 率 
视 为 可 接受 的 时 间 要 求 ， 它 作为 问题 满意 解决 的 标志 。 相 反 ， 指 数 增长 率 2*， 或 者 更 糟糕 的 
nl 就 需要 注意 了 。 如 果 尝 试 了 一 个 又 一 个 算法 ， 问 题 始 终 不 能 在 多 项 式 时 间 内 解决 ， 我 们 
通常 认为 这 个 问题 是 难 解 的 ， 不 可 能 有 实际 有 效 的 算法 。 那 么 本 书 介绍 的 方法 就 起 作用 了 。 

多 项 式 和 非 多 项 式 时 限 性 的 分 划 线 (dichotomy)， 以 及 认为 多 项 式 算法 即 是 直观 意义 上 的 
“实际 可 行 计算 ”是 有 争议 的 。 存 在 着 非 多 项 式 的 有 效 算法 和 实践 上 低 效 的 多 项 式 算法 S 。 比 





加 ”实际 上 ， 线 性 规划 这 一 重要 例子 提供 了 上 述 的 两 种 反例 〈 见 9. 5. 34 节 的 讨论 和 参考 文献 )。 这 个 基本 问题 的 
一 个 广泛 使 用 的 经 典 算法 是 单纯 形 法 ， 最 坏 情 况 下 是 指数 ， 但 实际 运行 中 性 能 很 好 。 事 实 上 ， 它 的 期 望 性 能 
被 证 明 是 多 项 式 时 间 的 。 与 此 相反 ， 问 题 的 第 一 个 多 项 式 算法 ， 椭 球 算法 ,缓慢 得 不 切实 际 。 但 是 线性 规划 
的 例子 事实 上 支持 而 不 是 反对 ) 复杂 性 理论 的 方法 学 : 看 起 来 可 能 暗示 了 实际 解决 的 问题 确实 是 多 项 式 时 
间 的 一 一 尽管 多 项 式 时 间 算 法 和 经 验 上 的 好 算法 不 必然 一 致 
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如 ， 一 个 ns* 的 算法 可 能 只 有 有 限 的 实际 价值 ， 而 一 个 指数 增长 的 算法 (如 2 恋 ) (或 者 更 
有 意思 的 是 ， 亚 指数 函数 ， 如 ne*) 将 有 用 得 多 。 

然而 ， 强 有 力 的 论据 偏向 于 多 项 式 范式 。 首先 ， 多 项 式 增长 率 最 终 会 优 于 指数 增长 
率 ， 所 以 后 者 只 会 在 问题 的 有 限 实例 中 作为 首选 项 一 一 当然 ， 有 穷 结 点 集 可 能 把 实际 出 现 
的 例子 都 包含 进去 ， 或 者 在 我 们 宇宙 的 界限 内 …… 更 重要 的 是 ， 经 验 表明 那 种 极端 的 增长 
率 算法 ， 如 ns* 和 2 高 ， 在 实际 中 很 少 发 生 。 多 项 式 算法 一 般 有 小 的 指数 和 合理 的 系数 ， 而 
指数 算法 通常 不 现实 。 

另 一 个 潜在 的 批评 是 ， 我 们 的 观点 只 考察 最 坏 情况 下 的 算法 性 能 。 最 坏 情 况 下 指数 的 
算法 性 能 可 能 对 应 输入 数据 中 很 小 的 一 小 部 分 ， 而 平均 情况 下 性 能 可 能 是 满意 的 。 当 然 ， 
与 最 坏 情 况 相 反 ， 分 析 算 法 的 期 望 值 ， 会 给 算法 的 性 态 带 来 更 多 人 信息。 遗憾 的 是 ， 在 实践 
中 我 们 很 少 知道 问题 的 输入 概率 分 布 〈 也 就 是 说 ， 各 种 可 能 出 现 的 实例 作为 输入 的 概率 有 
多 大 ) 因此 ， 不 可 能 有 真实 情况 的 平均 情况 分 析 。 另 外 ， 如 果 我 们 想 解决 某 个 特定 实例 ， 
算法 表现 糟糕 ， 那 么 知道 我 们 遇 到 了 小 概率 的 例外 情况 对 我 们 没有 帮助 和 安慰 9 。 

当 我 们 选择 多 项 式 算 法 作为 数学 概念 来 代表 非 形式 化 意义 下 的 “实际 上 有 效 的 计算 ” 
时 ， 不 用 惊讶 所 面临 的 种 种 批评 。 在 数学 领域 ， 任 何尝 试用 数学 概念 〈 如 Cs ) 来 表达 直 
观 意义 下 的 实际 想法 〈 像 实 分 析 中 的 “光滑 函数 ”) 都 会 包括 某 些 不 想 要 的 东西 ， 而 把 一 
些 有 理由 应 包含 在 内 的 东西 排除 在 外 。 最 终 ， 我 们 选择 的 论据 只 能 是 : 采用 多 项 式 最 坏 情 
况 下 的 性 能 作为 我 们 有 效 性 的 评价 标准 成 就 了 出 色 而 有 用 的 理论 : 它 抓 住 了 实际 计算 的 内 
涵 ， 没 有 这 种 简化 就 不 可 能 成 功 。 实 际 上 ， 多 项 式 有 着 不 少数 学 上 的 方便 : 它们 形成 了 一 
个 稳定 的 函数 类 ， 在 加 法 、 乘 法 和 左右 代 人 ( 见 问题 7.4.4) 下 不 变 。 此 外 ， 对 多 项 式 函 
数 取 对 数 只 相差 一 个 常数 ( 即 9(logz))， 这 一 点 在 某 些 情况 下 比较 方便 ， 比 如 ， 当 我 们 讨 
论 空间 约束 时 。 | 

由 此 我 们 考虑 解决 REACHABILITY 搜索 算法 的 空间 和 要求。 算法 需要 存储 集合 S 和 
每 个 结 点 的 “标记 ”。 因 为 最 多 有 nn 个 标记 ，S 不 会 大 于 n， 所 以 算法 使 用 O(n) 空间 。 我 
们 应 该 庆贺 吗 ? 就 空间 而 言 ， 我 们 倾向 于 比 时 间 更 为 严格 一 一 有 些 时 候 也 确实 可 以 节约 许 
多 空间 。 我 们 将 在 7. 3 节 看 到 男 一 个 REACHABILITY 算法 ,不 同 于 深度 优先 搜索 和 广 
度 优先 搜索 ( 它 可 以 称 为 中 间 优 先 搜索 )， 所 用 的 空间 大 大 少 于 n， 特别 是 ， 它 使 用 了 
O(log?n) 空间 。 


1.2 最 大 流 问 题 

下 一 个 计算 问题 的 例子 是 REACHABILITY 的 一 ， 
般 化 。 对 应 地 ， 输 入 是 称 为 网 络 的 一 种 一 般 化 图 形 
( 见 图 1.3)。 网 络 N= 二 (V,E,s,t,c) 是 有 两 个 特殊 结 
点 5 〈 称 为 源 ) 和 t+( 称 为 汇 ) 的 图 (V,E)。 假定 源 
没有 入 边 ， 汇 没有 出 边 。 而 且 每 一 条 边 (i,j) 都 对 应 
一 个 正 整数 ， 称 为 容量 c(i,j)。NN 的 流 是 对 于 每 一 条 
边 (i,，j) 指定 的 一 个 非 负 整数 值 f(i,j) 二 c(i,7)， 图 1.3 网 络 








名 在 第 11 章 以 及 其 他 地 方 ， 我 们 会 学 到 概率 算法 ， 但 是 随机 源 是 算法 的 一 部 分 ， 而 不 是 输入 随机 。 问 题 
12. 3. 10 给 出 了 一 种 从 复杂 性 理论 角度 处 理 平 均 性 能 的 有 趣 方法 。 


坑 7 音 ”问题 与 看法 上 





且 满 足 除 了 s、t 外 ， 其 余 结 点 的 出 边 的 f 的 和 等 于 入 边 的 了 的 和 。 流 f 的 值 定义 为 离开 s 
的 边 的 流 之 和 “或 者 到 达 zt 的 流 之 和 ， 通 过 将 所 有 结 点 的 流 守恒 方程 相 加 后 ， 可 知 这 两 个 
量 是 相等 的 )。MAX FLOW (最 大 流 ) 问题 是 : 求 给 定 网 络 N， 找 出 最 大 可 能 的 流 值 。 

MAX FLOW 明显 不 是 判定 性 问题 ， 因 为 它 要 求 答案 的 信息 量 远 多 于 “是 ”或 者 
“和 否 ”。 它 是 优化 问题 ， 因 为 它 在 诸多 可 能 的 解 中 ， 根 据 简 单 的 代价 准则 ， 寻 求 最 佳 方案 。 
然而 ， 优 化 问题 可 以 通过 提供 目标 值 ， 询 问 这 个 值 是 否 可 以 取 到 ， 大致 等 价 地 转换 为 判定 
性 问题 。 比 如 ， 在 MAX FLOW 的 判定 性 版 本 中 ， 记 为 MAX FLOW(D)， 给 定 网 络 N 和 
整数 K (目标 )， 问 是 否 存在 大 于 或 者 等 于 K 的 流 。 这 个 问题 基本 等 价 于 MAX FLOW， 
如 果 我 们 找到 MAX FLOW 的 多 项 式 时 间 算 法 ，MAX FLOW(D) 也 解决 了 ; 反 过 来 也 一 
样 (后 者 ， 稍 微 不 明 显 ， 可 以 用 二 分 搜索 得 到 结果 ， 见 例 10. 4) 。 

解决 MAX FLOW 的 多 项 式 时 间 算 法 基于 一 个 关于 网 络 的 基本 事实 ， 称 为 最 大 流 最 小 
害 定 理 〈 同 时 该 算法 也 提供 了 该 定理 的 证 明 ， 见 问题 1. 4. 11) 。 算 法 如 下 : 假定 我 们 已 经 
有 一 个 流 f， 我 们 只 想 知道 它 是 不 是 最 优 的 。 如 果 存 在 一 个 值 大 于 f 的 流 让， 那么 Af== 
了 一 了 就 是 一 个 正 值 流 。Af 的 唯一 问题 就 是 在 某 些 边 (i,7) 上 出 现 负 值 。 但是， 这 样 的 
负 值 可 以 看 成 是 边 (j,i) 上 的 正 值 流 。 这 样 的 “ 北 流 ”必须 至 多 等 于 f(i,j)。 男 一 方面 ， 
正 分 量 Af 最 多 为 c(i,)) 一 了 (i,j)。 

另 一 种 表述 方法 可 以 说 ，AJf 是 派生 网 络 N(f)= 二 (V,E ,s,t,c) 的 流 ， 这 里 下 = 
E— {Ci :fi ) =e DU {GD DEE, fj,i)>0), (i,j)) EEHe (i,))=c 
( 记 门 一 fi)y)), 当 (i, 站 EE 一 玉 时 c(i,j) 二 (j,i)S 。 比 如 ， 对 于 图 1.3 中 的 网 络 和 图 
1. 4a 中 的 流 ，NCP) 如 图 1.4b 所 示 。 所 以 ,判断 了 是 否 最 优 ， 等 价 于 判定 N(f) 中 是 否 
有 正 值 流 。 而 我 们 知道 怎样 来 做 : 在 正 容量 网 络 中 求 正 值 流 就 是 求 是 否 存在 到 t 的 路 径 : 


REACHABILITY 的 一 个 实例 ! 
人 人 1 
XS 2 
1 5 1 
3 
O O I 2 
a) b) 


图 1.4 网 络 N(/) 的 构造 


因此 ,我们 可 以 判断 流 是 否 已 经 最 大 。 这 就 有 了 以 下 MAX FLOW (最 大 流 ) 的 算 
法 : 从 N 中 每 个 地 方 都 是 零 值 的 流 开 始 。 重 复 构造 N(f)， 并 在 N(f) 中 寻找 一 条 到 上 
的 路 径 。 如 果 路 径 存在 ， 找 出 路 径 上 沿 着 边 的 最 小 容量 ， 然 后 把 这 个 流量 的 值 加 到 出 现 
在 该 路 径 上 的 所 有 边 的 了 值 上 。 结 果 很 清楚 是 一 个 更 大 的 流 。 当 没有 这 样 的 路 径 时 ，f 就 
是 最 大 流 ， 算 法 结束 。 

这 个 算法 需要 花 多 少时 间 求 解 MAX FLOW? 算法 的 每 次 迭代 (寻找 路 径 并 增加 沿 着 
该 路 径 的 流 ) 花费 O(02z2 ) 的 时 间 ， 如 上 一 节 所 述 。 而 且 最 多 有 nC 次 循环 ， 这 里 C 表示 网 
络 中 边 的 最 大 容量 。 原 因 如 下 : 每 次 迭代 流 都 会 至 少 增 加 1 ( 记 住 ， 容 量 是 整数 )， 最 大 流 
不 会 超过 nC (从 源 最 多 有 n 条 边 出 来 )。 所 以 最 多 有 nC 次 循环 。 实 际 上 ， 如 图 1. 5 所 示 ， 





日 ”这 里 假设 N 没有 互 反 的 有 向 边 对 ; 否则 ，N(7) 的 定义 会 复杂 一 些 。 
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现实 结果 几乎 就 这 么 糟 糕 :如果 REACHABILITY 的 算法 每 次 都 返回 一 条 包含 边 (i,j) 或 
者 (j,i) 的 路 径 ， 那么 需要 2C 次 迭代 。 因 此 这 个 算法 的 总 时 间 
为 Om C0)。 

尽管 时 间 界 有 着 完美 的 多 项 式 形式 ， 但 颇 有 些 令 人 不 愉快 。 
算法 的 运行 时 间 线 性 地 依赖 于 C 要 引起 警觉 。 实 例 中 的 数字 通过 8 
输入 方 很 少 的 工作 量 就 会 变 得 很 大 〈 只 是 添加 一 些 零 ) 。 也 就 是 
说 ， 数 字 通 常用 二 进 制 (或 者 十 进 制 ) 表示， 如 此 表示 的 长 度 是 
被 表示 数 的 对 数 。 从 真正 意义 而 言 ， 上 述 的 界 (以 及 算法 ) 不 属 
于 多 项 式 ， 因 为 时 间 按 照 输入 长 度 的 指数 函数 增长 。 图 1.5 一 个 坏 例 子 

有 简单 而 优雅 的 方法 可 以 克服 这 个 困难 : 假设 我 们 每 次 增 广 的 流 不 是 s 到 1 的 任意 路 
径 ， 而 是 最 短路 径 ， 也 就 是 包括 最 少 边 的 一 条 路 径 。 我 们 可 以 通过 搜索 算法 的 广度 优先 版 
本 来 得 到 (注意 这 个 策略 如 何 轻 易 克服 图 1. 5 中 的 “ 坏 例子 ”)。 在 N(f) 中 一 条 到 :的 
路 径 上 有 最 小 容量 c 的 边 称 为 瓶颈 。 不 难 证 明 ， 如 果 我 们 总 是 选择 最 短路 径 来 增 广 流 ， 那 
么 N 的 每 条 边 (i，j)， 或 者 其 反 向 边 CN(CP 中 每 条 边 或 者 是 N 的 边 或 者 是 它 的 反 向 
边 )， 最 多 n 次 迭代 成 为 壮 颈 ( 见 问题 1. 4. 12)。 因 为 最 多 有 nn: 条 边 ， 每 次 循环 最 少 有 一 
个 上 瓶颈， 所 以 最 短路 径 版 本 算法 循环 次 数 最 多 为 mx。 可 以 直接 推出 这 个 算法 解决 MAX 
FLOW 问题 的 时 间 是 O(n ) 。 

MAX FLOW 还 有 更 快 的 算法 ， 但 是 它们 是 在 上 述 算法 基础 上 使 用 一 些 并 非 本 书 核心 
内 容 的 技巧 。 这 些 算法 的 时 间 要 求 小 于 ww 。 比 如 ,已 知 存在 多 项 式 时 间 mw 的 算法 ， 或 许 
还 有 更 好 的 可 能 。 对 于 稀 极 网 络 ， 具 有 远 少 于 n? 的 边 ， 甚 至 有 更 快 的 已 知 算法 ， 见 
1. 4. 13 节 的 参考 文献 。 这 个 领域 以 往 的 经 验 暗 示 着 一 条 规律 : 问题 一 旦 找到 了 多 项 式 算 
法 ， 时 间 要 求 会 得 到 一 系列 的 提高 ， 使 得 问题 可 以 获得 实际 意义 下 更 好 的 计算 (MAX 
FLOW 就 是 很 好 的 例子 ， 见 1. 4. 13 节 的 参考 文献 )。 重 要 的 一 步 是 打破 “指数 的 障碍 ”， 
设计 第 一 个 多 项 式 时 间 算 法 。 我 们 刚才 见证 了 MAX FLOW 就 是 如 此 突破 的 。 

空间 消耗 呢 ? 即便 算法 的 每 次 迭代 都 可 以 在 较 小 的 空间 中 完成 〈 注 意 前 一 节 最 后 的 评 
论 )， 我 们 仍然 需要 很 多 额外 空间 (大 概 为 好 ) 来 存储 当前 流 。 我 们 将 在 后 继 章 节 (第 16 
章 ) 看 到 ,不 太 可 能 有 显著 提高 。 

二 分 图 匹配 问题 

还 有 一 个 相关 的 有 趣 问 题 可 以 用 类 似 的 技巧 解决 。 定 义 二 分 图 为 三 元 组 B== (U,V,E)， 
其 中 U= (wi,… ,un) 为 结 点 集 ， 称 为 男孩 集 ,，V= 二 {vi ,… ,vn) 称 为 女孩 集 ，ECUXV 为 
边 集 。 二 分 图 如 图 1. 6a 所 示 (注意 ， 二 分 图 始终 
有 相同 数目 的 男孩 和 女孩 )。 完 美 匹配 ， 或 者 简单 
地 ， 匹 配 ， 是 二 分 图 中 条 边 的 集合 MSE, 使 得 
对 任意 两 条 边 (u,v), (u,v)EM， 有 d 关 w 和 5 t 
v 关 v 。 也 就 是 说 ，M 中 没有 两 条 边 与 同一 个 男孩 
或 同一 个 女孩 相 邻 (例子 见 图 1. 6a) 。 直 观 地 ， 匹 
配 是 为 每 个 男孩 分 配 一 个 不 同 的 女孩 ， 使 得 如 果 vw 
分 配给 wu， 那 么 (u,v) EE。 最 后 ,MATCHING 
描述 如 下 : 给 定 二 分 图 ， 它 有 匹配 吗 ? 图 1.6 二 分 图 a) 和 伴随 网 络 b) 





a) b) 


锚 ] 苹 问题 与 算法 7 





算法 有 一 个 核心 概念 叫 作 归 约 。 归 约 是 一 种 算法 ， 它 通过 将 问题 A 的 实例 转换 为 等 价 
的 已 经 解决 问题 B 的 实例 来 解决 A。MATCHING 是 很 好 的 例子 : 给 定 任 意 二 分 图 〈U， 
V,E)， 可 以 构建 网 络 ， 结 点 集 为 UUVU1{s,t)}， 其 中 5 为 源 ，t 为 汇 ; 边 集 {(s,z):xE 
U)}UEUI{(v,t):vEV); 且 所 有 的 容量 等 于 1 (例子 见 图 1. 6a 和 b)。 显 然 ， 原 二 分 图 有 
匹配 当 且 仅 当 对 应 的 网 络 有 值 为 n 的 流 。 换 句 话 说 ， 我们 将 MATCHING 归 约 到 MAX 
FLOW(D), 一 个 可 以 在 多 项 式 时 间 内 解决 的 问题 。 因 此 ， 既 然 可 以 有 效 构 建 伴随 网 络 ， 
那么 MATCHING 也 可 以 在 多 项 式 时 间 内 解决 (实际 上 ， 对 于 解决 匹配 问题 构建 的 网 络 ， 
循环 次 数 最 多 为 nx， 因 此 用 简单 增 广 算法 的 时 间 为 0(w3)。 还 有 更 快 的 算法 一 一 见 1. 4. 13 
节 中 的 参考 文献 ) 。 

顺便 提 一 句 ， 归 约 对 于 学 习 算法 和 复杂 性 都 很 重要 。 实 际 上 ， 复 杂 性 理论 的 核心 工具 
就 是 全 面 使 用 归 约 ， 这 时 候 ， 问 题 不 再 归 约 到 已 经 解决 的 问题 ， 而 是 将 已 知 的 困难 难题 归 
约 到 我 们 希望 证 明 是 困难 的 问题 ， 见 第 8 章 及 其 后 续 章 节 。 


1.3 旅行 商 问 题 

本 章 迄 今 为 止 的 三 个 问题 (REACHABILITY、MAX FLOW 和 了 MATCHING) 代表 
着 算法 理论 中 愉快 的 一 面 。 我 们 现在 将 讨论 该 理论 中 非常 突出 而 顽固 的 经 典 问题 。 它 也 给 
复杂 性 理论 的 发 展 带 来 不 少 动力 。 问 题 是 这 样 的 : 给 定 nn 个 城市 1,…,n， 以 及 每 对 城市 i 和 
7 之 间 的 非 负 整数 距离 4; (假定 距离 是 对 称 的 ， 即 dj; = 二 dj;;)。 求 这 些 城市 的 最 短 巡 回 旅 


程 一 一 也 就 是 说 ， 某 个 排列 x 使 得 >》) drxp,rxttDb (xln 十 1) 表示 x(1)) 最 小 。 这 个 问题 称 
1 一 1 


为 TSP。 它 的 判定 性 版 本 ，TSP(D)， 定 义 类 似 于 MAX FLOW(D)。 也 就 是 说 , 一 个 整数 
B (旅行 商 的 “预算 ”) 和 和 抢 阵 di 一 起 给 定 ， 问 是 否 有 最 多 为 B 的 巡回 旅程 。 
我 们 显然 可 以 枚 举 所 有 可 能 的 解 来 解决 问题 ， 计 算 每 个 代价 ， 然 后 取出 最 低 的 。 它 的 


时 间 将 正比 于 nw!1 (共计 有 元 (n 一 1)1! 种 路 线 )， 它 全 然 不 受 限 于 多 项 式 。 注意， 这 个 原始 


算法 的 空间 开销 表现 良好 : 它 的 空间 要 求 正比 于 nx， 因为 我 们 只 需要 记 住 当前 检查 的 排列 
和 迄 今 为 止 的 最 优 解 。 

TSP 没有 已 知 的 多 项 式 时 间 算 法 。 我 们 可 以 通过 动态 规划 稍微 将 n! 的 时 间 界 改进 一 
点 〈 见 问题 1. 4. 15。 有 趣 的 是 ， 空 间 变 成 指数 级 ) 。 有 些 启发 式 算法 运行 良好 ， 在 一 些 
“典型 ”实例 中 返回 的 解 没有 偏离 最 优 解 太 多 。 但 是 ， 如 果 坚 持 算法 确保 计算 出 最 优 解 ， 
那么 当前 的 技术 只 能 在 指数 时 间 内 提供 解答 。 这 一 失败 并 非 因为 对 问题 缺乏 兴趣 ， 而 是 因 
为 TSP 是 数学 中 最 关注 的 研究 课题 之 一 。 

不 禁 要 怀疑 TSP 和 我 们 看 到 的 其 他 问题 之 间 有 着 某 种 基本 障碍 。 可 以 假设 TSP 没有 
多 项 式 时 间 算 法 。 这 是 表述 P 关 NP 猜想 的 众多 方式 之 一 ， 它 是 计算 机 科学 最 重要 的 问题 ， 
也 是 本 书 的 核心 论题 。 


1.4 注解、 参考 文献 和 问题 


1.4.1 全 面 介绍 算法 的 书 ， 可 参见 : 
oD.E. Knuth. The Art of Computer Programming, volumes 1-3, Addison-Wesley, Reading, Massa- 
chusetts，1968 一 . 
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© A.V. Aho, J.E. Hopcroft, and J.D. Ullman. The Design and Analysis of Computer Algorithms, 
Addison-Wesley, Reading, Massachusetts, 1974. 

© C. 再 . Papadimitriou and K. Steiglitz. Combinatorial Optimization: Algorithms and Complexity, 
Prentice- Hall, Englewood Cliffs, New Jersey, 1982. 

oT. H.Cormen, C.E. Leiserson, and R.L. Rivest, Introduction to algorithms, MIT Press, Cam- 
bridge, massachusetts, 1990. 

1.4.2 问题 : (a) 对 i 归纳 证 明 , 如 果 v 是 1.1 和 节 搜 索 算法 中 第 i 个 加 到 S 中 的 结 点 ,那么 存在 1 到 

v 的 路 径 。 

(b)》 对 《归纳 证 明 ， 如 果 v 可 以 从 结 点 1 通过 一 条 长 为 4 的 路 径 连 通 ， 那 么 搜索 算法 会 将 v 放 到 S 中 。 

1.4.3 问题 : 证 明 搜 索 算 法 处 理 G 中 每 条 边 最 多 一 次 。 从 而 得 出 算法 被 执行 O(|E|) 步 。 

1.4.4 问题 : (a) 证 明 有 向 无 环 图 存在 源 点 〈 即 它 没有 入 边 )。 

(b) 证 明 具有 个 结 点 的 图 没有 环 当 生 仅 当 可 以 用 1 到 n 对 结 点 编号 ,使 得 所 有 的 边 都 是 从 小 编号 

指向 大 编号 〈 重 复 使 用 (a) 中 的 性 质 ) 。 

(c) 设计 一 个 多 项 式 算法 判断 图 是 否 无 环 。( 用 到 (b) 中 结果 ， 注 意 ， 算 法 在 每 条 边 上 花费 的 时 间 

不 要 超过 一 个 常数 时 间 ) 。 
1.4.5 问题 : (a) 证 明 图 是 二 分 图 (顶点 集 可 以 分 为 两 部 分 ,不 一 定 是 相同 基数 ， 所 有 边 都 只 连接 
这 两 部 分 点 集 之 间 ) 当 且 仅 当 图 没有 奇数 边 的 环 。 

(b) 设计 一 个 多 项 式 算法 检测 图 是 否 为 二 分 图 。 

1.4.6 根据 Lex Schrijver， 有 意识 地 分 析 算 法 时 间 的 一 个 早期 记录 〈 如 果 不 是 最 早 ) 是 : 

o G. Lamé. “Note sur la limite du nombre des divisions dans la recherche du plus grand commun divi- 
seur entre deux nombres entiers 〈 一 个 关于 求 两 个 正 整数 的 最 大 公约 数 的 除法 次 数 的 上 界 的 注 记 ) ,” 
Com. Rend. des Séances de 1 Acad. des Sciences, Paris, 19, pp. 867-870, 1884. 

这 个 结果 ， 即 欧 几 里 得 算法 就 是 用 整数 的 位 数 来 计数 的 多 项 式 时 间 算 法 ， 它 也 是 引 理 11.7 和 问题 

11. 5. 8 的 主题 。 

1.4.7 把 多 项 式 时 间 视 为 计算 问题 所 期 望 的 性 质 ， 类 似 于 实用 可 解 性 的 萌芽 想法 ， 可 以 追溯 到 20 

世纪 五 六 十 年 代 〈 更 早 的 文献 就 不 担 了 ) 逻辑 、 计 算 理 论 和 最 优化 方面 的 若干 研究 报告 。 

o J. von Neumann. “A certain zero-sum two-person game equivalent to the assignment problem,” in 
Contributions to the Theory of Gamess, 2, pp. 5-12, edited by H. W. Kuhn and A. W. Tucker, Prin- 
ceton Univ. Press, 1953. 

o M. O. Rabin. “Degree of difficulty of computing a function and a partial ordering ofrecursive sets,” 
Tech. Rep. No. 2, Hebrew Univ. , 1960. 

© M.O. Rabin. “ Mathematical theory of automata,” Proc. 19th Symp. Applied Math., pp.153- 
175, 1966; 

o A. Cobham. “The intrinsic computational difficulty of functions,” Proceedings of the 1964 congress 
on Logic, Mathematics and ihe Methodology of Science, pp.24-30, North Holland, New 
York, 1964. 

oJ. Edmonds. “Paths, tress, and flowers,” Can J. Math, 17, 3, pp. 449-467, 1965. 

oJ.Edmonds. “Systems of distinct representatives and linear algebra,” and “Optimum branchings,” 
J. Res. National Bureau of Standards, Part B, 17B, 4, pp. 241-245 and pp. 233-240，1966-1967. 

Jack Edmonds 称 多 项 式 时 间 为 “好 算法 ”。 事 实 上 ， 最 后 的 两 篇 论文 非 正式 地 讨论 了 NP， 并 猜想 

TSP 不 属于 了 P。Kurt G6del 更 早 地 提出 了 反面 猜想 ， 见 8. 4. 9 节 。 也 可 参阅 : 

o B. A. Trakhtenbrot. “A survey of Russian approaches to perebor (brute-forcesearch) algorithms,” 
Annals of the History of Computing, 6, pp. 384-400, 1984. 

1.4.8 本 书 中 用 到 的 O 记号 沿用 以 下 文章 中 的 定义 : 
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o D. E. Knuth. “Big omicron and big omega and big theta,” ACM SIGACT News, 8, 2, pp. 18- 
24, 1976. 
1.4.9 问题 : 证 明 对 任意 多 项 式 p(n) 和 任意 常数 c， 存 在 整数 zw ， 使 得 对 所 有 n 宇 nn。， 有 2” 
p(n)。 并 对 以 下 条 件 计 算 mm : 
(a) p(n)=n?:, c=1。 


1 
100 Es 
(b) p(7)=100n®, c 100。 


1.4.10 问题 : 令 f(n) 和 gln) 为 以 下 任意 函数 ， 判断 (i) f(n) 二 OC(g(m)); CiD f(n)==Q(g(n)) 
还 是 (Ciii) f(n)=O(g(n)): 


(a) 722; (b) 1; (c) nlogn 

Cd) 2 Ce) ms ({) nloer 

(g) 22 (h) 22”” (j) 当 ? 为 奇数 时 ， 为 好， 和 否则 为 2"。 
1.4.11 最 大 流 最 小 制定 理 任何 网 络 中 ， 最 大 流 的 值 等 于 最 小 割 的 容量 。 

这 个 重要 结果 由 以 下 文献 独立 提出 : 


o L:; R. Ford, D. R. Fulkerson. Flows in Networks, Princeton Univ. Press, Princeton, N.J.,, 1962. 
Oo P. Elias, A. Feinstein, C. E. Shanon. Note on maximum flow through a network, IRE Trans. 
Inform. Theory, IT-2, pp. 117-119, 1956. 
这 里 ， 制 定义 为 网 络 N= 二 (V,E,s,t,c) 中 的 一 个 结 点 集 S， 且 5s€ 5S, 1S。 制 S 的 容量 定义 为 从 5 
出 去 的 边 的 容量 和 。 
根据 1. 2 节 给 出 的 增 广 算法 ， 请 给 出 最 大 流 最 小 割 定 理 的 证 明 。 (任何 流 的 值 最 多 等 于 任意 割 的 容 
量 。 并 且 当 算法 终止 时 ， 它 指出 了 一 个 和 流 相 等 的 割 .) 
1.4. 12 问题 : 证 明 如 果 在 1.2 节 中 的 增 广 算法 中 ， 我 们 总 是 用 最 短路 径 增 广 ， 那 么 (a) 在 从 一 个 NGCP 
到 下 一 个 NCPD 时 ，s 到 任意 结 点 的 距离 不 会 减少 。 而且 ，(b)〉 如 果 边 〈i7) 在 某 步 为 瓶颈 〈 沿 着 增 广 路 径 ， 
该 边 具 有 最 小 容量 ) ， 则 在 反方 向 成 为 瓶颈 前 ，* 到 i 的 距离 会 增加 。(c) 从 而 得 出 最 多 O(IE||IV1) 次 增 广 。 
1.4.13 在 过 去 的 二 十 年 中 , 一 系列 越 来 越 有 效 的 MAX FLOW 算法 在 文献 中 提出 ， 前 面 提 到 的 
Ford 和 Fulkerson 的 增 广 算法 ， 当 然 是 指数 的 。 使 用 最 短路 径 增 广 ， 得 到 O(CIEI 1IVI) 算法 ,首先 
出 自 : 
oJ. Edmonds and R. M. Karp. Theoretical improvements in algorithmic ef ficiency for network flow 
problems, J. ACM, 19, 2, pp. 248-264，1972. 
进一步 使 用 这 个 想法 ， 每 步 同 时 增 广 多 条 最 短路 径 ， 可 以 得 到 O(|E|IIV|?*) 算法 : 
o E. A. Dinic. Algorithm for solution of a problem of mazximal flow in a network with [efficiency 
analysis |, Soviet Math. Doklady, 11, pp. 1277-1280, 1970. 
同样 想法 给 出 O(n*5) 匹配 算法 : 
oJ.E. Hopcroft, R. M. Karp. An 7 这 algorithm for mazximum matchings in bipartite graphs, SIAM 
J ,Compss 2 4, Bp: 225-231, 1973. 
如 果 算 法 过 程 中 允许 结 点 违反 流 守恒 规则 ， 还 有 更 快 的 算法 ， 其 时 间 复 杂 性 为 O(IV1?)， 下面 的 文 
章 给 出 良好 的 阐明 : 
o V. M. Malhotra, M. P. Kumar, and S. N. Maheshwari. An O(|V|3) algorithm for finding mazximal 
flows in networks, Information Processing Letters 7, 6, pp. 277-278, 1978, 
但 是 已 知 还 有 更 快 的 算法 。 对 于 稀疏 网 络 ， 已 知 渐进 最 快 的 算法 基于 上 面 的 中 间 “ 流 ”想法 更 新 颖 


s IVI? 
的 阐述 ， 花 费 的 时 间 为 O( |E| IV|log TET ) : 


© A.V. Goldberg and R. E. Tarjan. A new approach to the mazrimum flow problem, Proc. of the 18th 
Annual ACM symposium on the Theory of Computing, pp. 136-146, 1986. 
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10 急 一 部 分 灌 法 








MAX FLOW 算法 的 总 结 和 推广 见 : 
© A.V. Goldberg, E. Tardos and R. E. Tarjan. Network flow algorithms, Technical report STAN-CS- 
89-1252, Computer Science Department, Stanford University, 1989. 

1.4. 14 对 于 非 二 分 图 的 广义 匹配 问题 是 这 样 的 : 称 图 中 一 个 互 不 相 邻 边 集 为 一 个 匹配 ， 一 个 完全 
匹配 是 覆盖 所 有 结 点 的 匹配 〈 显 然 ， 只 用 偶数 个 项 点 的 图 才 有 ) 。 注 意 ， 如 果 图 中 没有 奇 环 ， 问 题 就 退化 
成 匹配 问题 。 但 是 推广 最 大 流 技术 到 奇 环 遇 到 严重 障碍 。 广 义 匹配 问题 复杂 得 多 的 O(n ) 算法 由 Jack 
Edmonds 给 出 〈 见 1. 4.7 节 注 解 中 引用 的 他 1965 年 的 文章 )。 像 往常 一 样 ， 所 需 时 间 在 几 年 中 大 大 改进 。 

1.4.15 问题 : 假设 给 定 一 个 TSP 的 实例 ，n 个 城市 和 相互 距离 di 。 对 每 一 个 不 包含 城市 1 的 子 集 
S 和 每 个 j ES， 定义 cLS,jj」 是 从 1 开始， 遍历 S 中 各 城市 并 结束 于 城市 7 的 最 短路 径 。 

(a) 设计 一 个 用 动态 规划 计算 cLS,7 的 算法 ， 也 就 是 从 小 到 大 处 理 集合 S。 

(b) 证 明 这 个 算法 在 O(n?2*) 时 间 内 解决 TSP。 并 求 算 法 的 空间 代价 。 

(c) 假设 现在 求 的 是 从 1 到 的 最 短 ( 边 的 权 之 和 ) 路 径 ， 不 需要 访问 所 有 城市 。 我 们 怎样 修改 上 述 
算法 ? (现在 是 否 必须 调用 S， 还 是 简单 地 用 | S | 代替 ?) 证 明 该 问题 可 以 在 多 项 式 时 间 内 解决 。 
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图 灵 机 





图 灵机 貌似 策 拙 无 力 ， 但 它 可 以 模拟 任意 算法 而 不 损失 效率 。 它 是 本 书 正 式 的 算法 
模型 。 


2.1 图 灵机 概述 


图 灵机 的 神奇 之 处 ， 在 于 只 需要 很 少 的 预 设 便 能 表达 一 切 。 作 为 程序 语言 ， 图 灵机 只 
有 单一 的 数据 结构 ， 而 且 它 是 颇 为 原始 的 字符 串 。 人 允许 的 操作 包括 读 写 头 在 字符 串 上 左 
移 、 右 移 ， 在 当前 位 置 写 和 根据 当前 字符 的 值 选 择 下 一 步 操 作 。 首 而 言 之 ， 都 是 极其 原始 
弱小 的 语言 。 但 是 本 章 将 论述 ， 它 可 以 表达 任意 算法 ， 可 以 模拟 任意 程序 语言 。 

定义 2.1 图 灵机 是 一 个 四 元 组 M 一 (K,3,6,s)。K 代表 有 限 状 态 集 (这 些 是 隐 含 的 
指令 )，sE K 为 初始 状态 ,5 为 有 限 字符 集 ( 称 5 为 M 的 字符 表 )。 假 设 K 和 5 无 交集 ， 
总 包含 特殊 字符 U 和 人 >: 空格 符 和 首 字 符 。 最 后 ,， 6 是 从 KX5 到 (KU (有 “yes”， 
“no”))X5X{ 一 , 习 , 一 } 的 转移 函数 ， 并 假定 彤 〈 停 机 状态 ) 、“yes” (接受 状态 ) 和 
“no”( 拒 绝 状 态 ) ， 以 及 读 写 头 的 方向 二 表示 “ 左 移 ”、 一 表示 “ 右 移 ”和 一 表示 “停留 ”， 
都 不 在 KUS 中 。 口 

函数 $ 相当 于 机 器 的 “程序 ”， 它 为 每 个 当前 状态 gE€ K 和 每 个 字符 cE 了 的 组 合 指定 
了 三 元 组 6(q,o) 一 (p,p,D)。p 表示 下 一 个 状态 ，p 表示 覆 写 在 c 上 的 字符 ， 而 DE {一 , 闻 ， 
一 } 表示 读 写 头 的 移动 方向 。 对 于 户 我 们 规定 ， 若 任意 p，g 满足 8(Cq,>)=(b,o,D)， 那 么 
po 一 上 > 并且 D= 一 。 也 就 是 说 ，[> 总 是 让 读 写 头 向 右 移 动 ， 且 绝 不 会 被 删除 。 

程序 如 何 启动 ? 初始 状态 是 *， 字 符 串 以 尖 开 始 ， 然 后 是 有 限 长 的 字符 串 zxE (3 一 {))* 。 
我 们 称 z 为 图 灵机 的 输入 。 读 写 头 初始 总 指向 第 一 个 字符 >。 

从 初始 格局 开始 ， 机 器 根据 9 运行 一 步 ， 改 变 其 状态 ， 输 出 字符 ， 移 动 读 写 头 。 然 后 
是 下 一 步 ， 再 下 一 步 。 注 意 8(Cz ,上 >) 规定， 字符 串 总 是 以 开始， 因此 读 写 头 从 不 会 “人 逸 
出 ”字符 串 的 左 端 。 

尽管 读 写 头 不 会 逸 出 字符 串 的 左 端 ， 但 它 会 远离 右 端 。 这 种 情况 下 ， 读 写 头 扫描 到 的 
被 认为 是 4， 并 可 能 马上 被 覆 写 。 因 此 串 也 就 变 得 更 长 一 一 这 是 必要 特性 ， 如 果 机 器 进行 
的 是 通用 计算 ， 串 总 会 变 长 。 

由 于 9 是 完全 明确 的 函数 ， 而 读 写 头 不 会 逸 出 左 端 ， 所 以 机 器 停止 具有 一 个 原因 : 其 
状态 是 三 个 停止 状态 之 一 : h、“yes” 和 “no”。 如 果 这 些 发 生 了 ， 我 们 就 说 停机 了 。 而 
且 ， 如 果 状 态 为 “yes”， 我们 称 机 器 接受 输入 ; 状态 为 “no”， 拒 绝 输入 。 如 果 机 器 在 输 
和信 工 下 停止 ， 就 可 以 定义 M 在 xz 下 的 输出 ， 记 为 M(z)。 如 果 M 接受 或 者 拒绝 xz， 那么 
M(x) 分 别 等 于 “yes” 或 者 “no”; 否则 ， 如 果 停 止 在 hh， 则 输出 是 停机 时 M 上 的 字符 
串 。 因 为 经 过 有 限 步 计算 之 后 ， 字 符 串 由 一 个 > 紧 跟 尾 字母 非 U 的 有 限 字符 串 y 构成 ， 也 
可 能 紧 跟 全 为 的 字符 串 (y 可 能 为 空 )。 我 们 将 y 看 成 计算 的 输出 ， 记 为 MCz) 一 y。 自 
然 ，M 可 能 在 输入 x 上 不 停机 ， 这 种 情况 下 ， 记 为 MCz) 王 了 。 
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到 第 一 部 分 丫 法 








例 2.1 考虑 图 灵机 M 二 (K,3,6,s)， 这 里 ,，K 二 {5s,g,qo ,gq1}， 3 二 {40,1,U, D>},， 6 如 
图 2. 1 所 示 。 如 果 我 们 输入 010 启动 机 器 ， 计 算 过 程 也 显示 在 图 2. 1 中 。 读 者 应 该 仔细 检 
查 在 这 个 输入 上 机 器 的 操作 ， 并 思考 在 其 他 输入 上 的 行为 。 不 难看 出 ，M 在 > 和 其 输入 之 
间 插 入 一 个 L〈 参 见 问题 2. 8. 2) 。 并 且 它 总 是 停机 。 

然而 ， 如 果 机 器 一 旦 执行 到 “指令 ” 














| peK, oe | 65,o) 

6(g, 帆 一 (qsU, 一 ) ( 见 图 2.1 左 表 第 7 行 )， 站 二 ps a 
它 将 反复 执行 同一 指令 ， 永 不 停机 。 关 键 在 | | 6 避 1 p10 
于 ， 如 果 机 器 按照 我 们 的 规定 开始 ， 即 字符 | ss  。 | mw i 
串 的 形式 为 >z，z 中 不 含 U， 且 读 写 头 在 > | “1 | 多 中 了 4 sz0l0u 
上 ， 则 这 一 转移 将 永远 不 会 被 执行 。 我们 可 | “UU | 7 6 Ol UL 
以 定义 8(g，U) 为 任何 三 元 组 ， 机 器 将 完全 | m， 0 | (s,0, ni 
相同 。 所 以 描述 图 灵机 时 ， 可 以 省 略 这 些 不 | | 6D 学 本 而 
重要 的 转移 。 口 0 me 11 g v0Qu10 

我 们 可 以 用 格局 来 形式 化 地 定义 图 灵机 | ga 1 | (sb i 
的 操作 。 直 观 上 ， 格 局 包含 了 当前 计算 状态 | 2 | 人 | 于 二 200 








下 完整 的 描述 。 即 图 2.1 右 表 中 的 一 行内 
容 。 形 式 上 ，M 的 格局 是 一 个 三 元 组 (g,ww， 
u)， 这 里 g€ K 是 一 个 状态 ，w、z 是 属于 5* 的 字符 串 。w 是 读 写 头 左 边 的 字符 串 ， 包 含 
读 写 头 正在 扫描 的 那个 字符 。w 是 读 写 头 右 边 的 字符 串 ， 可 能 为 空 。g 是 当前 状态 。 例 如 ， 
图 2. 1 的 机 器 中 ， 从 格局 (s, [> ,010) 依次 进入 格局 (s, 0,10)、(s, 01,0)、(s,P 
010,e)、(s, 010U,e)、(g, >010,) 、(qoy >01UU,se) 等 (e 表示 空 串 )。 

定义 2.2 让 我 们 确定 某 个 图 灵机 M。 我 们 说 格局 (q,w,wu) 在 一 步 内 产生 (qz ， 


ui) 记 为 (qvwsu) 一 《gq',w ,wu)， 如果 机 器 直观 地 在 一 步 内 从 格局 (g,w,u) 变 为 
(gq ,w ,wu )。 它 可 以 形式 化 地 表示 下 列 含义 。 首 先 , 令 o 是 w 的 最 后 字符 ， 设 8(g,0) 一 
(p,p;D)， 那么 g 二 p。 有 三 种 情况 ， 如 果 D 二 >， 那 么 w 是 在 w 基础 上 令 其 最 后 字符 
(o) 替换 为 p， 尾 部 加 上 xz 的 首 字符 “〈 如 果 是 空 曲 ， 加 UU)。w 是 移 除 首 字符 (如果 
是 空 串 ，w 仍 是 空 串 )。 如 果 D= < 一， 那么 w 在 ww 基础 上 省 略 尾部 v。 尽 是 x 基础 上 首部 
添加 o。 最 后 ， 如 果 D= 一 ,zw 是 w 基础 上 尾 字符 oc 用 p 代替 ， 且 w= 。 

一 旦 我 们 定义 了 在 格局 中 “一 步 产生 ”关系 ,我 们 也 就 定义 了 “产生 ”的 传递 闭 包 。 


也 就 是 说 ， 称 格局 (g,w,u) 在 k 步 内 产生 格局 (g’ ,vw ,u ), 记 为 Pe A 
wu )， 这 里 & 之 0 是 整数 ， 如 果 存 在 一 系列 格局 (gi ,wi,ui)，i 二 1,…,k 十 1 使 得 对 于 i 一 


图 2.1 图 灵机 和 计算 





M 
1 ,rok Ci si) — (Gt rot 1) (G1 so st1) = (gs 
wsU) 并 且 《gpt1ytWwht1yUk+1) 二 (g ,w ,u )。. 最 后 称 (gq,w， 


u) 在 产生 格局 (gq,w ,wu )， 记 为 I I 
如 果 存 在 &>0 使 得 (gq,w DCg ,ww sw )。 口 

例 2.1 ( 续 ) 在 图 2.1 中 , 有 (>,010)- Co,10)，Gs， 
D> ,010) >(h, Du,010), 因此 ， Cs, BD ,010) >(h, DU,010), 口 图 2.2 二 进 制 后 继 函 数 图 灵机 


pEK, ooE€ES 
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例 2.2 考虑 如 图 2.2 的 图 灵机 。 如 果 它 的 输入 是 一 个 二 进 制 的 整数 〈 可 能 首位 为 
0)， 那 么 机 器 计算 n 十 1 的 二 进 制 表 示 。 它 首先 在 * 状态 下 ， 不 断 地 向 右 移 ， 直 到 找到 7 
的 最 低位 ， 然 后 向 左 按照 从 低 到 高 检查 各 位 。 如 果 它 看 到 1， 就 把 它 变 为 0， 并 且 带 着 进 
位 继续 向 左 。 如 果 它 看 到 0， 就 把 它 变 为 1， 然 后 停机 。 


M M M 

在 输入 11011 上 ， 计 算是 这 样 的 : (G(s, > ,11011) 一 ~(*, 1,1011) 一 >(s, D>11,011) 一 > 

M M M M M 

Cs, D110,11)—>(s, D1101,1)—>(s, D11011,e)—>(s, D11011L,e)—>(g, >11011,U) 一 ~ 

M M 

(g, 1101,0 册 一 >(g, 户 110,00U) 一 >(h, D111,00U) 。 在 输入 111 上 ,计算 是 这 样 的 : (s， 
M M M M M 

区 ,111)—=>(s, [>1 ,11 ) 一 ~ (8y D11,1)—» (ss D111 ye)—> (Ss >111 LE ) 一 一 ~ (g，, 111., 


D> (gs D11,0D—> (q, D1,00)—> (Cg, Db ,000—> Ch, D0,00U). 

机 器 存在 一 个 漏洞 (bug): 当 输 入 为 时 (也 就 是 整数 2: 一 1 的 二 进 制 表示 )， 会 
“上 游 ” 而 回答 零 。 (输入 为 空 串 会 怎样 ?) 一 种 解决 方案 是 将 图 2. 1 中 的 机 器 作为 “ 子 过 
程 ” 将 输入 右 移 一 位 并 在 结果 最 左边 添加 0。 这 样 ， 整 个 机 器 可 以 正确 计算 n 十 1。 口 ] 

例 2.3 我 们 现在 已 经 看 到 两 个 机 器 计算 的 是 字符 串 到 字符 串 的 简单 函数 。 相 应 地 ， 
它们 结束 于 玉 状 态 ， 指 示 输 出 准备 完毕 。 接 下 来 的 机 器 就 没有 输出 ， 它 只 是 对 其 输入 用 停 
机 状态 “yes” 或 者 “no” 表 示 它 同意 与 否 。 

如 图 2. 3 所 示 的 图 灵机 ， 判 断 输入 是 不 是 回 文 。 也 就 是 说 ， 它 反 着 读 和 正 着 读 是 
不 是 一 样 ， 就 像 字符 串 wyWouavownzjuarapzpouavowu。 如 果 M 的 输入 是 回 文 串 ，M 接受 
(结束 于 “yes” 状 态 ) 。 如 果 它 的 输入 不 是 回 文 种， 那么 M 停机 于 “no” 并 拒绝 。 例 
如 ，M(0000)= 二 “yes”， 而 M(011) 二 “no”。 

机 器 如 下 运作 : 在 状态 *， 它 寻找 输入 的 第 一 个 字符 。 找 到 后 将 它 变 为 > 〈 因 此 串 的 
左 端 有 效 向 内 移 了 一 格 ) 并 且 利 用 不 同 的 状态 记 住 该 字符 。 意 思 是 M 进入 状态 go ， 如 果 
首 字符 是 0; 进入 gl ， 如 果 首 字符 是 1 (图 灵机 的 这 种 用 它们 的 状态 记 住 有 限 信 息 的 重要 
能 力 将 会 被 反复 用 到 ) 。 然 后 M 向 右 移动 直到 碰 到 第 一 个 U， 然 后 向 左 移动 一 格 扫描 输入 
的 最 后 一 个 字符 (现在 M 在 状态 go 或 者 91， 仍 然 记 着 首 字符 )。 如 果 最 后 的 字符 和 那个 
记 着 的 字符 相同 ， 它 将 被 U 代替 (这 样 字符 串 右 端 也 向 内 缩短 ) 。 接 着 ， 最 右 端的 > 在 9 
状态 下 找到 ， 过 程 如 此 循环 。 注 意 当 串 的 两 端 边界 〈 左 边 > ， 右 边 D) “向 内 行进 ”， 剩 下 
的 串 正 好 是 需要 被 验证 为 回 文 串 。 如 果 在 某 一 时 刻 最 后 字符 被 发 现 和 机 器 所 记 住 的 第 一 个 
字符 不 同 ， 那 么 它 就 不 是 回 文 串 ， 我 们 终止 于 “no” 状 态 。 如 果 最 后 结束 于 空 串 〈 或 者 没 
找到 最 后 的 字符 ， 就 是 说 串 只 有 一 个 字符 ) 我 们 用 “yes” 状 态 表 达 同 意 。 


PEK, gEZ 6(p,0) 
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图 2.3 判断 回 文 串 的 图 灵机 
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M’ M 
输入 0010 就 会 产生 以 下 格局 :; (s, >,0010) 一 > (go, >>010U,e) 一 > (gv ,> >010,， 


M ME M M M 
DD—(g,b bolUD—(g, bBo0lUD—(s5 Db bolUD (gb PluUU)——(ns 





M M 
[> [> D1 LDLD) 一 >~(dg0 ， [> [> 医 卫 澡 有 一 [> [> Dl1,uU LW 
M M Mi 
输入 101， 计 算 过 程 如 下 : (s,P,101) 一 >(s, D1,0D) 一 (gq,P>B0,1) 一 (qi1,>》 PB 
M M M M M 
01 ,1)—>(g, [> [>0,U LD) 一 >(q， [> [> 得 一 人 人 95 [> D0,uU LU)—> (go , > [> >U,UD) 一 ~(qno [> 
M 

yes”, 区区 ob 


输入 e (最 短 的 回 文 串 )， 计 算 过 程 是 ; (5, ,6 之 (buU,e (Ceyes”, Ue)。 口 


2.2 视 为 算法 的 图 灵机 


图 灵机 看 起 来 在 处 理 某 种 特定 串 问 题 上 是 理想 的 ， 即 计算 串 函 数 、 接 受 和 判定 语言 。 
让 我 们 确切 定义 这 些 任务 。 

定义 2.3 令 LS(5 一 {U))* 是 一 种 语言 ， 也 就 是 说 ， 字 符 串 的 集合 。 令 M 为 图 灵机 
使 得 对 于 所 有 的 字符 串 xE(3 一 {UU))* ,假如 zxEL， 那 么 M(x) 二 “yes”( 也 就 是 说 ，M 
在 输入 zx 上 停机 于 “yes” 状 态 )， 并 且 如 果 xKL， 那 么 M(x) 二 “no”。 这 样 就 说 M 判定 
工 。 如 果 工 被 某 个 图 灵机 M 判定， 那么 工 就 称 为 递归 语言 。 例 如 ，{0,1)* 上 的 回 文 串 就 
是 被 如 图 2. 3 所 示 的 图 灵机 判定 的 递归 语言 。 

如 果 对 于 串 zxE (5 一 {U))* ,车 XxEL, 那么 M(xz)==“yes”; 着 xzKL， 那 么 M(x)= 
也 ， 我 们 就 称 M 接受 L。 如 果 工 被 某 个 图 灵机 M 接受 ,那么 称 工 为 递归 可 枚 举 的 。 口 

让 我 们 马上 关注 被 图 灵机 接受 定义 中 的 有 趣 的 反对 称 性 。 我 们 只 是 在 xEL 情况 下 得 
到 有 用 结果 (停机 于 “yes” 状 态 )。 如 果 zfL， 机 融 将 永远 计算 下 去 。 实 际 上 ， 这 不 是 
一 个 有 用 的 答案 ， 因 为 我 们 从 不 会 知道 是 否 已 经 等 了 足够 多 的 时 间 以 确保 机 器 不 再 会 停 
机 。 因 此 ， 接 受 不 是 一 个 真正 的 算法 概念 ， 它 只 是 一 种 有 用 的 归 类 问题 。 在 本 章 稍 后 的 内 
容 中 ， 我 们 将 介绍 非 确定 性 ， 将 会 再 次 看 到 这 种 模式 。 

迄今 我 们 还 没有 看 到 接受 语言 的 图 灵机 。 然 而 让 我 们 先 看 看 结论 : 

性 质 2. 1 如 果 工 是 递归 的 ， 那么 它 也 是 递归 可 枚 举 的 。 

证 明 : 假设 存在 图 灵机 M 判定 工 。 我 们 可 以 从 M 构建 图 灵机 M 接受 LIL， 具体 如 下 : M 
和 M 完 全 一 样 ， 除 了 当 M 要 停机 进入 状态 “no” 时，M “永远 向 右 移动 ， 永 不 停机 。 

定义 2.3 ( 续 ) 我 们 将 不 仅仅 处 理 语 言 的 判定 和 接受 ， 有 时 候 也 会 处 理 串 函数 的 
计算 。 假 设 了 是 从 (3 一 {U})* 到 53* 的 函数 ， 令 M 是 字母 表 为 三 的 图 灵机 。 我 们 称 
M 计算 f+， 如 果 对 于 任意 zxE (3 一 {U))* ，MCz) 王 CCz)。 如 果 这 样 的 M 存 在 ， 称 
为 递归 函数 。 口 

例如 ,从 {0,1)* 到 {0,1,)* 的 函数 f(z) 二 Uz 是 递归 的 ， 因 为 它 可 以 被 如 图 2. 1 所 
示 的 机 器 计算 。 从 {0,1}* 到 {0,1,U)* 的 函数 s 也 是 递归 的 ， 这 里 s(x) 等 于 整数 n 十 1 
的 二 进 制 表达 , 工 则 是 正 整 数 的 二 进 制 表达 : 它 可 以 被 如 图 2.2 所 示 的 图 灵机 计算 。 

和 图 灵机 所 解决 的 各 类 上 串 问 题 联系 在 一 起 的 颇 为 意外 的 词汇 (“递归 ”、“ 递 归 可 榴 
举 ”) 来 源 于 该 学 科 的 丰富 发 展 史 。 它 们 的 隐 含 也 是 本 章 的 重点 ， 即 图 灵机 让 人 吃惊 的 计 
算 能 力 。 这 些 词 汇 暗示 着 图 灵机 能 力 上 等 价 于 任意 通用 的 (“递归 ”) 计算 机 程序 。 第 3 章 
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的 性 质 3. 5 为 “递归 可 枚 举 ” 提 供 了 更 为 深刻 的 解释 。 

因此 ， 图 灵机 可 以 被 认为 是 解决 串 相关 问题 的 算法 。 但 是 我 们 的 原来 目标 怎样 呢 ? 即 
作为 解决 如 前 面 章 节 所 述 的 问题 ， 例 如 图 、 网 络 和 数字 一 样 的 数学 对 象 的 算法 模型 。 为 了 
让 图 灵机 解决 这 类 问题 ， 我们 必须 定义 问题 实例 的 囊 表 示 。 一 旦 我 们 确定 了 这 类 表示 方 
法 ， 判 定 问题 的 算法 就 简单 成 为 判定 对 应 语言 的 图 灵机 。 即 如 果 输 入 代表 的 是 问题 的 
“yes” 实 例 ， 则 它 接受 ; 和 否则， 拒绝 。 类 似 地 ， 要 求 更 复杂 输出 的 问题 ， 如 MAX FLOW， 
被 计算 对 应 串 函 数 的 图 灵机 解决 (这 里 输出 也 类 似 地 表示 为 串 ) 。 

应 该 明白 ， 这 个 提议 是 普遍 适用 的 。 任 何 感 兴趣 的 “有 限 ” 数 学 对 象 都 可 以 表示 成 适 
当 字 符 表 上 的 有 限 串 。 例 如 ， 有 限 集合 上 的 元 素 ， 如 图 的 结 点 可 以 表示 成 二 进 制 整数 。 对 
和 元 组 这 些 较 简 单数 学 对 象 可 以 通过 括号 和 逗 1 1 
号 表达 。 简 单 对 象 的 有 限 集合 可 以 用 花 括号 表示 “{(1,100), (1,10), (10,11), 
等 。 或者， 图 可 以 表示 成 邻接 和 矩阵， 和 矩阵 最 终 排 (1,11), (11,10)}” 

成 一 个 字符 串 ， 它 的 各 行 之 间 用 某 个 特殊 字符 诸 “(0111:; 0010; 0100; 0000)” 
如 “;” 分 开 ( 见 图 2. 4)。 

整数 、 有 限 集合 、 图 和 其 他 这 类 基本 对 象 可 “ 
接受 的 表达 方式 很 多 。 它 们 在 形式 上 和 简洁 程度 加 2:4 国有 和 入 家 党 
上 相差 很 大 。 然 而 所 有 可 接受 的 编码 都 是 多 项 式 相 关 。 即 如 果 A 和 B 都 是 同一 集合 实例 
的 “合理 ”表达 ， 并 且 实 例 表 达 A 是 一 个 区 字符 的 串 ， 那 么 同一 实例 的 表达 B 最 多 长 度 
为 加 (2)， 力 是 某 个 多 项 式 。 例 如 ， 非 孤立 点 图 的 邻接 矩阵 表示 比 它 的 邻接 链表 表示 浪费 许 
多 ( 见 图 2. 4) 

一 进 制 表示 数 而 不 是 二 进 制 或 十 进 制 ， 可 能 是 这 方面 的 唯一 漏洞 。 显 然 ， 一 进 制 表示 
(这 里 ， 比 如 说 ， 数 字 14 就 是 “IIIIIIIIIIIIII”) 所 要 求 的 字符 数 比 二 进 制 多 指数 倍 。 因 此 
算法 的 复杂 性 〈 通 过 图 灵机 输入 长 度 的 函数 来 衡量 ) 看 起 来 具有 欺骗 性 (回顾 1. 2 节 
MAX FLOW 的 最 初 算 法 分 析 ) 。 在 本 书 中 ， 当 我 们 讨论 图 灵机 解决 某 一 特定 问题 时 ， 我 
们 总 假设 输入 的 表示 合理 简洁 ， 如 图 2.4 所 示 ， 特 别 地 ， 数 字 总 是 用 二 进 制 表达 。 

复杂 性 理论 独立 于 输入 的 表示 。 它 本 来 可 以 独立 于 串 和 语言 而 发 展 ， 但 是 表示 的 合适 
选择 〈 在 实践 中 ， 意 味 着 排除 数字 的 一 进 制 表示 ) 使 得 复杂 性 理论 的 结果 和 现实 问题 以 及 
计算 实践 紧密 联系 。 一 个 有 价值 的 回报 是 令 人 吃惊 的 计算 问题 和 复杂 性 理论 概念 之 间 的 紧 
密 对 等 关系 ， 这 一 点 可 能 是 本 书 的 主题 。 


2.3 多 带 图 灵机 


我 们 接 下 去 必须 形式 化 地 定义 图 灵机 计算 所 花 的 时 间 和 空间 。 要 做 到 这 一 点 ， 最 好 首 
先 介绍 图 灵机 的 通用 机 ， 即 带 有 多 个 读 写 头 的 图 灵机 。 我 们 将 证 明 这 一 装置 可 以 在 效率 损 
失 不 大 的 情况 下 被 普通 图 灵机 模拟 ， 所 以 这 一 属性 并 不 违背 将 图 灵机 视 为 我 们 的 基本 模 
型 。 这 个 结果 同时 也 是 向 本 章 隐 含 的 目标 ， 即 充分 展示 图 灵机 令 人 吃惊 能 力 的 第 一 个 重要 
进展 。 

定义 2.4 一 个 & 带 图 灵机 (这 里 A 之 1 是 整数 ) 是 一 个 四 元 组 M 二 (K,3,6,s)， 其 中 
K、5S、s 和 普通 图 灵机 完全 一 样 ， 8 是 一 个 必须 反映 多 带 复杂 性 的 程序 。 直 观 地 ， 和 以 前 
一 样 ，9 决定 下 一 个 状态 ， 也 决定 每 一 串 的 覆 写 字符 ， 并 通过 当前 状态 和 每 一 根 带 上 的 当 
前 字符 决定 读 写 头 的 方向 。 形 式 化 地 ,， 6 是 从 KX 到 (KU{h,“yes”,“no”})X(5xX 
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{一 ,一 一 })* 的 函数 。 直 观 地 ，6(gyai，… 08) 二 (pyp1,Di1,… ,pe，Ds) 意味 着 ， 若 M 在 状 
态 4g4， 并 且 第 一 条 带 上 的 读 写 头 扫描 的 是 cx ， 第 二 条 是 oz 等 ， 那 么 下 一 步 状态 是 p， 并且 
第 一 个 读 写 头 将 写 py ， 并 且 按 照 Di 所 示 方 向 移动 。 其 他 读 写 头 也 如 此 。 上 > 仍然 不 能 被 覆 
写 或 越过 它 向 左 移动 : 如 果 o; 二 >， 那么 ci 一 > 且 了 一。 初始 化 时 带 上 读 写 头 开始 于 
>， 第 一 根 带 上 的 字符 串 同 时 包含 输入 。& 带 机 M 在 输入 工 上 的 计算 结果 和 普通 机 一 样 ， 
只 有 一 点 区 别 : 当 机 器 计算 函数 的 情况 下 ， 停 机 时 输出 可 以 从 最 后 的 〈 第 & 条 带 上 ) 字符 
串 读 出 。 加 

例 2.4 使 用 如 图 2.5 所 示 的 2 带 图 灵机 ， 
我 们 可 以 比例 .2.3 更 有 效 地 判定 回 文 串 。 这 个 机 
器 首先 将 输入 复制 到 第 二 条 带子 上 上。 接着， 将 第 
一 条 带子 的 读 写 头 定 位 在 输入 的 首 字符 ， 将 第 二 
条 带子 的 读 写 头 定位 在 复制 的 尾 字 符 。 然 后 将 其 
读 写 头 相 向 移动 ， 检 查 其 每 一 步 读 到 的 字符 是 否 
相同 ， 同 时 删除 复制 的 字符 。 口 

& 带 图 灵机 的 格局 定义 类 似 于 普通 图 灵机 。 
它 是 (2k 十 1) 元 组 〈qyrzolyz ,zolyt)， 这 里 
gq 是 当前 状态 ,第 i 条 串 已 读 到 wiu;， 第 i 个 读 
写 头 位 于 w; 的 尾 字 符 。 我 们 称 (gywi yt ;… ytwhsyup) 一 步 产 生 (gqg ,wyW yyy Uk) 


( 记 为 a i a ci yy 如 果 下 述 条 件 成 立 。 首 先 ， 假设 对 
于 所 有 的 i 二 1,…,k,o; 是 w; 的 尾 字符 ， 并 且 8(q,oil, ab) 一 (po Di, ,pk ,Di)。 那 
么 对 于 i 二 1，…， 上， 如 下 运作 如果 D;= 二 一 ， 那 么 i 由 wi 的 尾 字 符 ( 即 0;) 替换 为 
pi:， 再 加 上 wi 的 首 字符 (如 果 ui 为 空 串 ， 加 上 D) 构成 。w'i 为 ui 移 除 首 字符 (或 者 ， 如 
果 ui 是 空 串 ， 迪 还 是 空 串 ) 。 如 果 D; 二 二，wi 由 w; 略 去 尾 字 符 ， 而 wi 为 wi 首部 加 上 p; 
构成 。 最 后 ， 如 果 Di 王 一 ， 那 么 wi 由 w; 其 尾 字 符 o; 替换 为 ol， 邮 三 丰 构成 。 换 句 话 
说 ， 单 带 图 灵机 产生 所 需要 的 条 件 在 任 一 带 上 必须 成 立 。“ 在 浆 步 产生 ”关系 和 单纯 的 
“产生 ”关系 的 定义 类 似 于 普通 图 灵机 。 

& 带 图 灵机 用 格局 〈y, > ,z,， >,s,…，>,s) 对 输入 工 开 始 计算 ， 即 输入 在 第 一 条 带 


ep 所 有 串 都 起 始 于 pa 如 果 存 在 串 WI Ul ”WE ， 使 得 (s, D ,zx,, 户 ，ew Bie 
(“yes” ,wiyUls* ytWwWhyUk)， 那 么 我 们 说 ，M (xz) 二 “yes”; 如 果 (ss, 了 ,zx, 了 >,e,…,D>,e) 


将 -Cenoniao sin … ,wi yuk)， 那 么 我 们 说 ，M(x) 三 “no”。 最 后 如 果 机 器 停机 于 格局 
(rzoryay zu)， 那 么 MGz)=y， 这 里 > 是 zu， 且 首 字符 > 和 尾部 的 D 被 删除 。 
也 就 是 说 ， 如 果 M 在 状态 停机 (这 一 状态 表明 输出 已 经 准备 完毕 )， 则 计算 的 输出 放 在 
最 后 一 条 带 上 。 注 意 ， 在 这 些 规 则 下 ， 普 通 图 灵机 实际 上 是 上 = 1 的 上 带 图 灵机 。 同 样 ， 
一 旦 定义 了 M(z) 的 含义 ， 我 们 可 以 将 上 一 节 中 函数 计算 、 语 言 判 定 和 接受 这 些 定义 扩展 
到 多 带 图 灵机 上 。 

定义 2.5 我 们 将 使 用 多 带 图 灵机 作为 度量 图 灵机 计算 所 耗费 时 间 的 基础 (对 于 空间 
需要 少量 的 改动 ， 本 章 后 面 将 会 介绍 )。 如 果 对 球 带 图 灵机 和 输入 +z， 有 (5, > ,zx,>， 
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图 2.5 判定 回 文 串 的 2 带 图 灵机 
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时 间 上 。 即 所 需 时 间 为 到 停机 状态 所 需 步 数 。 如 果 M(x) 三 7， 那么 M 在 输入 x 上 需要 时 
间 约 定 为 co 〈 本 书 很 少 出 现 这 种 情况 ) 。 

定义 一 次 计算 所 需要 的 时 间 仅仅 是 开始 。 我 们 真正 需要 的 是 反映 我 们 所 感 兴趣 的 对 于 
解决 的 问题 任意 实例 的 概念 ， 而 不 是 单独 的 实例 。 注 意 第 1 章 中 算法 的 性 能 是 通过 “大 
小 ”nn 的 实例 所 需 时 间 和 空间 要 求 来 刻画 的 ， 且 表达 为 n 的 函数 。 对 于 图 ， 我 们 用 顶点 数 
度量 “大 小 ”。 对 于 串 ， 衡 量 大 小 自然 是 串 的 长 度 。 相 应 地 , 令 是 从 非 负 整数 到 非 负 整 
数 的 函数 。 我 们 说 ， 机 器 M 运行 在 时 间 fn) 内， 如 果 对 于 所 有 的 输入 串 z，M 在 x 上 的 
时 间 要 求 最 多 为 f(|x|1)〈|xz| 定义 为 囊 工 的 长 度 )。 函 数 f(n) 是 M 的 时 间 界 。 


假设 语言 LC(5 一 {U})* 由 某 个 多 带 图 灵机 在 时 间 f(n) 内 判定 。 我 们 说 工 E 
TIME(f(n))。 即 TIME(f(n)) 是 语言 的 集合 。 它 恰好 包含 了 可 以 被 多 带 图 灵机 在 时 间 界 
fl(n) 内 判定 的 那些 语言 。 口 


TIME(f(n)〉 就 是 我 们 所 说 的 复杂 性 类 。 它 是 语言 集合 (希望 能 够 包含 很 多 表达 重要 
判定 问题 的 语言 ) 。 这 些 语言 有 着 相同 的 属性 ， 就 其 某 一 性 能 〈 时 间 、 空 间 ， 然 后 是 其 他 ) 
而 言 ， 它 们 都 能 够 在 特定 范围 内 被 判定 。 复 杂 性 类 以 及 其 包含 的 问题 之 间 的 关系 ， 是 本 书 
研究 的 主要 对 象 。 

例 2.5 为 了 判断 长 度 为 n 的 字符 串 是 否 是 回 文 ， 用 图 2. 3 所 示 的 图 灵机 很 容易 计算 所 


需 的 步 数 。 机 器 运行 分 | 孔 | 阶段 。 在 第 一 阶段 用 2 十 1 步 比较 首 、 尾 字符 ， 接 着 在 长 度 为 


n 一 2 的 串 上 重复 该 过 程 ， 接 着 是 n 一 4 的 串 等 。 步 数 总 计 最 多 为 (2n 十 1) 十 (2n 一 3) 十 …， 得 


HoD 一 De 人。 因此 ， 所 有 回 文 串 构成 的 语言 属于 TIME (一) 。 我们 马上 


可 以 看 到 ， 在 这 个 练习 中 值得 记 住 的 是 f(n) 为 n 的 平方 级 ; 即 我 们 只 关心 f(n) 二 OC ) 。 

当然 ， 这 是 一 个 最 悲观 的 估计 。 像 01” 这 样 的 串 ， 机 器 在 n 十 3 步 就 可 以 判定 它 不 是 
回 文 串 ， 并 且 停 机 。 但 是 计算 f(n) 时 ， 必 须 把 最 坏 情况 输入 考虑 在 内 〈 这 恰好 是 输入 为 
回 文 串 的 情况 )。 

实际 上 ， 可 以 证 明 任 何 单 带 图 灵机 判定 回 文 串 必须 使 用 时 间 QCn?)〈( 见 问题 2. 8.4 和 
问题 2. 8. 5) 。 有 趣 的 是 ， 例 2.4 中 的 2 带 图 灵机 所 花 时 间 最 多 为 f (n) 二 3n 十 3 二 O(n)， 
从 而 得 到 回 文 串 属于 TIME(3z 十 3) 。 回 

上 一 段 意味 着 ， 通 过 使 用 多 带 图 灵机 ， 我 们 可 以 节省 平方 级 的 时 间 代价 我 们 接着 证 
明 节 省 的 时 间 代 价 不 会 多 于 平方 级 。 

定理 2.1 对 于 任意 给 定 在 f/f(n) 时 间 内 的 & 带 图 灵机 M， 可 以 构造 运行 于 户 (z) 时 
间 内 的 图 灵机 M ,使 得 对 于 任意 zx， 有 M(x) 一 M (zx)。 

证 明 : 假定 M=(K,5,6,s)， 我们 描述 M = 二 (K’ ,5 ,6',s) 如 下 。M 的 单 带 必须 “ 模 
拟 ”M 的 & 带 。 一 种 方法 是 把 M 的 串 顺 连 成 为 M 的 串 〈 当 然 ， 需 要 把 碍 事 的 > 去 除 ) 。 
我 们 还 必须 “ 记 住 ”每 一 个 读 写 头 的 位 置 和 当前 各 条 带 的 尾 端 。 

为 了 完成 这 一 点 ， 我 们 令 5 二 53USU{P',4 ,4'}。 这 里 3={o:o€3) 是 一 系列 读 写 
头 正 好 扫描 到 的 王 中 的 字符 。[> "是 允许 读 写 头 向 左 移动 的 > ， 而 刀 标 志 着 其 中 某 带 的 结 
束 。 因 此 ， 任意 格 局 (gyw yw ywpsyur) 可 以 被 M 的 格局 (gq, Pywiu 4 waus 4 …… 
whuk < 4) 所 模拟 。 这 里 ww 表示 将 w; 的 首 字 符 > 替换 为 >“， 且 最 后 字符 m 替换 为 ci 。 
最 后 两 个 4 标志 着 M 串 的 结束 。 
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当 模 拟 开 始 ，M 将 输入 向 右 移 一 格 ， 在 首部 添加 > ， 在 输入 之 后 写 上 4 (> q) 和 :4。 
这 些 可 以 通过 在 M 上 添加 2k 十 2 种 新 状态 简单 地 实现 ， 新 状态 的 唯一 目的 就 是 实现 这 一 
操作 。 

为 了 模拟 M 的 移动 ，M 将 左右 来 回 扫描 其 串 两 次 。 第 一 次 扫描 ，M' 将 收集 M 上 个 
正在 被 扫描 的 字符 : 它们 是 那些 下 画 线 字符 。 为 了 实现 这 种 “记忆 ”，M' 必 须 包含 新 的 状 
态 ， 每 一 种 对 应 一 种 M 的 状态 和 上 元 组 字符 的 组 合 。 

根据 第 一 次 扫描 的 后 的 状态 ，M 知道 了 带 上 哪些 将 要 改动 以 反映 被 模拟 的 M 在 该 步 
上 的 带 变 化 。 然 后 ，M 再 次 从 左 到 右 扫 描 ， 并 在 下 面 线 字符 附近 覆 写 一 两 个 字符 ， 以 反 
映 M 上 读 写 头 在 该 串 上 的 行为 。 在 M 所 获得 信息 的 基础 上 这 些 更 新 不 难 实现 。 

但 还 是 有 一 个 难点 ， 如 果 读 写 头 扫描 到 某 串 的 右 端 并 需要 向 右 移 动 ， 我 们 必须 为 新 
的 字符 〈U) 准备 空间 。 这 可 以 通过 首先 标记 当前 扫描 的 4 ， 记 为 4“， 接 着 读 写 头 扫 描 
到 最 右 端 的 4 4 ， 然 后 将 所 有 之 间 的 字符 向 右 移 一 格 ， 就 像 例 2. 1 图 灵机 做 的 那样 。 当 
扫描 到 4 ， 它 将 被 右 移 成 为 4 ， 原 位 置 上 获 写 为 U。 之 后 我 们 接着 处 理 M 的 下 一 带 上 
的 变化 。 

模拟 进行 到 M 停机 。 这 时 候 ，M“ 删 去 M 中 除了 最 后 串 外 的 其 他 串 (这 样 其 输出 和 M 
完全 相同 ) 并 且 停 机 。 

M 在 输入 z 上 需要 多 少 操作 ? 因为 M 在 时 间 jzl) 内 停机 ， 所 以 运行 中 其 任何 串 都 
不 会 大 于 f(|zx|)〈 这 是 任何 合理 计算 模型 下 的 简单 事实 ， 空间 开销 不 会 多 于 时 间 开 销 )。 因 
此 M 的 总 长 度 不 会 超过 k(f(|x|) 十 十 1 (因为 那些 4 )。 模 拟 一 步 因此 需要 在 串 上 来 回 走 
两 遍 为 48(f(|z|) 十 1) 十 4 步 ， 加 上 模拟 M 中 每 条 带 的 每 一 步 最 多 3&k(f(|z|) 十 1) 十 3。 总 计 
就 是 OC(&?f(|z1)?*),， 或 者 ， 因 为 是 定 值 且 不 依赖 于 x， 所 以 为 O(f2(|z|)。 图 

对 于 串 数 量 上 的 平方 级 依赖 可 以 通过 不 同 的 模拟 方式 避免 《〈 见 问题 2. 8. 6) ， 但 是 对 于 
三 上 的 平方 级 依赖 无 法 去 除 〈 见 例 2. 5 的 最 后 一 节 ， 见 问题 2. 8. 4 和 问题 2. 8. 5) 。 

定理 2.1 是 图 灵机 作为 计算 模型 的 能 力 和 稳定 性 的 有 力 证 据 : 增加 有 限 数量 的 带 并 不 
增加 其 计算 能 力 ， 而 且 只 是 多 项 式 影响 效率 。 我 们 将 在 2. 5 节 看 到 ， 即 使 加 上 更 强 有 力 的 
性 质 ， 使 之 非常 类 似 于 实际 计算 机 ， 也 不 能 显著 改变 基本 图 灵机 模型 的 能 力 。 这 些 以 及 其 
他 的 类 似 结果 意味 着 最 终 的 论题 是 ， 图 灵机 不 会 有 “合理 ”的 提高 以 增加 其 机 器 可 判定 语 
言 的 范围 ， 或 者 高 于 多 项 式 影 响 其 速度 。 


2.4 线性 加 速 


记得 第 1 章 中 ， 在 估计 算法 的 时 间 性 能 上 ， 我 们 大 量 用 到 了 @O 记号 。 这 反映 了 我 们 对 
于 时 间 和 空间 界 上 的 精确 乘法 和 加 法 附加 的 系数 不 太 有 兴趣 。 这 些 常数 对 于 计算 机 科学 而 
言 当 然 很 重要 。 遗 憾 的 是 ， 看 上 去 不 太 可 能 包括 计算 这 些 常 数 的 优雅 理论 2 。 而 且 ， 过 去 
硬件 上 的 进展 极 大 地 提高 了 计算 机 的 性 能 ， 以 至 于 算法 设计 者 只 需 在 算法 时 间 要 求 的 增长 
率 上 竞争 。 

我 们 在 图 灵机 计算 上 的 第 一 个 定理 实质 上 就 是 宣称 ,一 旦 使 用 有 带 图 灵机 作为 定义 时 
间 复 杂 度 的 工具 ， 系 数 的 大 小 就 不 重要 (定理 的 姐妹 篇 ，7.2 节 的 定理 7.1， 将 证 明 增 长 
率 确实 产生 差异 ) 。 





日 ” 不 要 忘记 ， 为 了 简洁 ， 我 们 甚至 抹 去 多 项 式 之 间 的 差异 。 换 句 话说 ， 我 们 忽略 指数 项 上 的 常数 。 





定理 2.2 令 LETIME(CHFGoD))， 那 么 对 于 任何 s>0，LETIME(CF(a))， 这 里 (nw) 二 
ef(n) 二 nn 十 2。 

证 明 : 令 M==(K,3,6,s) 为 在 f(n) 时 间 内 判定 工 的 & 带 图 灵机。 我 们 将 构造 带 
图 灵机 M = 二 (K ,5 ,6',s) 在 了 (n) 时 间 内 模拟 M。M 的 带 k' 将 等 于 上 如 果 k1; 如 
果 k= 二 1， 则 等 于 2。 在 时 间 性 能 上 的 大 提高 来 自 一 个 简单 的 技巧 (类 似 于 计算 机 字 长 的 增 
加 ): M' 将 M 上 的 多 个 字符 作为 一 个 字符 来 处 理 。 其 结果 是 ，M 可 以 一 步 模拟 M 的 多 步 
运作 。 线 性 项 来 自 初始 步骤 ,- 它 将 M 的 输入 压缩 以 供 M' 进一步 处 理 。 

具体 而 言 ， 令 mm 为 仅 依赖 于 M 和 的 整数 ， 数 值 大 小 以 后 确定 。M 的 字符 表 包 含 了 
除了 M 的 字符 外 加 上 所 有 M 的 mr 元 组 字符 。 也 就 是 ，5 二 5U 3。 首先 ，M 向 右 移动 第 
一 条 带 上 的 读 写 头 ， 有 效 读 人 输入 xX。 当 读 和 人 m 个 字符 ,例如 o1o2…om， 那 么 每 个 字符 
(olyo on)EY 将 输出 在 第 二 条 带 上 。 通 过 M 的 状态 “ 记 住 ”其 读 过 的 字符 是 容易 的 
(就 像 例 2. 3 所 示 的 图 灵机 )。 记 忆 可 以 通过 增加 状态 KX53i(i 二 1,…,m 一 1) 到 K' 来 获 
得 。 如 果 构 建 m 元 组 中 间 遇 到 了 输入 的 尾 端 (也 就 是 说 ，| xz | 不 是 m 的 倍数 )， 那么 


元 组 用 U“ 填 充 ”。 在 mL |+2 步 后 , 第 二 条 带子 上 就 包含 了 所 需 的 压缩 输入 。 除 此 以 


外 的 其 他 串 保持 >。 

现在 开始 ， 我 们 将 把 第 二 条 带 作 为 输入 。 如 果 &>>1， 就 将 第 一 条 带 作为 普通 工作 带 
(在 输入 尾部 写 上 >， 这样 就 不 会 重新 访问 原 输入 )。 因 此 ， 所 有 条 带 只 包含 m 元 组 
字符 。 

现在 M 模拟 M 的 主要 部 分 开始 了 。M 重复 地 用 6 步 或 更 少 步 模拟 M 的 za 步 。 
我 们 称 如 此 模拟 m 步 为 一 个 阶段 。 在 每 个 阶段 的 开始 ，M' 的 状态 包含 (k 十 1) 元 组 
(qs 有 11，…,jr)。9g 是 MM 在 该 阶段 下 的 开始 状态 ，j; 三 m 是 第 i 个 读 写 头 在 mx 元 组 内 的 
位 置 。 也 就 是 说 ， 如 果 在 模拟 中 ，M 的 状态 为 g 且 M 的 第 i 个 读 写 头 位 于 [> 之 后 的 
第 /字符 ,那么 M 的 第 i 十 1 个 读 写 头 将 指向 > 之 后 的 | 万 | 字符 ， 上 且 当 前 M 状态 为 
(g, 4 mod m), 

然后 (这 是 模拟 的 主要 部 分 ) M 将 所 有 的 读 写 头 向 左 移动 一 格 ， 向 右 移动 两 格 ， 
再 向 左 移动 一 格 。 现 在 M 的 状态 “ 记 住 ”了 读 写 头 当 前 和 邻近 格 中 的 所 有 字符 (这 需 
要 添加 所 有 在 KX{1,…,m}*X 训 水中 的 状态 到 :< 要 点 在 于 ， 根据 这 些 信 息 ， AM 可 
以 完全 预测 M 之 后 的 m 步 。 原 因 在 于 , 在 m 步 内 ，M 的 读 写 头 无 法 脱离 当前 mx 元 组 和 
邻近 格 。 因 此 ，M 可 以 使 用 6 在 两 步 内 实现 M 中 mm 步 内 的 变化 (两 步 足 够 了 ， 因 为 所 
有 的 变化 局 限 在 当前 mr 元 组 以 及 它 的 两 个 邻近 之 一 )。M 的 浆 步 可 以 被 M 在 6 步 内 
模拟 。 

一 旦 M 接受 或 者 拒绝 输入 ，M 也 停机 并 做 同样 的 事情 。M 在 x 上 所 花 的 总 时 间 最 坏 
为 lzl 十 ?+6| 女 | 选择 mm 一 | 二 |， 论题 得 证 。 国 

有 趣 的 是 ， 定 理 2. 2 的 证 明 过 程 说 明了 我 们 之 前 谈 到 的 一 个 观点 ， 确 切 地 说 ， 硬 件 
的 进展 使 常数 无 意义 。 状 态 数量 (和 且 不 考虑 字符 的 数量 ) 乘 以 m* |513 居 就 是 硬件 的 
进展 1 
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让 我 们 考虑 定理 2. 2 的 重要 性 。 存 在 时 间 界 小 于 n 的 机 器 ,但 是 没 有 真实 意义 > ， 因 
为 图 灵机 需要 nn 步 读 入 所 有 输入 。 所 以 ,任何 “合理 ”时 间 届 将 遵守 f(n) 宇 nx。 如 果 f(n) 
为 线性 ， 如 cn 且 c 二 1， 那么 根据 定理 可 知 ，c 可 以 任意 接近 于 1。 如 果 f(n) 是 超 线性 
的 ， 如 14m 十 31n， 则 最 高 项 前 的 系数 ( 例 中 为 14) 可 以 变 得 任意 小 ， 也 就 是 说 ， 时 间 界 
可 以 得 到 任意 的 线性 加 速 。 低 阶 项 ， 如 上 面 的 31n， 可 以 被 完全 丢弃 。 因 此 ， 我们 可 以 在 
时 间 界 上 放心 使 用 O 记 号 。 同 时 ， 任何 多 项 式 的 时 间 界 可 以 用 最 高 项 代表 (w*， 其 中 二 
1) 。 也 就 是 说 ， 如 果 工 是 多 项 式 可 判定 语言 ， 则 它 在 TIME(mw)〉 内 ， 其 中 >0。 所 有 这 
些 类 的 并 ， 即 可 以 被 图 灵机 在 多 项 式 时 间 内 判定 的 语言 集 ， 记 为 P 了 。 读 者 已 经 知道 它 是 复 
杂 性 类 的 最 中 心 类 。 


2.5 空间 界 


刚 开始 ， 看 起 来 定义 名 带 图 灵机 在 计算 C5; yy Des 了 ve) (Hy yy 
wi ,ut) 中 使 用 的 空间 是 直接 的 。 因 为 串 在 我 们 模型 中 不 会 变 短 ， 所 以 最 后 串 的 长 度 
wiui， 其 中 i 二 1，…，k， 就 是 计算 所 需 的 空间 要 求 。 我 们 可 以 取 这 些 长 度 的 和 ， 也 可 以 
取 它 们 的 最 大 值 。 两 者 都 有 其 支持 的 理由 ， 但 是 这 种 估计 最 多 相差 不 倍 ， 即 一 个 常数 。 暂 


k 
时 让 我 们 说 机 器 M 在 输入 x 下 所 用 空间 为 >， | wiui | 。 然 而 这 一 估计 表达 着 严重 的 高 估 。 
i=1 


让 我 们 考虑 下 面 的 例子 : 

例 2.6 我 们 可 以 在 远 小 于 nn 的 空间 内 辨认 回 文 串 吗 ? 就 计算 空间 的 定义 来 看 ， 停 机 
状态 下 串 长 之 和 是 不 可 能 的 : 其 中 之 一 的 串 长 ， 确 切 地 说 ， 记 录 输 入 的 第 一 串 ， 总 是 至 少 
为 | 去 | 十 1 

但 是 考虑 以 下 辨认 回 文 串 的 3 带 图 灵机 : 第 一 串 包 含 输入 ， 且 从 不 履 写 。 机 咒 按 阶段 
工作 ,在 第 i 阶段 第 二 带 包 含 了 i 的 二 进 制 表达 ， 机 器 则 辨认 并 记忆 z 的 第 i 字符。 我 们 
可 以 通过 初始 化 第 3 带 的 串 j= 二 1， 然 后 比较 i 和 j 来 做 到 这 一 点 。 比 较 两 个 不 同 的 串 可 以 
通过 同时 移动 读 写 头 方便 地 得 到 。 如 果 j 二 i， 那 么 我 们 按 二 进 制 方式 递 增 j( 见 例 2.2 所 
示 的 图 灵机)， 接 着 第 一 读 写 头 向 右 移动 一 格 ， 检 查 下 一 个 输入 字符 。 如 果 j 二 i， 我 们 在 
状态 中 记 住 当前 输入 的 扫描 字符 ， 且 重新 初始 化 7 为 1， 并 确定 zx 中 倒数 的 i 个 字符 。 这 
同样 可 以 得 到 ， 只 是 第 一 个 读 写 头 现在 从 右 向 左前 进 了 。 

如 果 两 个 字符 不 相同 ,我 们 停机 于 “no”。 如 果 它 们 相同 ,我们 让 i 加 1， 开始 下 一 阶 
段 。 最 后 ， 如 果 在 某 阶 段 中 ，z 的 第 i 字符 是 UJ， 这 就 意味 着 ;二 "”- 即 输入 是 回 文 弟 。 我 
们 停机 于 “yes”。 

机 器 的 这 些 操 作 需 要 多 少 空间 呢 ? 看 来 机 器 所 用 的 空间 为 O(logz) 。 机 器 当然 察看 输 
入 《和 否则 计算 将 不 可 能 )， 但 仅 按 照 只 读 模 式 。 第 一 串 上 没有 写 操 作 。 其 他 两 个 串 则 最 多 
长 为 logn 十 1。 口 

通过 这 个 例子 ， 我 们 得 到 以 下 定义 : 令 上 二 2 为 整数 。 一 个 有 输入 和 输出 的 请 带 图 灵 
机 是 在 其 程序 6 上 有 重要 限制 的 普通 & 带 图 灵机 : 只 要 6(g,ol,…*,o4) 二 (psp1,Di，,*… ,pk， 
Di)， 那么 有 a) pi 二 01; 且 b) 用 和 关 <;， 且 ec) 如 果 a 二 =U， 那么 Di 二 二 。 要 求 a) 说 明 








日 ” 相反， 运行 开销 小 于 n 空间 的 机 器 就 很 有 意义 。 见 1. 2 节 的 最 后 评论 ， 并 参阅 2. 5 节 。 
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在 每 一 步 ， 第 一 条 带 的 “ 写 和 人 ”字符 总 是 与 旧 字 符 相 同 ， 因 此 机 器 有 只 读 模式 的 输入 串 。 
要 求 b) 申明 最 后 串 (输出 ) 的 读 写 头 从 不 往 左 移 ， 因 此 输出 串 是 只 写 模式 。 最 后 ，c) 保 
证 输入 串 的 读 写 头 不 会 在 读 完 输入 后 ， 读 到 后 面 的 LU。 这 是 有 用 的 技术 要 求 ， 但 并 不 是 必 
须 的 。 

这 些 限制 为 精确 的 空间 需求 定义 创造 了 条 件 ， 而 不 会 因为 输入 和 输出 计算 “过 多 统 
计 ”， 即 不 需要 那些 “记忆 ”以 前 计算 结果 的 函数 。 在 这 些 限制 下 ,我 们 可 以 研究 小 于 
的 空间 界 。 然 而 ， 让 我 们 首先 注意 这 些 限制 没有 改变 图 灵机 的 能 力 。 

性 质 2.2 对 任意 在 时 间 界 f(n) 内 的 & 带 图 灵机 M 都 存在 着 带 输入 输出 的 (k 十 2) 
带 图 灵机 M ， 其 时 间 界 为 O(f(n))。 

证 明 : 机 器 M“ 首先 将 输入 复制 到 第 二 条 带 上 ， 然 后 用 第 2 一 &A 十 1 条 带 模拟 M， 得 到 
带 。 当 M 停机 时 ，M 将 输出 复制 到 第 上 十 2 条 带 ， 之 后 停机 。 口 


定义 2.6 假设 k 带 图 灵机 M 和 输入 工 满 足 《5 Dr Rs 





人 
Ww)， 这 里 瓦 E 倪 “yes”，no”} 为 停机 状态 。 那 么 M 在 工 上 的 空间 要 求 为 > | wiui | 。 但 是 
1 


k—l 
如 果 M 是 具有 输入 输出 的 机 器 ， 那 么 M 在 x 上 的 空间 要 求 为 >， | wiui |}。 假设/ 是 N 


1 一 2 


到 N 的 函数 。 如 果 对 于 任意 输入 x，M 空间 要 求 最 多 为 jzl)， 则 我 们 说 图 灵机 M 运行 
在 f(n) 空间 界 内 。 

最 后 ， 令 工 为 一 种 语言 。 我 们 说 , L 在 空间 复杂 性 类 SPACE(f(n)) 内 ， 如 果 存 在 带 
有 输入 输出 的 图 灵机 在 空间 界 jz) 内 判定 工 。 例 如 ， 回 文 串 已 经 被 证 明 在 空间 复杂 性 类 
SPACE(log n) 内 。 这 一 重要 的 空间 类 通常 被 引用 为 工 。 口 

我 们 以 类 似 于 定理 2. 2 的 结论 结束 本 节 ， 即 对 于 空间 而 言 ， 常 数 并 不 重要 。 它 的 证 明 
是 定理 2.2 证 明 的 变种 ( 见 问 题 2. 8. 14) 。 

定理 2.3 令 工 为 在 SPACE(f(n)) 中 的 一 种 语言 。 那 么 ， 对 于 任意 e 二 0, LE 
SPACE(2+e f(n)), 口 


2.6 随机 存 取 机 


我 们 已 经 看 到 了 一 些 图 灵机 的 例子 和 结果 ， 它们 上 暗示 着 ， 尽 管 其 数据 结构 和 指令 集 简 
单 ， 但 是 机 器 功能 强大 。 它 们 真 的 可 以 实现 任意 算法 吗 ? 

我 们 断言 它们 可 以 。 我 们 无 法 严格 证 明 这 个 断言 ， 因 为 “任意 算法 ”这 一 概念 是 无 法 
定义 的 (实际 上 在 本 书 中 ， 图 灵机 就 是 最 接近 的 定义 )。 这 一 非 正式 断言 的 经 典 版 本 ， 称 
为 Church 论题 ， 断 言 任意 算法 可 以 转化 为 一 个 图 灵机 。 这 一 论题 被 20 世纪 早期 的 数学 家 
试图 形式 化 “任意 算法 ”概念 的 经 验 所 支持 。 他 们 各 自从 非常 不 同 的 观点 和 背景 下 提出 计 
算 模型 ， 而 最 终 在 计算 能 力 上 等 同 于 图 灵机 (Alan M. Turing 就 是 其 中 的 一 员 。 这 个 有 趣 
的 故事 见 参考 资料 ) 。 

在 那些 先驱 性 考察 的 后 面 几 十 年 中 ， 计 算 实践 和 计算 机 科学 家 对 于 时 间 界 的 关注 引发 
了 另 一 个 广泛 接受 的 信念 ， 可 以 看 作 Church 论题 的 数量 化 加 强 。 它 说 任何 合理 化 建立 的 
计算 机 算法 的 数学 模型 ， 其 时 间 性 能 都 在 多 项 式 时 间 内 等 价 于 图 灵机 。 我 们 已 经 看 到 了 这 
一 原则 的 应 用 ， 即 多 带 图 灵机 可 以 在 平方 级 损失 下 被 原始 图 灵机 模拟 。 在 本 节 中 ， 我 们 将 
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展示 另 一 个 更 有 说 服 力 的 例子 : 我 们 将 定义 相当 精确 地 反映 实际 计算 机 算法 的 计算 模型 ， 
并 说 明 它 也 等 价 于 图 灵机 。 

随机 存 取 机 ， 或 者 说 RAM， 与 图 灵机 一 样 ， 是 一 种 作用 于 数据 结构 的 由 程序 组 成 的 
计算 设备 。RAM 的 数据 结构 是 寄存 器 数组 ， 每 一 个 可 以 容纳 任意 大 的 整数 ， 也 可 以 为 负 
数 。RAM 的 指令 类 似 于 真实 计算 机 的 指令 集 ， 见 图 2. 6。 

形式 上 ， 一 个 RAM 程序 了 二 (ri ,x2，… ,xm) 是 一 个 指令 的 有 限 序列 ， 这 里 每 条 指令 
ri 是 图 2.6 中 的 一 种 类 型 。 在 RAM 计算 过 程 的 任 一 点 ， 寄 存 器 i (i 宇 0) 包含 一 个 可 能 
为 负 的 整数 ， 记 为 六， 并 执行 指令 zt.。 这 里 “程序 计数 器 ”w 是 执行 过 程 中 的 另 一 个 参 
数 。 指 令 的 执行 可 能 会 导致 其 中 一 个 寄存 器 的 变化 和 « 的 变化 。 这 些 变化 ， 或 者 说 指令 的 
语义 ， 是 人 们 期 望 真实 计算 机 所 具有 的 ， 总 结 在 图 2.6 中 。 

注意 寄存 器 0 的 特殊 作用 : 它 是 累加 器 ， 负 责 所 有 的 算术 和 逻辑 运算 。 同 时 需要 注意 
三 种 寻 址 模式 ， 即 访问 操作 数 的 方式 : 有 些 指 令 使 用 操作 数 zx， 这 里 工 可 能 为 以 下 三 种 类 
型 : j、“ 个 j”， 或 者 “二 ”。 如 果 xz 是 整数 ;那么 xz 定义 为 寄存 器 j 的 内 容 ; 如 果 工 为 
“人 j”， 那 么 它 代表 把 寄存 器 j 的 内 容 作 为 地 址 的 寄存 器 的 内 容 ; 如 果 工 为 “二 j”， 这 表 
示 整 数 ) 本 身 。 数 字 就 这 样 被 识别 并 在 指令 执行 中 使 用 。 





1. 指令 操作 数 语义 

2. READ J Kos = 

3. READ 不 了 Fos= ir 

4. STORE P33 二 wo 

5. STORE 个 了 了 rr :ro 

6. LOAD 3 太 0: 一 工 

7. ADD 让 re: 二 ro 十 工 
8. SUB I ro 一 r0 十 工 
9. HALF mi=| 全 | 
10. JUMP Ee 


11. JPOS 如 果 ro>0 则 x; 二 7 


| 
3 
J 
J 


12. JZERO 如 果 xo 二 0 则 :三 7 
13. JINEGP 如 果 xo 二 0 则 <: 一 /7 
14. HALT xs=0 


7 是 整数 。r; 是 寄存 器 7 的 当前 内 容 。 五 是 第 /1 个 输入 。z 理解 为 形 如 2、“^j” 或 者 
“一 7” 的 操作 数 。 指 令 READ 和 STORE 不 会 操作 “二 )”"。 操 作 数 的 值 是 rj,， “人 六 
的 值 是 x, ，“ 一 j” 的 值 是 j。« 是 程序 计数 器 。 除 了 显 式 地 指明 外 ， 所 有 指令 执行 后 ， 
kk 改 成 x 十 1。 











图 2.6 RAM 的 指令 和 语义 


指令 也 改变 x。 除了 图 2. 6 最 后 5 种 指令 外 ， 其 他 指令 执行 后 ， 新 的 < 为 < 十 1。 即 下 
一 步 要 执行 的 指令 为 下 一 条 指令 。4 种 “转移 ”指令 以 另 一 类 方式 改变 kx， 它们 通常 依赖 
于 累加 器 的 内 容 。 最 后 ，HALT 指令 停止 计算 。 我 们 可 以 将 任何 语义 错误 的 指令 ， 如 地 
址 寄存 器 一 14， 也 看 作 HALT 指令 。 开 始 ， 所 有 的 寄存 器 初始 化 为 零 ， 且 首先 执行 的 是 
第 一 条 指令 。 

RAM 程序 的 输入 是 有 限 的 整数 序列 ， 包 含 在 有 限 的 输入 寄存 器 数组 内 ，T 一 (Ga ，…'i)。 
输入 的 任意 整数 可 以 通过 READ 指令 读 人 累加 器 。 当 停机 时 ， 累 加 器 的 内 容 为 计算 的 输出 。 

RAM 执行 第 一 条 指令 ， 按 照 指 令 改 变 内 容 ， 然 后 执行 x ， 这 里 «为 程序 计数 器 的 新 
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值 ， 如 此 进行 ， 直 到 停机 。RAM 计算 可 以 类 似 地 形式 化 定义 为 RAM 格局。 一 个 RAM 
的 格局 是 二 元 组 C 二 (x,，R)， 这 里 «为 将 要 执行 的 指令 ,而 R= {Gj1,7j) (jy7j,),…， 
(jr，ri,)) 是 寄存 器 值 对 的 有 限 集 合 ， 直 观 上 展示 了 计算 寄存 器 到 目前 为 止 更 改过 的 值 
(注意 其 他 值 为 零 ) 。 初 始 格局 为 1， 0) 。 

让 我 们 固定 RAM 程序 也 和 输入 TI 一 Ga ,…,zn)。 假 设 C=(c,R) 和 C 二 (x ,R') 为 格 


局 。 我 们 说 C=(Ge,R) 在 一 步 内 产生 C 二 (x ,R')， 记 为 (cyR)EE (Ce ,R')， 如 果 十 列 条 
件 成 立 : x 是 « 执行 x 后 的 新 值 。 另 一 方面 ， 如 果 R 在 第 x 指令 是 图 2.6 所 示 的 最 后 5 种 
指令 之 一 的 情况 下 ， 则 R' 完 全 和 R 相同 。 其 他 情况 下 ， 寄 存 器 j 的 计算 如 图 2.6 所 示 ， 有 
新 的 值 zx。 为 了 得 到 R ， 我 们 从 R 中 删除 可 能 存在 的 对 (;，z’)， 并 增加 (7，z)。 这 就 


完成 了 关系 了 的 定义 。 由 此 定义 了 > (在 训 步 内 产生 ) 和 -> (产生 )。 
令 卫 为 一 个 RAM 程序 ，D 为 整数 有 限 序列 集合 ，$ 为 从 也 到 整数 的 函数 。 我 们 说 区 


计算 4， 如 果 对 于 任意 TED，(1,) 一 >(0,R)， 这 里 (0,8(DD)ER。 

下 面 我 们 定义 RAM 程序 的 时 间 要 求 。 尽 管 RAM 的 算术 操作 会 包含 任意 大 的 整数 ， 
但 我 们 还 是 将 每 一 个 RAM 操作 为 一 步 。 这 看 起 来 过 于 自由 ， 因 为 包含 大 整数 的 ADD 操 
作 ， 其 代价 正比 于 该 整数 的 对 数 。 实 际 上 ， 使 用 复杂 的 算术 指令 会 使 单位 代价 的 假设 高 估 
RAM 程序 的 能 力 ( 见 参 考 文献 )。 然 而 我 们 的 指令 集 (特别 是 没有 基本 的 乘法 指令 ) 保证 
了 单位 代价 假设 是 不 会 产生 重大 影响 的 一 种 简化 。 这 一 选择 的 数学 根据 见 定理 2.5， 该 定 
理 表 明 RAM 程序 ， 即 便 在 时 间 概 念 上 非常 自由 地 定义 ， 但 仍 可 以 在 多 项 式 时 间 损 失效 率 
下 被 图 灵机 模拟 。 

然而 我 们 确实 需要 用 对 数 来 计算 输入 的 规模 。 对 于 整数 1， 令 50(i) 为 它 的 二 进 制 表 
达 ， 没 有 多 余 的 0 在 高 位 ， 如 果 为 负数 则 前 面 添 加 减 号 。 整 数 守 的 长 度 是 ZL) 三 |5(z) |。 





[3 
如 果 了 二 ( ,，…, 立 ) 是 整数 序列 ， 则 它 的 长 度 定义 为 4(1) = 了 4(i;)。 
j=1 
现在 假设 RAM 程序 十 计算 从 定义 域 D 到 整数 的 孔 数 %。 令 f 为 从 非 负 整数 到 非 负 整 数 


的 函数 ， 并 假设 对 于 任意 TE D, (1, 人 D>(0,R)， 这 里 过 fC4(1))。 那么 我 们 说 了 在 时 间 
fln) 内 计算 %。 换 名 话说， 我 们 用 输入 总 长 度 的 函数 来 表达 RAM 计算 要 求 的 时 间 。 

例 2.7 明显 地 ， 图 2.6 缺少 乘法 指令 MPLY。 这 并 非 重 大 缺失 ， 因 为 图 2.7 所 示 的 
程序 计算 了 函数 $: N: 一 N， 这 里 yayi) 王 。i。 方 法 是 通常 的 二 进 制 乘法 ， 这 里 
HALE 指令 用 来 恢复 的 二 进 制 表达 (实际 上 ， 我 们 的 指令 集 包 含 这 个 不 寻常 的 指令 就 
是 为 了 这 个 用 途 )。 

更 详细 地 说 ， 程 序 在 指令 5 一 19 之 间 重 复 [log is | 次。 在 第 次 循环 的 开始 (循环 从 
0 开始 ) ， 寄 存 器 3 等 于 | is/2* ]， 寄 存 器 5 等 于 石 2， 寄 存 器 4 等 于 站 。(i mod 2 )。 每 
次 循环 都 保持 这 一 不 变量 〈 欢 迎 读者 验证 )。 在 循环 结束 ， 我 们 检查 寄存 器 3 是 否 为 0， 如 
果 是 ， 则 我 们 完成 计算 且 输 出 保存 在 寄存 器 4 的 内 容 。 和 否则， 下 一 次 循环 开始 。 

容易 看 到 程序 在 O(n) 时 间 内 计算 两 数 之 积 。 回 忆 O(n) 意味 着 指令 总 数 正比 于 输入 
中 整数 的 对 数 。 这 可 以 由 图 2.7 的 程序 的 循环 次 数 得 到 ， 它 最 多 为 logis 三 4(1); 每 次 循环 
所 执行 的 指令 为 常数 条 。 

注意 ,一 旦 我 们 考察 完 这 个 程序 ,我们 可 以 在 我 们 的 RAM 程序 中 自由 使 用 MPLY x 
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指令 ， 这 里 z 为 任意 操作 数 (j ,个 j, 或 者 二 j)。 这 可 以 通过 图 2. 7 的 程序 来 模拟 。 再 多 一 
些 指令 将 解决 乘 数 为 负 的 情况 。 口 

1.READ 1 

2.STORE 1 (寄存 器 1 包含 立 。 在 第 & 次 迭代 时 ， 寄 存 器 5 包含 记 2+。 当 前 ，k 二 0) 

3. STORE 5 

4.READ 2 

5. STORE 2 (寄存 器 2 包含 iz) 

6. HALF (加 1， 第 上 次 迁 代 开始 ) 

7.STORE 3 (寄存 器 3 包含 | is/2* ] ) 

8. ADD 3 

9. SUB'2 

10. JZERO 14 

11.LOAD 4 仅 当 的 第 上 个 最 小 有 效 位 是 0 时 (将 寄存 器 5 与 寄存 器 4 相 加 ， 并 存 人 寄存 器 4) 

12. ADD 5 

13. STORE 4 (寄存 器 4 包含 石 。(iz mod 2*)) 

14. LOAD 5 

15. ADD 5 

16. STORE 5 ( 见 指令 3 的 注解 ) 

17. LOAD 3 

18.JZERO 20 (如 果 | iz/2* ]==0， 程 序 结束 ) 

19. JUMP 5 (如 果 不 是 ， 继 续 重 复 ) 

20.LOAD 4 (获得 结果 ) 

21. HALF 











图 2.7 RAM 的 乘法 程序 


例 2.8 再 次 考察 1.1 节 的 REACHABILITY 问题 。 图 2.8 的 RAM 程序 解答 了 
REACHABILITY 问题 。 假 设 问题 的 输入 使 用 ?十 1 个 输入 寄存 器 ， 这 里 输入 寄存 器 1 包 
含 了 结 点 数 2， 输 入 寄存 器 n(i 一 1) 十 j 十 1 包含 了 图 的 邻接 矩阵 中 第 (i,j) 元 素 的 内 容 ， 
其 中 i,j 二 1,…,n。 假 定 我 们 希望 判断 是 否 有 从 结 点 1~n 的 路 径 。 程 序 的 输出 为 1， 如 果 
路 径 存 在 (如 果实 例 是 一 个 “yes” 实 例 ); 否则 ， 为 0。 

程序 将 寄存 器 1 一 7 作为 “临时 ”存储 。 寄 存 器 3 总 是 包含 n。 寄 存 器 1 包含 i (从 5S 
中 选 出 的 结 点 ， 见 1. 1 节 的 算法 ) ， 寄 存 器 2 包含 )， 我 们 当前 考察 是 否 将 7 插入 S。 在 寄 
存 器 9 一 ?十 8 中 ,我 们 维护 结 点 的 标记 位 : 如 果 结 点 标记 过 (在 过 去 的 某 个 时 刻 ， 曾 经 在 
S 中 ， 见 1.1 节 的 算法 )， 则 等 于 1; 否则 ， 为 0。 寄 存 器 8 十 i 包含 着 结 点 i 的 标记 位 。 

集合 S 按照 栈 维护 ;作为 结果 ， 搜 索 将 为 深度 优先 。 寄 存 器 "十 9 指向 栈 顶 ， 即 指向 
包含 着 最 后 加 入 结 点 的 寄存 器 。 如 果 寄 存 器 2 十 9 发 现 指向 一 个 包含 着 大 于 nn 的 寄存 唤 
( 即 它 自身 )， 那 么 我 们 得 知 栈 为 空 。 为 了 方便 ， 寄 存 器 8 包含 着 整数 nn 十 9， 指 向 栈 顶 指针 
的 地 址 。 

考 良 置疑 ， 程序 基 本 没有 保留 原始 搜索 算法 的 简单 性 和 精致 性 ， 但 是 它 准确 地 实现 了 
算法 (欢迎 检验 )。 步 数 为 O(n?:logn): 每 条 READ 指令 (邻接 关系 的 查询 ) 的 完成 至 多 
为 常数 再 加 上 MPLY 指令 的 log n 时 间 ， 而 每 一 项 只 查询 一 次 。 为 了 表达 为 输入 长 度 的 函 
数 〈 因 为 对 一 个 RAM 程序 应 该 做 的 ) ， 输 入 的 长 度 Z(T) 大 约 为 (n? 十 log n)， 即 @(n?)。 
因此 程序 在 O(CLCDlogl(CD) 时 间 内 工作 。 

如 果 我 们 希望 用 广度 优先 搜索 ， 这 可 以 用 队列 代替 栈 来 实现 。 只 需要 在 图 2. 8 上 进行 
少量 改动 即 可 。 口 


1.READ 1 


2.STORE 3 
3. ADD=9 
4.STORE 8 
5. ADD=1 
6. STORE 人 8 
7.STORE 7 
8. LOAD=1 
9. STORE 人 + 了 7 
10.LOAD+8 
11.STORE 6 
12.LOAD 人 6 
13.SUB 3 
14.JPOS 52 
15. STORE 1 
16.LOAD 6 
17. SUB=1 
18. STORE + 8 
19.LOAD=1 
20. STORE 2 
21.LOAD=1 
22. SUB=1 
23.MPLY 3 ， 
24. ADD 2 
25. ADD=1 
26. STORE 4 
27. READ $4 
28. JZERO 48 
29. LOAD 2 
30. SUB 3 
31. JZERO 54 
32. LOAD 2 
33. ADD=8 
34. STORE 5 
35. LOAD ¢5 
36. JPOS 48 
37. LOAD=1 
38. STORE 人 5 
39. LOAD 个 8 
40. ADD= 1 
41. STORE 7 
42. STORE 人 8 
43.LOAD 2 
44. STORE 人 7 
45.LOAD 2 
46.SUB 3 
47.JZERO 10 
48. LOAD 2 
49. ADD=1 
50. STORE 2 
51. JUMP 21 
52. LOAD=0 
53. HALT 
54, LOAD=1 
55. HALF 





井 2 音 图 灵 加 





(寄存 器 3 包含 n) 

(寄存 器 8 包含 寄存 器 n 十 9 的 地 址 ， 那 里 存放 着 栈 顶 的 地 址 ) 
(初始 时 ， 栈 只 包含 一 个 元 素 ， 结 点 1) 

(将 结 点 1 压 人 栈 顶 ， 这 就 完成 了 初始 化 ) 

(一 次 循环 从 这 里 开始 ) 


(取出 栈 顶 的 数 ; 如 果 该 数 大 于 n， 则 表明 该 栈 为 空 ， 我 们 必须 拒绝 ) 


(寄存 器 1 包含 让 


( 栈 顶 值 减 1) 


(寄存 器 2 包含 j， 初 始 为 1) 


(乘法 程序 ， 见 图 2. 7) 
(计算 Gi 一 1)，n 十 i， 邻 接 矩 阵 的 第 (i,j) 元 素 的 地 址 ) 


( 读 和 第 〈i,7j) 元 素 ) 
(如 果 是 0， 则 不 做 任何 事 ) 
(如 果 7 二 n， 则 我 们 必须 接受 ) 


(计算 7 的 标记 位 的 地 址 ) 
(继续 进入 下 一 页 ) 


(如 果 j 的 标记 位 是 1， 则 我 们 没有 事情 可 做 》 


( 的 标记 位 现在 是 1) 


( 栈 项 值 增 1) 


(将 了 压 人 栈 ) 


(如 果 7 二 n， 则 新 的 循环 必须 开始 ) 


(否则 , j 加 1， 并且 我 们 重复 循环 ) 


(并 且 拒 绝 ) 


(并 且 接 受 ) 











2.8 REACHABILITY 的 RAM 程序 
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作为 RAM 程序 能 力 的 进一步 说 明 ， 下 面 的 定理 报告 了 意料 中 的 结果 ， 即 任何 图 灵机 
都 可 以 被 RAM 程序 轻松 地 模拟 。 假 定 = {a1 ,… ,or) 是 图 灵机 的 字母 表 。 那 么 令 Ds 为 
以 下 整数 有 限 序 列 的 集合 : Ds 二 {i is,0):n 宇 0,1 声 二 二 kk,j 二 1,……,n)。 如 果 工 CC 
(3 一 {UU}))* 是 一 种 语言 ， 定 义 虹 是 从 Ds 到 (0，1) 的 函数 ， 且 虹 Ga，…i0) 一 1， 如 
果 oi …6o; EL， 否 则 为 0。 换 名 话说， 在 RAM 中 计算 虹 等 价 于 判定 工 。 输 入 序列 中 最 后 
的 0 帮助 RAM 程序 “感知 ”图 灵机 输入 的 末端 。 

定理 2.4 假设 语言 L 属于 TIME(f(n))。 那 么 存在 RAM 程序， 可 以 在 O(f(n)) 时 
间 内 计算 函数 $1。 

证 明 : 令 M 二 (K,3,6,s5) 为 在 f(n) 时 间 内 判定 工 的 图 灵机 。 我 们 的 RAM 程序 首先 
复制 输入 到 寄存 器 4 一 寄存 器 2 十 3 (寄存 器 1 和 寄存 器 2 需要 保留 用 做 模拟 ， 寄 存 器 3 包 
含 7， 这 里 oj 二 >)。 寄 存 咒 1 的 值 为 4, .因此 该 寄存 器 指向 存储 着 当前 扫描 字符 的 寄 
存 器 。 

从 现在 起 ， 程 序 逐 步 模拟 寄存 器 。 该 程序 有 相应 的 指令 集 来 模拟 每 个 状态 gE K。 该 
序列 集合 的 指令 包含 了 个 子 序列 ， 其 中 二 13|。 第 j 个 子 序列 开始 于 指令 数 No,。。 假 
设 6(q,oj) 王 (p,o4,D)。 第 j 个 子 序列 的 指令 如 下 : 

Noes LOAD+1 ( 取 读 写 头 扫 描 到 的 符号 ) 

Na 十 1 SUB=] ( 减 去 测试 字符 的 个 数 ，]) 

Non 十 2. JZERONwn 十 4 (如 果 字 符 是 o;， 我们 有 工作 要 做 ) 

Nas 十 3. JUMP Ne ， 〔 否 则 ， 测试 下 一 个 字符 ) 


Nas t+4. LOAD=6 (os 是 所 写 的 字符 ) 

Nia + STORE + 1 ( 写 cz) 

Ny.s +6. LOAD 1 ( 读 写 头 位 置 ) 

Nga 二 7 ADD=4d (如 果 DD= 一 ,， 则 d=1; D 二 一， 则 d= 二 1; D= 一 , 则 d=0) 





Nia 8: STORE 1 

Na,s +9. JUMP Np, (启动 模拟 状态 p) 
最 后 ， 状 态 “yes” 和 “no” 通 过 简单 地 载 人 常数 1 (或 者 0) 到 累加 器 ， 并 停机 来 模拟 。 

模拟 每 一 步 〈 即 一 个 状态 ) 所 需 执 行 的 指令 时 间 为 常数 〈 取 决 于 M) 。 我 们 需要 额外 
的 O(n) 复制 输入 ; 定理 得 证 。 口 

我 们 下 一 个 结果 就 有 点 儿 令 人 吃惊 了 。 它 表明 任何 RAM 可 以 在 只 有 多 项 式 效 率 损失 
下 被 图 灵机 模拟 。 这 还 在 我 们 对 RAM 程序 使 用 了 比较 自由 的 时 间 概 念 下 《〈 比 如 ， 单 位 时 
间 完 成 任意 长 的 加 法 )。 首 先 我 们 必须 确定 适当 的 “输入 输出 规则 ”， 使 图 灵机 可 以 像 
RAM 程序 一 样 运作 。 假 定 $ 是 从 DD 到 整数 的 函数 ， 这 里 DD 是 整数 的 有 限 序列 。 序 列 I 二 
Ga) 的 二 进 制 表达 记 为 68(T) ， 为 字符 串 56(i1);…;6b(in)。 我 们 说 图 灵机 M 计算 $， 
如 果 对 于 任意 JED，M(2(CD)= 王 0C8CD) )。 

定理 2.5 如 果 RAM 程序 二 在 fln) 时 间 内 计算 函数 上， 那么 存在 7 带 图 灵机 M， 
在 O(CF(z)3) 时 间 内 计算 y。 

证 明 : M 的 第 一 条 带 是 输入 捉 ， 从 不 覆 写 。 第 二 条 带 包 含 了 寄存 器 内 容 ，R 的 表达 ， 
它 由 一 系列 形 如 65(i) :5b(r;)〉 的 串 构成 ， 用 “;” 和 可 能 的 一 长 串 空 格 分 隔 。 序 列 的 尾部 用 
记号 4 标记 结束 。 每 当 寄 存 器 的 值 更 新 (包括 累加 器 的 值 )》 时 ， 以 前 的 5():5(7;) 将 被 删 
除 〈 在 其 上 打印 空格 ) ， 新 的 对 附加 在 串 的 最 右 端 。q 标记 移 到 新 的 串 末 尾 。 


觉 2 介 图 有 灵 天 27 


M 的 状态 分 成 mw 组 ， 这 里 mw 是 二 的 指令 数 。 每 一 组 实现 二 的 一 条 指令 。 寄 存 器 的 内 容 
可 以 通过 从 左 到 右 扫 描 第 二 条 带 来 获得 。 最 多 只 需要 两 次 这 样 的 扫描 ( 当 操 作 数 为 “^j”)。 
第 三 条 带 包 含 了 程序 计数 器 < 的 当前 值 。 第 四 条 带 用 来 保存 当前 操作 的 寄存 器 地 址 。 每 次 
扫描 到 5(iD :5(r) 对 时 ， 第 四 条 带 的 内 容 就 与 5(i) 比较 ， 如 果 相 同 ,，b(r;) 就 直接 拿 到 
其 他 带 上 处 理 。 所 有 操作 通过 剩余 的 三 条 带 来 完成 。 在 数学 运算 的 情况 下 ， 其 中 的 两 条 带 
保留 操作 数 ， 结 果 放 在 最 后 一 条 带 上 。 计 算 完成 后 ， 更 新 第 二 条 带 ( 某 一 对 被 删除 ， 新 的 
一 对 则 添 到 右边 )。 最 后 ， 下 一 个 状态 开始 执行 下 一 条 指令 。 如 果 执 行 到 HALT 指令 ， 寄 
存 器 0 的 内 容 就 从 第 二 条 带 上 写 到 第 七 条 带 上 并 输出 。 

让 我 们 计算 工 在 模拟 长 度 为 n 的 输入 IT 下 运行 f(n) 步 所 需要 的 时 间 。 我 们 首先 证 明 
以 下 有 用 的 结论 : 

断言 : RAM 程序 在 输入 工 的 上 步 后 ， 任 何 寄存 器 的 长 度 最 多 为 上 十 LI) 十 
4(B)， 这 里 B 是 程序 了 用 到 的 最 大 整数 。 

证 明 : 归纳 于 t。 第 一 步 之 前 ， 当 t=0 时 性 质 成 立 。 假 设 到 t 步 断言 成 立 。 
分 几 种 情况 讨论 ， 如 果 执 行 到 “ 跳 转 ”或 者 HALT (停机 ) 指令 ， 寄 存 器 内 容 不 
变 。 如 果 是 LOAD 或 者 STORE 指令 ， 更 改 寄存 器 的 内 容 等 于 上 一 步 的 某 个 寄存 器 
的 内 容 ， 断 言 成 立 。 如 果 是 READ 指令 ，Z(D 部 分 保证 断言 为 真 。 最 后 ， 假 设 这 
是 算术 指令 ， 比 如 说 ADD。 就 涉及 两 个 整数 i 和 j 的 和 。 每 一 个 或 者 包含 在 上 一 步 
的 某 个 寄存 器 中 ， 或 者 在 五 中 明确 提 及 (如 ADD=314 159)， 哪 一 种 情况 它 都 小 于 
已。 结果 的 长 度 最 多 为 1 加 上 最 长 的 操作 数 长 度 ， 通 过 归纳 ， 即 最 多 为 :一 1 十 《CD 
十 6(B)。SUB 情况 与 此 类 似 ， 而 HALF 就 更 简单 〈 结 果 短 于 操作 数 ) 。 画 
我 们 现在 处 理 时 间 界 的 证 明 。 我 们 需要 说 明 M 在 oO(f(n)?) 时 间 内 模拟 五 的 一 条 指 
， 这 里 n 是 输入 的 长 度 。 解 码 二 的 当前 指令 和 它 所 含 的 常数 需要 常数 时 间 。 在 指令 执行 
从 M 的 第 二 条 带 获取 寄存 器 的 值 花费 O(f(n)*) 时 间 (第 二 条 带 包 含 了 O(f(n)) 
才 ， 根 据 断 言 ， 每 一 个 为 0(f(n))〉 长 ， 并 且 搜 索 可 以 在 线性 时 间 内 完成 )。 计 算 结 果 本 身 
也 包含 了 在 整数 长 度 O(f(n)) 上 的 简单 算术 函数 (‘ADD、SUB、HALF)， 因 此 可 以 在 
O(f(n)) 时 间 内 完成 。 证 明 完 毕 。 口 


2.7 非 确定 性 机 


我 们 现在 将 脱离 “合理 ”计算 模型 之 链 ， 这 些 模型 可 以 在 多 项 式 时 间 效 率 损 失 下 相互 
模拟 。 我 们 将 引入 一 个 不 真实 的 计算 模型 ， 非 确定 性 图 灵机 。 我 们 将 说 明 它 可 以 被 其 他 模 
型 在 指数 时 间 损 失 下 模拟 。 这 一 指数 级 损失 是 内 在 的 还 是 因为 我 们 对 非 确 定性 的 有 限 了 解 


而 人 为 造成 〈 即 著名 的 P 一 NP 问题 ) ， 是 本 书 的 中 心 课题 。 

非 确定 性 图 灵机 是 一 个 四 元 组 N= 二 (K ,5,A,s)， 和 普通 图 灵机 很 相似 ，K .3、s 很 像 以 
前 的 普通 图 灵机 。 然 而 ，A 不 再 是 一 个 从 K X55 到 (KU{h,“yes”,“no”))X5X{<, 一 ， 
一 ) 的 函数 ， 而 是 一 个 关系 AC(KX5)X(KUt{h,“yes”,“no”})XBX{<, 一 ,一 }。 它 反 
映 出 非 确定 性 图 灵机 并 非 只 有 唯一 定义 的 下 一 步行 为 ， 而 是 多 个 下 一 步行 之 间 的 选择 。 也 
就 是 说 ， 在 每 一 个 状态 字符 组 合 中 ， 存 在 多 于 一 种 的 下 一 步 一 一 或 者 什么 也 没有 。 

非 确定 性 图 灵机 的 格局 和 确定 性 图 灵机 一 样 ， 但 是 “产生 ”不 再 是 一 个 函数 ， 而 是 一 
个 关系 。 我 们 说 非 确 定性 图 灵机 N 的 格局 (g,w,u) 一 步 产 生 格 局 (gq ,w ,wu )， 记 为 


Ps 
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(qywsu) 一 > (gq ,w ,w)， 如 果 直 观 上 A 中 存在 规则 使 之 成 为 合法 转移 。 正 式 地 ， 它 意味 
着 存在 移动 ((q,o) ,(q ,o,D))EA， 使 得 或 者 a) D 二 一 ，w 为 w 基础 上 最 后 字符 (原来 
为 o) 替换 为 po， 加 上 x 的 首 字符 (如 果 x 为 空 串 就 是 U),，w 就 是 去 掉 首 字符 (如果 芭 
为 空 串 ，w 也 是 空 串 ); b) 了 =<，z 记 是 基础 上 省 上 略 尾 字符 a, wu 是 在 基础 上 首部 添 
加 p; ec) DD= 一 ，w 在 w 基础 上 其 尾 字 符 o 替换 为 po， 且 w 二 u。 二 > 和 -> 像 通 常 一 样 定 
义 ， 只 是 不 再 是 函数 。 

使 得 非 确 定性 机 如 此 不 同 而 又 能 力 强大 的 原因 在 于 我 们 对 “输入 输出 行为 ”非常 微弱 
的 要 求 ， 也 就 是 说 我 们 对 于 这 样 的 机 器 关于 “解决 问题 ”的 非常 自由 的 定义 。 令 工 是 语言 
而 是 非 确定 性 图 灵机 。 我 们 说 N 判定 L， 如 果 对 于 任何 xE53* ， 以 下 为 真 : xEL 当 且 
仅 当 存在 w 和 w 使 得 (;， A 

这 是 非 确 定性 机 有 别 于 其 他 模型 的 关键 定义 。 输 入 将 被 接受 ， 如 果 存 在 一 系列 导致 
“yes” 的 非 确定 性 选择 。 其 他 选择 可 能 会 导致 拒绝 ,但 只 要 有 一 个 接受 计算 就 足够 了 了。 只 
有 当 没 有 一 个 选择 能 导致 接受 时 ， 该 输入 串 才 被 拒绝 。 在 非 确 定性 机 中 ， 对 待 “yes” 和 
“no” 实 例 的 非 对 称 性 很 容易 想起 图 灵机 接受 定义 中 的 非 对 称 性 〈 见 2.2 节 )。 我 们 将 会 看 
到 更 多 的 接收 和 非 确 定性 之 间 的 类 比 〈 然 而 在 一 些 关键 方面 ， 类 比 不 复 存在 ) 。 

令 了 是 一 个 从 非 负 整数 到 非 负 整数 的 函数 ， 如 果 NN 判定 工 ， 而 且 对 于 任意 zxE3*， 


着 时 Co 忆 vtgrw)s 那 丰 外 之 关 |z15。 也 二 请 
就 是 说 ， 我 们 要 求 N 除了 判定 工 外 ， 还 要 求 短 于 

f(n) 长 度 的 计算 路 径 ， 这 里 n 是 输入 长 度 ， 则 我 

们 说 非 确定 性 图 灵机 N 在 f(n) 时 间 内 判定 语言 

工 。 因 此 ， 我 们 所 记录 的 非 确定 性 计算 的 时 间 可 能 

非 真 实地 小 。 时 间 量 只 是 将 要 进行 的 计算 行为 的 
“深度 ”一 一 见 图 2.9。 容 易 看 出 ，“ 全 部 计算 行 

为 ”有 可 能 指数 增 大 。 

被 非 确定 性 图 灵机 在 时 间 f 下 判定 的 语言 集 ， 是 一 个 非常 重要 的 复杂 性 类 ， 记 为 
NTIME(f(n))。 一 个 最 重要 的 非 确定 性 复杂 性 类 是 NP， 全 部 NTIME(rw*) 的 并 。 注 意 显 然 有 
PCNP， 因 为 确定 性 机 是 非 确定 性 机 的 一 个 子 集 : 它们 正好 是 当 关 系 A 为 函数 的 情况 。 

例 2.9 记得 我 们 并 不 知道 TSP 的 判定 版 本 TSP(D) ( 见 1. 3 节 ) 是 否 属 于 P 了 。 但 是 
显然 TSP(D) 属于 NP， 因 为 它 可 以 被 非 确 定性 图 灵机 在 O(n?〉 时 间 内 判定 。 对 于 包含 表 
达 TSP 实例 的 输入 ， 该 机 器 写 下 任意 不 长 于 输入 的 字符 序列 。 写 完 后 ， 机 器 回来 检查 写 
下 的 串 是 否 是 城市 的 一 个 排列 ， 如 果 是 ， 则 检验 这 一 排列 是 否 是 代价 小 于 B 的 回路 。 两 
者 都 可 以 通过 使 用 第 二 条 带 在 O(2 ) 时 间 内 完成 (多 带 非 确 定性 图 灵机 容易 定义 ， 它 
们 也 可 以 在 平方 级 降 速 下 被 单 带 非 确定 性 图 灵机 模拟 ) 。 如 果 输 入 串 真 的 含有 小 于 B 的 
回路 ， 机 器 接受 ; 否则 ， 它 拒绝 (可 能 对 字符 的 其 他 选择 ， 对 应 图 2. 9 的 另 一 分 支 ， 将 
以 接受 结束 ) 。 

机 器 确实 判定 TSPCD)， 因 为 它 接受 输入 当 且 仅 当 它 编码 了 TSP(CD) 的 一 个 “yes” 
实例 。 如 果 输 入 是 “yes” 实 例 ， 就 意味 着 存在 代价 小 于 等 于 B 的 旅程 。 所 以 ， 可 以 在 机 
顺 计 算 中 准确 地 “猜测 ”这 一 排列 ， 检 验 到 其 代价 低 于 B， 并 以 接受 结束 。 机 器 的 其 他 计 


图 2.9 非 确定 性 计算 
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算 可 能 猜测 到 代价 很 高 的 旅程 或 者 无 意义 的 串 而 被 拒绝 ， 但 这 没有 关系 。 机 器 接受 只 需要 
有 一 个 接受 的 计算 。 相 反 ， 如 果 没 有 小 于 B 的 旅程 ， 就 不 可 能 被 接受 : 所 有 的 计算 都 会 发 
现 猜 测 错误 并 拒绝 。 因 此 根据 我 们 的 规则 ， 输 入 将 被 拒绝 。 口 

如 果 我 们 可 以 把 非 确定 性 的 思路 变 成 现实 的 TSP(D) 的 多 项 式 算法 那 将 非常 好 。 遗 
憾 的 是 ， 现 在 我 们 只 知道 常规 的 指数 方式 可 以 将 非 确 定性 算法 变 成 确定 性 算法 。 下 面 我 们 
将 描述 这 种 明显 相当 直接 的 方法 。 

定理 2.6 假定 语言 二 可 以 在 时 间 jz) 内 被 非 确定 性 图 灵机 N 判定 。 那 么 它 可 以 在 
时 间 O(c/w)〉 内 被 3 带 确定 性 图 灵机 判定 。 这 里 c>1 是 依赖 于 NN 的 常数 。 

注意 通过 使 用 复杂 性 类 记号 ， 我 们 可 以 简洁 地 重 述 这 一 结果 : 

NTIME( f (n) )E UTIMECe/™ ) 


证 明 : 令 N= 二 (K,3,A,s)。 对 于 每 一 个 (q,o) EK XE， 考 虚 选 择 集合 Ca,s 二 {lq vc， 
DD):((g,o),(gq ,o ,D))EA}。0Cs,s 是 有 限 集 。 令 d= 二 maxo,s |1Co,s| (d 可 以 称 为 N 的 “不 
确定 性 度 ”)， 并 假设 4 二 1 (否则 机 器 就 是 确定 性 了 ) 。 

模拟 N 的 基本 思想 是 : N 的 任意 计算 是 非 确定 性 选择 的 序列 。 现 在 ，N 由 上 个 不 确 
定性 选择 所 构成 的 序列 实际 上 是 范围 为 0,1,…,d 一 1 的 :个 整数 。 模 拟 的 确定 性 机 M 按照 
长 度 从 小 到 大 考虑 全 部 的 这 种 选择 序列 来 模拟 N (注意 我 们 不 能 仅 考 虑 长 度 为 f(|zx|) 的 
序列 ， 这 里 z 为 输入 ， 因 为 M 执行 时 不 会 知道 界 f(n))。 在 考虑 序列 (ci ,cz ,…,ci) 时 ， 
M 将 它 保留 在 第 二 带 。 然 后 M 模拟 N 的 动作 ， 设 想 N 在 最 初步 内 ,第 i 步 NN 选择 c;。 
如 果 这 些 选择 使 得 N 停机 于 “yes”( 可 能 第 t 步 之 前 )， 那 么 M 也 停机 于 “yes”。 否 则 ， 
M 处 理 下 一 个 选择 序列 。 产 生 下 一 个 序列 就 像 在 & 进 制 下 计算 下 一 个 整数 ， 所 以 容易 解决 
(回想 例 2. 2) 。 

在 不 知道 界 f(n) 的 情况 下 ，M 怎样 检测 N 拒绝 呢 ? 回答 是 简单 的 : 如 果 M 模拟 了 
长 度 为 二 的 所 有 选择 序列 ， 并 发 现 它们 都 没有 后 继 计算 〈 即 所 有 的 上 长 度 计 算 都 以 “no 
或 者 停机 )， 那么 M 可 以 得 到 结论 : N 拒绝 输入 。 


fln) 


M 完成 以 上 模拟 所 需要 的 时 间 为 区 要 二 二 O(CdA + ) 〈 它 所 需要 考察 的 序列 数 ) 乘 上 


产生 和 考察 每 条 序列 的 时 间 ， 而 后 者 容易 看 出 为 OFAN as 口 
我 们 还 对 非 确定 性 图 灵机 的 空间 要 求 感 兴趣 。 为 了 正确 计算 小 于 线性 的 空间 界 ， 
我 们 将 定义 带 有 输入 输出 的 非 确定 性 图 灵机 。 它 是 两 种 扩展 图 灵机 的 简单 组 合 (过程 
略 去 ) 。 
给 定 带 输入 输出 的 & 带 非 确 定性 图 灵机 NN 二 (K,5,A,s)， 我们 说 NN 在 空间 f(n) 内 判 


定语 言 Ei NN 判定 工 ki ， 如 果 (Sa D yr a Pg 


zi) 可 以 得 到 2 | wiui | 过 f(| x 1) 。 即 我 们 要 求 N 无 论 在 什么 情况 下 ， 使 用 


的 “临时 ”都 空间 小 于 jad 注意 我 们 的 定义 并 不 需要 所 有 的 计算 都 停机 。 
例 2. 10 考虑 REACHABILITY ( 见 1.1 节 )。 我 们 在 1.1 节 的 确定 性 算法 要 求 线性 空 
间 。 在 第 7 章 ， 我 们 将 描述 REACHABILITY 的 一 种 聪明 、 空 间 效率 高 的 算法 : 它 要 求 空 间 
O(log?n)。 结 果 利用 非 确定 性 ， 我 们 可 以 在 空间 O(log n) 内 解决 REACHABILITY。 
方法 很 简单 : 除了 输入 外 ， 再 使 用 两 条 带 。 一 条 带 用 二 进 制 写 上 当前 结 点 i (以 1 
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开始 ) ， 另 一 条 带 则 “猜测 ”整数 jj 过 n (直观 地 ， 为 路 径 的 下 一 个 结 点 ) 。 然 后 验证 输 
入 的 第 (i,， 7 位 邻接 矩阵 是 否 是 1。 如 果 不 是 ， 则 停机 于 拒绝 状态 〈 只 要 有 一 个 选择 
序列 产生 接受 就 没关系 )。 如 果 是 ， 接 着 验证 是 否 j 二 =n， 如 果 是 ， 则 接受 并 停机 (到 达 
n 意味 着 存在 从 1~n 的 路 径 )。 如 果 j 不 等 于 n， 将 它 复 制 到 另 一 条 带 (删除 i 让， 并 
重复 。 

容易 验证 a) 上 述 非 确 定性 图 灵机 解决 REACHABILITY; b) 两 条 临时 的 草稿 带 上 
用 的 总 空间 为 〈 可 能 在 寻 址 矩阵 元 素 时 还 需要 其 他 计数 器 ) O(log n)， 注 意 可 能 会 产生 任 
意 长 ， 实 际 上 是 无 限 的 计算 ， 但 是 都 在 空间 log n 这 个 很 重要 的 参数 内 (第 7 章 我 们 将 看 
到 如 何 标准 化 机 器 的 空间 界 使 之 总 是 停机 。 当 前 情况 下 ， 我 们 可 以 增加 计数 器 ， 每 次 处 理 
新 结 点 就 增加 1， 计 数 器 为 如 就 以 “no” 停 机 。) 

这 个 例子 显示 了 非 确定 性 处 理 空间 的 能 力 : 没有 已 知 的 REACHABILITY 算法 的 空 
间 小 于 log? n， 而 问题 可 以 在 log n 空间 内 非 确定 性 “解决 "。 然 而 ， 现 在 的 差距 远 小 于 不 
确定 性 和 确定 性 之 间 在 时 间 上 差距 。 实 际 上 ， 这 个 差距 是 我 们 知道 最 大 的 一 一 实际 上 也 是 
最 大 可 能 的 差距 。 这 发 生 在 REACHABILITY 上 并 不 吃惊 : 这 个 问题 在 空间 上 是 这 样 准 
确 地 把 握 了 非 确 定性 ， 以 至 于 在 第 7 章 它 将 成 为 学 习 非 确定 性 空间 性 能 的 主要 工具 。 

非 确定 性 图 灵机 并 不 是 真实 的 计算 模型 。 与 图 灵机 和 随机 存 取 机 不 同 ， 它 不 是 为 研究 
假想 或 者 实际 难 计算 现象 仓促 定义 的 严格 数学 模型 的 结果 。 非 确定 性 在 复杂 性 理论 中 是 一 
个 中 心 概 念 ， 不 是 因为 它 和 计算 本 身 的 内 在 联系 ， 而 是 因为 它 和 计算 应 用 的 密切 关系 ， 主 
要 应 用 有 逻辑、 组 合 最 优化 和 人 工 智 能 。 人 逻 辑 的 很 大 部 分 ( 见 第 4~6 章 ) 研究 证 明 ， 就 
是 基本 的 非 确 定性 概念 。 句 子 “ 可 能 尝试 ”所 有 可 能 证 明 ， 如 果 其 中 之 一 有 效 为 真 ， 它 就 
成 为 定理 。 类 似 地 ， 对 于 满足 模型 的 句子 一 一 男 一 个 逻辑 上 的 中 心 概念 也 是 如 此 ， 参 见 第 
4 一 6 章 。 人 工 智能 和 组 合 最 优化 问题 则 需要 在 指数 级 多 的 可 行 解 中 找到 最 低 代价 解 ， 或 
者 满足 一 定 复杂 约束 的 解 。 非 确定 性 机 可 以 很 不 费力 地 在 指数 大 的 解 空间 内 进行 搜索 。 


2.8 注解、 参考 文献 和 问题 


2. 8. 1 图 灵机 由 Alan M. Turing 定义 在 

© A. M. Turing. “On computable numbers, with an application to the Entscheidungsproblem,” 
Proc. London Math. Society, 2, 42, pp. 230-265，1936. Also，43，pp. 544-546，1937. 

这 是 在 20 世纪 30 年 代 独 立 、 等 价 且 实 质 上 同时 提出 的 多 个 计算 形式 化 之 一 ， 主 要 受到 一 阶 逻辑 

( 见 第 5、6 章 ) 判定 问题 的 影响 。Post 在 下 面 的 论文 中 提出 了 类 似 的 形式 : 

© E. Post. “Finite combinatory processes: Formulation I,” J. Symbolic Logic, 1, pp. 103-105, 1936., 

Kleene 形式 化 了 一 个 递归 定义 的 、 因 此 是 可 计算 的 、 数 论 函数 的 综合 类 ， 见 : 

© S.C.Kleene. “General recursive functions of natural numbers,” Maihematische Annalen, 112, 
pp., 727-742 ,1936. 

Church 发 明了 另 一 个 算法 系统 ,入 演算 ， 见 

o A. Church. “The calculi of lambda-conversion,” Annals of Mathematical Studies, 6, Princeton 
Univ. Press, Princeton N. J. , 1941. 

最 后 ，A. Markov 提出 了 另 一 个 面向 字符 串 的 算法 系统 : 

oO A. Markov. “Theory of algorithms,” Trudy Math. Inst.V. A. Stekloua， 42，1954. 英文 翻译 : Is- 
rael Program for Scientific Translations, Jerusalem, 1961. 


图 灵机 、 计 算 理论 ， 以 及 对 复杂 性 理论 的 更 多 介绍 ， 见 
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oJ.E. Hopcroft and J. D. Ullman。 Introduction to Automata Theory, Languages, and Computation, 
Addison-Wesley, ReadingMassachusetts, 1979. 

o H.R. Lewis, C. H. Papadimitriou, Elements of the Theory of Computation, Prentice-Hall, Engle- 
wood Cliffs, 1981. 

最 后 ， 

o P. van Emde Boas. “Machine models and simulations”, pp. 1-61 in The Handbook of Theoretical 
Computer Science, wol. I: Algorithms and Complexity, edited by J.van Leeuwen, MIT Press， 
Cambridge, Massachusetts, 1990. 

全 面 考察 了 各 种 计算 模型 和 它们 的 等 价 性 。 

2.8.2 问题 : 通过 对 | x | 归纳 ， 证 明 例 2.1 的 图 灵机 M 计算 了 函数 fFz) 王 LIz。 

2.8.3 和 希腊 语 的 回 文句 “Neyou avopnpara pm pouau obw?9 意思 是 “ 洗 去 我 的 罪恶 而 不 仅 是 清洗 我 

的 脸 ” 是 刻 在 君 士 坦 丁 堡 (现在 是 土耳其 的 伊斯坦布尔 ) Aghia Sophia 拜占庭 教堂 喷泉 上 的 格言 。 

2.8.4 Kolmogorov 或 描述 复杂 性 ” 何 种 意义 下 ， 字 符 串 011010110111001 更 比 0101010101010101 

复杂 ? 由 于 计算 复杂 性 的 考察 对 象 是 无 限 语 言 ， 而 不 是 有 限 长 的 字符 串 ， 所 以 它 无 法 回答 。 描 述 复杂 性 
的 重要 理论 ， 由 A. N. Kolmogorov 提出 ， 回 答 了 这 类 问题 ， 见 

o A. N. Kolmogorov. “Three approaches to the quantitative definition of information” Prob. of Infor- 
mation Transmission 1, 1, pp. 1-7, 1965. 

o M. Li and P. M. B. Vitényi. “Kolmogorov complexity and its applications” pp. 187-254 in The Hand- 
book of Theoretical Computer Science, vol. I: Algorithms and Complezrity, edited by J. van Leeu- 
wen, MIT Press, Cambridge, Massachusetts, 1990, 

令 /一 CMI ,Mz,…) 为 在 字母 表 {0，1) 下 的 全 部 图 灵机 的 编码 。 应 该 清楚 这 种 编码 是 很 多 的 。 见 3. 1 
节 这 个 问题 的 讨论 。 我 们 可 以 定义 ， 对 每 一 个 字符 串 zxE 10,1)" ， 它 关于 jp 的 Kolmogorov 复杂 性 如 下 : 
K,(x)=min{ |M; | :M; (e)=x} 

即 K, (xz) 是 输出 z 的 编码 中 最 小 “程序 ”的 长 度 。 
(a) 证 明 存 在 图 灵机 的 编码 yo。， 对 于 其 他 的 编码 jy， 存在 常数 c<， 使 得 对 于 任意 zx,，K, (zDD)<K,(z)+ec 
(使 用 第 3 章 的 通用 图 灵机 ) 。 

有 了 这 个 结果 ， 我 们 可 以 放心 省 略 引 用 w， 记 xz 的 Kolmogorov 复杂 性 为 K(x) (明白 其 中 包含 了 常数 )。 

(Cb) 证 明 对 于 所 有 的 zx， 天 (z) 委 |z|。 

(c) 证 明 对 于 所 有 的 nw， 存在 长 度 的 串 满足 玉 (Cz) 之 mn。 

换 句 话说 ， 存 在 不 可 压缩 囊 。 

2.8.5 回 文 串 的 下 界 我 们 可 以 用 Kolmogorov 复杂 性 证 明 下 界 。 假 设 M 是 判定 定义 于 例 2. 3 回 文 

串 的 单 带 图 灵机 。 我 们 将 论证 它 需 要 Qn*) 步 。 


如 果 凡是 图 灵 币 ，z 是 输入 ，0< 二 | 加， 是 《se 站 二 = 站 二 = 这 里 或 者 起 1a|= 
i 一 1， 且 |w |=i 十 1; 或 者 b) |z|=| 允 | 一 i 则 我 们 说 M 在 输入 工 下 的 计算 中 第 上 步 以 〈g，o) 对 横 穿 
囊 的 第 i 位 ， 在 情况 a) 它 移 向 右边 ， 在 情况 b) 移 向 左边 。M 在 xz 下 的 第 i 个 横 穿 序列 是 序列 S;(M， 
T) 二 ((qis01),"…,(qmsom))， 它 使 得 存在 有 一 系列 步 t1 过 tz 二 … 二 tm， 且 在 第 志 步 ，1 志 jm， 存在 以 
(gj ,0;) 对 横 穿 第 i 位。 并且 在 i 没有 更 多 移动 。 显 然 ， 奇数 次 向 右 移 ， 侦 数 次 向 左 移 。 

直观 地 ， 从 前 i 个 位 置 的 “角度 ”看 ,重要 的 不 是 计算 中 其 他 位 置 中 的 内 容 变 化 ， 而 是 第 ; 个 横 穿 序 
列 。 以 下 论证 基于 这 种 直觉 。 

令 M 是 判定 {0，1) 字母 表 下 回 文 串 的 单 带 图 灵机 ， 并 考虑 它 在 回 文 串 z0"z* 上 的 计算 ,这 里 是 
任意 长 度 为 ”的 串 ，zg 代表 xz 的 送 转 ( 反 写 z) 。 假 设 总 步 数 为 T(x)。 那 么 存在 i,，n 过 i 过 2n, 使 得 第 i 
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次 横 穿 序列 S; 的 长 度 m 达 了 下 。 假 设 这 个 横 穿 序列 为 《gi ,ai) (gw von))。 


我 们 可 以 得 到 结论 : x 当 续 接 0 "后 ， 可 以 认证 为 长 度 n 的 满足 如 下 条 件 的 唯一 囊 : 当 它 作为 M 的 
输入 时 ， 会 使 机 器 首先 以 《al，m ) 向 串 的 右 端 模 穿 。 而 且 ， 如 果 将 要 以 (qs，o2z) 向 左边 横 穿 (我 们 使 
用 向 左边 横 穿 而 不 是 向 剩余 的 串 )， 接 下 来 的 横 穿 将 是 (gs ，o3) 等 ， 直 至 (gn，om)。 注 意 这 一 描述 真 
正 独 一 无 二 地 认证 了 x。 因为 如 果品 y 有 同样 的 属性 ， 那 么 M 将 接受 y0"z*， 而 后 者 不 是 回 文 串 ，。 


(a) 证 明 上 一 段 中 的 描述 是 长 度 最 多 为 cw 一 于 十 2logn 的 二 进 制 串 ， 这 里 cw 是 只 依赖 于 M 的 


常数 。 

(b) 论证 存在 图 灵机 M ， 给 定 上 述 描述 ， 将 产生 z。 

(ec) 证 明 工 的 Kolmogorov 复杂 性 ( 见 问题 2.8.4) 最 多 为 cw 下 十 2logn 十 cw ， 这 里 cw 只 依赖 
于 财 。 

(d) 使 用 问题 2. 8. 4 (c) 的 结果 证 明 M 使 用 时 间 Q(n?)。 

因此 ， 定 理 2. 1 的 模拟 是 渐进 最 优 的 。 

2.8.6 问题 用 上 下 过 加 而 不 是 并 排 来 表示 上 有 带 ， 给 出 定理 2.1 的 另 一 个 证 明 。 分 析 你 的 模拟 效率 ， 
并 和 定理 2. 1 的 证 明 相 比较 (模拟 机 的 单个 字符 代表 被 模拟 的 个 字符 。 自 然 地 ， 读 写 头 将 到 处 都 是 )。 

2. 8. 7 问题 : 假设 我 们 的 图 灵机 有 一 根 无 限 的 两 维 带 (黑板)。 现 在 存在 移动 形式 和、Y、 一 、 一 。 
开始 时 输入 放 在 初始 读 写 头 的 右边 。 

(a) 给 出 机 器 的 转移 函数 的 详细 定义 。 它 的 格局 是 什么 ? 

(b) 证 明 这 样 的 机 器 可 以 被 3 带 图 灵机 在 平方 级 效率 损失 下 模拟 。 

2.8.8 问题 : 假设 图 灵机 可 以 删除 和 插入 字符 ， 而 不 仅仅 是 覆 写 。 

(a) 仔细 定义 这 样机 器 的 计算 和 转移 函数 。 

(b) 证 明 这 样 的 机 器 可 以 被 普通 图 灵机 在 平方 级 效率 损失 下 模拟 。 

2.8.9 问题 : 证 明 任意 运行 时 间 在 f(n) 的 上 带 图 灵机 可 以 被 2 带 图 灵机 在 f(n)logf(n) 时 间 内 模 
拟 。( 这 个 聪明 的 模拟 来 自 

© F.C. Hennie and R. E. Stearns. “Two-tape simulation of multitape Turing machines,” J. ACM 13 ， 

4, pp. 533-546, 1966. 

这 个 技巧 是 将 所 有 带 上 下 又 加 变 成 一 条 带 ( 即 一 个 字符 编码 个 字符 ， 和 上 面 问题 2. 8. 6 一样) 这 
样 读 写 头 的 位 置 会 重合 。 假 设 带 的 两 个 方向 都 没有 边界 。 读 写 头 的 动作 通过 移动 字符 块 实现 ， 故 意 移动 
到 可 以 书写 在 稀疏 的 空格 内 。 块 的 大 小 呈 几 何 级 数 。 第 二 条 带 仅仅 用 来 作为 快速 复制 。) 

这 个 结果 是 定理 2. 1 的 有 用 替代 ， 因 为 一 旦 建立 固定 数目 带 的 图 灵机 ， 它 就 可 以 用 更 好 时 间 界 来 模 
拟 〈 见 问题 7. 4. 8) 。 

2.8.10 称 图 灵机 M 健 忘 ， 如 果 它 在 计算 过 程 中 第 上 步 的 读 写 头 位 置 仅 取决 于 上 和 |z| ， 而 不 是 工本 身 。 

问题 : 上 题 的 2 带 模拟 机 可 以 被 改建 成 健忘 的 〈 健 忘 机 所 以 重要 ， 因 为 它们 更 接近 于 计算 的 “静态 ” 
模型 ， 例 如 布尔 电路 ， 见 问题 11. 5. 22) 。 

2.8.11 正则 语言 假设 语言 工 在 使 用 常数 空间 下 被 带 有 输入 输出 的 图 灵机 判定 。 

问题 : (a) 证 明 存 在 等 价 的 仅 有 只 读 给 入 带 的 图 灵机 判定 工 (接受 和 拒绝 由 状态 “yes” 和 “no” 来 
判定 ) 。 

该 机 器 称 为 双向 有 限 自 动机 。 一 个 ( 单 向 ) 有 限 自 动机 是 只 能 使 用 一 读 写 头 移动 的 “双向 ”有 限 自 
动机 〈 当 遇 到 第 一 个 空格 就 进入 “yes” 或 “no” 状 态 ) 。 被 单 向 有 限 自动 机 判定 的 语言 称 为 正则 语言 。 

(b) 证 明 下 面 的 语言 是 正则 语言 : L== {zx€ 10,1)* :zz 最 少 含 有 两 个 0 上 且 没 有 连续 的 两 个 0} 。 

更 多 有 关 正 则 语言 的 内 容 见 上 面 引用 的 Lewis 和 Papadimitriou 的 书 ， 以 及 问题 3.4.2 和 问 
题 20. 2. 13。 

(c) 令 LC3' 为 语言 在 2* 上 定义 以 下 等 价 关系 : zx 三 Ly 当 且 仅 当 对 于 所 有 的 zE3* ，zxzEL 当 
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且 仅 当 yzEL。 证明 工 是 正则 语言 当 且 仅 当 在 三 * 中 只 存在 有 限 多 的 等 价 类 。(b) 中 有 多 少 等 价 类 ? 
(Cd) 证 明 如 果 工 被 双向 有 限 自 动机 判定 ， 则 它 是 正则 语言 (这 个 精妙 的 论证 来 源 于 : 
©J.C.Shepherdson. “The reduction of two-way automata to one-wayautomata,” IBM J.of Res.and 
Dev. , 3, pp. 198-200，1959. 
证 明 zx 二 Ly 当 且 仅 当 z 和 y 在 双向 机 上 “产生 相同 行为 ”。 这 里“ 行为” 指 的 是 状态 到 状态 的 映射 ， 
当然 ， 状 态 是 有 限 的。 利用 (c))。 
于 是 ,我 们 得 到 SPACE(k) 〈 这 里 & 是 任意 整数 ) 是 正则 语言 类 。 
(e) 证 明 如 果 工 无 限 和 正则 的 ， 则 存在 z，y，zE3" 使 得 > 关 e 上 且 对 于 所 有 的 ;i 关 0，zyzE 工 (既然 
机 器 只 有 限 多 的 状态 ， 则 在 足够 长 的 串 上 状态 肯定 会 重复 ) 。 
(f) 记得 5b(i) 代表 i 的 二 进 制 表 达 ， 且 首位 不 为 0。 证明 “等 差 序 列 ” 语 言 L==16(1);6(2)3…; 
b(n):n 宇 1) 不 是 正则 的 (使 用 (e) 部 分 ) 。 
(g) 证 明 (f) 中 的 工 可 以 在 空间 log log nn 内 被 判定 。 
2.8. 12 问题 : 证 明 如 果 图 灵机 使 用 的 空间 ， 对 所 有 的 < 之 0， 小 于 c log log n， 那么 它 使 用 常数 空 
间 (来 自 
o J. Hartmainis, P. L. Lewis [[, and R. E. Stearns. “Hierarchies of memory-limited computations” Proc. 6th An- 
nual IEEE Symp. on Switching Circuit Theoryiand Logic Design, pp. 179-190，1965. 
的 也 包含 工作 带 上 的 字符 串 内 容 的 机 器 ， 考 虑 其 “状态 "。 那 么 机 器 对 带 有 输入 前 级 的 行为 可 以 认为 是 状 
态 到 状态 集合 的 映射 。 现 在 考虑 需求 空间 S>0 的 最 短 输入 。 所 有 它 的 前 缀 必然 有 不 同行 为 一 一 否则 存 
在 更 短 的 要 求 S>0 的 输入 ， 但 是 行为 的 数量 是 S 的 双 次 指数 。 注 意 使 用 这 个 结果 ， 问 题 2. 8. 11(g) 要 
求 9(log logn) 空间 ) 。 
2. 8. 13 问题 : 证 明 回 文 串 语言 不 能 被 少 于 logn 空间 判定 (这 个 论证 是 问题 2. 8. 5 和 问题 2. 8. 12 的 
综合 ) 。 
2.8.14 问题 : 给 出 定理 2. 3 的 详尽 证 明 。 即 给 出 模拟 机 明确 的 数学 构建 来 模拟 被 模拟 机 (假设 后 
者 除了 输入 带 只 有 一 条 带 )。 
2.8. 15 ”下面 的 论文 提出 了 随机 存 取 机 : 
© J.C.Shepherdson and H.E.Sturgis. “Computability of recursive function,” J. ACM, 10, 2,， 
pp. 217=255, 1963. 


下 面 的 论文 对 它们 的 性 能 进行 了 分 析 : 
oS. A. Cook and R.A. Reckhow. “Time-bounded random access machine,” J.CSS, 7, 4, pp. 354- 
475，1973. 


2.8.16 问题 : 改写 例 2. 10 中 解决 REACHABILITY 的 非 确定 性 图 灵机 ， 使 它 使 用 相同 空间 ， 但 总 
是 停机 。 

可 以 证 明 所 有 的 空间 受 限 机 ， 即 便 那 些 使 用 了 空间 少 到 无 法 计算 的 步 数 ， 都 可 以 被 修改 为 总 是 停机 。 
构建 的 技巧 见 : 

o M. Sipser.“Halting space-bounded computations,” Theor. Comp. Science 10, pp. 335-338, 1980. 

2. 8. 17 问题 : 证 明 任 何 被 带 非 确定 性 图 灵机 在 f(n) 时 间 内 判定 的 语言 也 可 以 被 2 带 非 确定 性 
图 灵机 在 f(n) 时 间 内 判定 〈 找 出 这 个 简单 解答 ， 这 是 一 个 理解 非 确 定性 的 很 好 练习 。 比 较 关 于 确定 性 
机 的 定理 2. 1 和 问题 2. 8. 9) 。 

不 用 说 ， 任 何 & 带 非 确 定性 图 灵机 可 以 被 单 带 非 确定 性 图 灵机 在 平方 级 效率 损失 下 模拟 ， 如 同 确定 
性 机 一 样 。 

2.8.18 问题 : (a) 证 明 非 确定 性 单 向 有 限 自 动机 ( 见 2.8.11) 可 以 被 确定 性 单 向 自动 机 用 指数 多 
的 状态 模拟 构造 一 个 确定 性 机 ， 其 状态 为 给 定 非 确定 性 机 的 状态 集合 )。 

(b) 证 明 (a) 中 的 指数 增长 是 内 在 固有 的 〈 考 虑 语言 L 二 {xo:7E (3 一 (o))* )， 其 中 字符 表 王 有 
个 字符 )。 
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图 灵机 是 如 此 强大 ， 以 至 于 它们 可 以 计算 有 关 图 灵机 自身 的 非 平凡 的 结果 。 自 然 ， 这 
个 新 能 力 包 含 了 它们 最 终局 限 的 种 子 。 


3.1 通用 图 灵机 


在 前 几 章 中 介绍 的 计算 模型 看 起 来 存在 着 比 实际 计算 机 弱 的 方面 : 计算 机 经 过 适当 编 
程 ， 可 以 解决 各 种 各 样 的 问题 。 相 反 ， 图 灵机 和 RAM 程序 看 起 来 专门 解决 某 个 单一 问 
题 。 在 本 节 我 们 将 指出 图 灵机 也 可 以 通用 这 一 简单 事实 。 特 别 地 ， 我 们 将 描述 一 台 通 用 图 
灵机 U， 一 旦 赋予 输入 ， 它 会 将 此 输入 解释 为 另 一 图 灵机 M 的 描述 ， 并 将 M 的 输入 的 描 
述 z， 连 接 其 上 。U 的 功能 是 模拟 M 在 输入 并 下 的 行为 。 我 们 可 以 写作 UCM;z) 王 MCz)。 

我 们 必须 首先 确定 U 的 一 些 细节 。 既 然 U 必须 模拟 任意 的 图 灵机 M， 那 么 U 所 准备 
面 对 的 状态 和 字符 数 没 有 预 设 的 界 。 因 此 ， 我 们 将 假设 所 有 图 灵机 的 状态 和 字符 都 是 整 
数 。 确 切 地 说 ， 我 们 假设 对 于 任意 图 灵机 M==(K,53,6,s), 5 二 {1,2,…,|5|) 并 且 
玉 一 {| 卫 [十 1,| 下 十 2,… ,| 下 十 | 玉 |)。 初 始 状态 s 总 是 |5| 十 1。 数 字 |3| 十 |K| 十 1,…， 
|E| 十 |K| 十 6 将 分 别 编码 特殊 字符 二 、 一 、 一 、 关 、 “yes” 和 “no”。 所 有 数字 将 表达 为 
Tlog(|K| 十 |5| 十 6)1 位 长 的 二 进 制 供 U 处 理 ， 每 一 个 数字 的 首 几 位 都 放 有 足够 多 的 0， 
使 它们 长 度 相 同 。 图 灵机 M= (K,3,6,s) 的 描述 将 开始 于 二 进 制 数 |K|， 然 后 是 
|5| (根据 规则 ， 这 两 个 数字 足够 定义 K 和 5)， 然 后 是 8 的 描述 。6 的 描述 是 形 如 〈(g， 
o),(p,o,D)) 对 的 序列 ， 使 用 字符 “(”、“)” 和 “,” 等 。 这 些 都 假设 在 U 的 字母 表 中 。 

我 们 将 使 用 字符 M 代表 机 器 M 的 描述 。 这 不 会 带 来 记号 的 混乱 ， 因 为 通过 上 下 文 总 
会 清楚 的 〈 见 上 面 清 楚 、 简 洁 、 精 致 的 等 式 U(M;z) 二 M(x))。 

作为 U 的 输入 ，M 的 描述 着 紧 跟 “;”， 然 后 是 z 的 描述 。z 的 字符 编码 为 二 进 制 ， 用 
“,” 隔 开 。 我 们 仍 记 字 符 串 zx 的 编码 为 x。 

通用 图 灵机 U 在 输入 M; 工 下 模拟 M 在 输入 xz 下 的 行为 。 为 了 更 好 地 描述 模拟 ， 假 
设 U 有 两 条 带 。 从 定理 2. 1 我们 知道 ， 可 以 使 单 带 机 产生 同样 的 结果 。U 使 用 第 二 条 带 存 
储 M 的 当前 格局 。 格 局 (w,g,u) (与 第 2 章 一 样 ) 存储 为 ww，g，w， 即 串 世 的 编码 紧 跟 
“,”， 紧 跟 g 的 代码 ， 紧 跟 “,”， 然 后 是 u 的 编码 。 第 二 条 带 初 始 包含 了 > 的 代码 ， 紧 跟 ; 
的 代码 ， 最 后 是 z 的 代码 。 

为 了 模拟 M 的 一 步 , U 扫描 它 的 第 二 条 带 ， 直 到 发 现状 态 对 应 的 二 进 制 描述 (在 
| 下 十 1 和 | 下 十 | 玉 | 之 间 )。 然 后 搜索 第 一 条 带 符合 当前 状态 的 规则 3。 如 果 规 则 找到 了 ， 
M 在 第 二 条 带 上 左 移 并 读 取 扫描 的 字符 ， 将 扫描 的 字符 和 规则 相 比 较 。 如 果 不 匹 配 ， 继 续 
搜索 下 一 条 规则 。 如 果 匹 配 ， 则 实现 规则 (这 包含 了 在 第 二 条 带 上 改变 当前 字符 和 状态 ， 
状态 的 左 移 或 右 移 。 状 态 和 字符 使 用 相同 长 度 的 二 进 制 代码 表示 在 这 里 就 显得 很 方便 ) 。 
当 M 停止 时 , U 也 停止 。 这 就 结束 了 U 在 M; zx 下 的 操作 描述 。 

U 在 计算 过 程 中 会 发 现 它 的 输入 无 法 构成 图 灵机 的 描述 和 输入 (你 可 以 容易 地 想 出 至 
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少 一 打 )。 这 种 情况 下 ， 我 们 可 以 定义 M 进入 不 断 右 移 状 态 。 既 然 我 们 只 关心 U 在 合法 输 
和 人 下 的 行为 ,那么 这 种 规定 完全 无 关 紧 要 。 


3.2 停机 问题 


通用 图 灵机 的 存在 很 快 并 不 可 避免 地 引出 不 可 判定 问题 ， 即 没有 算法 的 问题 ， 非 递归 
的 语言 。 不 可 判定 性 从 一 开始 就 成 为 计算 机 科学 文化 的 一 部 分 ， 以 至 于 非常 容易 忘记 其 奇 
怪 的 一 面 。 严 格 来 讲 ， 一 旦 我 们 将 语言 等 同 为 问题 ， 而 将 图 灵机 等 同 为 算法 ， 不 可 判定 问 
题 的 存在 就 显而易见 了 了: 语言 的 种 类 (不 可 数 ) 多 于 判定 语言 的 方法 〈 图 灵机 )。 然 而 ， 
当 它 在 20 世纪 30 年 代 首 次 发 现时 ， 这 样 接近 于 我 们 计算 能 力 极限 问题 的 存在 ， 还 是 造成 
了 又 动 。 不 可 判定 性 在 某 种 程度 上 是 复杂 性 的 最 难 形 式 ， 所 以 值得 在 本 书 前 面 章节 提 及 。 
而 且 ， 不 可 判定 性 理论 的 发 展 是 复杂 性 理论 的 重要 先驱 ， 也 是 方法 学 、 类 比 和 准则 的 有 用 
来 源 。 

我 们 如 下 定义 HALTING: 给 定 图 灵机 M 的 描述 和 它 的 输入 x，M 停机 于 工 吗 ? 作 
为 语言 形式 ， 我 们 令 及 是 定义 在 3. 1 节 中 通用 机 U 字母 表 上 的 语言 : H 二 {M;x:M(zx) 关 
也 }。 即 语言 五 包含 了 所 有 编码 为 图 灵机 和 输入 的 字符 串 ， 使 得 该 图 灵机 停机 于 该 输入 。 
容易 得 到 以 下 性 质 : 

性 质 3.1 五 是 递归 可 枚 举 语言 。 

证 明 : 我 们 只 要 设计 接受 互 的 图 灵机 ， 即 如 果 其 输入 属于 及， 停机 输出 “yes”， 否 
则 永 不 停机 。 容 易 看 到 ， 所 需要 的 机 器 就 是 前 3. 1 节 的 通用 图 灵机 。 我 们 只 需要 做 微小 改 
动 使 得 每 次 它 都 停机 于 “yes” 状 态 。 口 

实际 上 上， 五 不 仅仅 是 递归 可 枚 举 语 言 。 在 所 有 的 递归 可 枚 举 语言 中 ，HALTING 有 
重要 的 属性 : 如 果 有 某 个 算法 来 判定 HALTING， 那 么 我 们 可 以 构造 算法 来 判定 任意 递归 
可 枚 举 语言 : 令 工 为 图 灵机 M 接受 的 递归 可 枚 举 语言 。 给 定 输入 zx， 我 们 可 以 简单 地 通 
过 判定 M;xE€E 旦 来 判定 是 否 有 xEL。 可 以 说 ， 所 有 递归 可 枚 举 语 言 都 可 以 归 约 到 电 。 因 
此 HALTING 是 递归 可 枚 举 语言 的 完全 问题 。 归 约 和 完全 性 的 准确 概念 将 是 研究 远 不 目 
这 些 (这 些 将 马上 解决 ) 复杂 性 情况 的 有 用 工具 。 典 型 地 ， 完 全 性 是 问题 不 能 满意 解决 的 
征兆 。 

实际 上 ， 性质 3. 1 已 经 说 完了 有 关 互 的 所 有 好 消息 : 

定理 3.1 互 不 是 递归 语言 。 

证 明 : 为 了 引出 矛盾 ， 假 设 存 在 图 灵机 Mr 判定 瓦 。 修 改 Ma 得 到 图 灵机 D 如 下 运 
作 : 输入 M,， DD 首先 模拟 Mp 运行 于 输入 M; M 直到 停机 〈 它 肯定 停机 ， 因 为 假设 它 判 
定 互 )。 如 果 Mp 接受 ,，D 进入 不 停 地 将 其 读 写 头 向 右 移 动 的 状态 。 如 果 Ma 拒绝 ，D 停 
机 。D 的 运作 形象 地 描述 如 下 : 

DCM) : 如 果 Mp CM;M) =“yes” 那 么 7 否则 “yes” 

D(D) 的 结果 是 什么 呢 ? 即 对 于 万 自身 的 编码 ， 它 又 是 如 何 反映 的 呢 ? 特别 地 ， 它 是 否 停机 ? 

没有 满意 的 回答 。 如 果 D(D) 二 了， 根据 D 的 定义 ， 有 Ma 接受 输入 D; D。 因 为 
Mr 接受 D;D， 有 D;DE 日 , 又 根据 互 的 定义 ，D(D) 关 7。 

另 一 方面 , 若 D(D) 关 ,根据 D 的 定义 ，Ma 拒绝 D;D， 因 此 D;D& 有 ,又 根据 
五 的 定义 ，D(D)=。 

推出 矛盾 仅仅 出 于 假设 Mr 判定 瓦 ， 因 此 得 到 结论 : 不 存在 判定 互 的 图 灵机 。 口 
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定理 1 的 证 明 采 用 了 一 种 熟悉 的 称 为 对 角 化 的 论证 技巧 。 我 们 考察 一 种 关系 ， 即 所 有 
令 MGCz) 天 的 对 CM,z) 的 集合 。 我 们 首先 注意 到 关系 的 “ 行 ”( 图 灵机 ) 也 是 合法 的 列 
〈 图 灵机 的 输入 ) 。 然 后 我 们 观察 这 张 庞大 表 的 “对 角 线 ” (将 自身 作为 输入 的 机 器 ) 并 且 
创建 一 行 对 象 〈 在 我 们 例子 中 是 D) 来 “否决 ”对 角 线 元 素 (停机 当 它 们 不 停 ， 不 停 当 它 
们 停机 ) 。 这 直接 导致 了 了 矛盾， 因为 也 不 可 能 是 一 个 行 对 象 。 


3.3 更 多 不 可 判定 性 问题 


HALTING， 第 一 个 不 可 判定 性 问题 ， 由 此 产生 了 大 范围 的 其 他 不 可 判定 性 问题 。 这 
里 再 次 使 用 了 归 约 这 一 技巧 。 为 了 说 明 问题 A 的 不 可 判定 性 ， 我 们 建立 ， 如 果 存 在 问题 A 
的 算法 ， 那 么 将 存在 HALTING 的 算法 ， 从 而 得 到 廖 论 。 我 们 列 出 一 些 例 子 如 下 : 

性 质 3.2 以 下 语言 不 是 递归 的 : 

(a) {M:M 停机 于 所 有 输入 } 

(b) {M;z: 存在 yy 使 得 M(x)==y} 

(c) {M;z: 在 输入 x 上, 计算 M 使 用 了 M 的 全 部 状态 } 

(d) {M;z;y: M(xz)=y} 

证 明 : (a) 我 们 将 HALTING 归 约 到 这 个 问题 。 给 定 M;x， 我 们 构造 如 下 图 灵 
机 M  : 

M'(y): 如 果 y 一 工 则 M(x) 否则 停机 

显然 ，M' 停 机 于 所 有 输入 当 且 仅 当 M 停机 于 。 口 

以 上 (b)、(c)、(d) 的 证 明 ， 和 其 他 类 似 的 不 可 判定 性 结果 ， 见 问题 3. 4. 1。 下 面 的 
定理 3. 2 也 是 很 多 不 可 判定 性 结果 的 依据 。 

显然 ， 递 归 语 言 是 递归 可 枚 举 语 言 的 真子 集 〈 见 性 质 2.1、 人 性质 3.1. 和 定理 3.1) 。 但 
是 值得 注意 的 是 ， 这 两 种 语言 的 一 些 简 单 联系 。 首 先 ， 递 归 语 言 不 具备 递归 可 枚 举 语 言 
“不 对 称 性 ”。 

性 质 3.3 ”如果 工 是 递归 语言 , 工 也 是 。 

证 明 : 如 果 M 是 判定 工 的 图 灵机 ， 我 们 通过 简单 反 转 M 中 “yes” 和 “no” 的 功能 ， 
从 而 构造 了 判定 工 的 图 灵机 M 。 口 

相反 ， 我 们 将 说 明 互 不 是 递归 可 枚 举 的 ， 从 而 得 到 递归 可 枚 举 语 言 类 在 求 补 操作 下 
不 封闭 。 即 我 们 注意 到 在 定义 中 接受 的 不 对 称 性 有 着 深刻 影响 〈 我 们 将 在 恰当 时 候 看 到 ， 
对 于 非 确定 性 的 不 对 称 性 是 否 为 真 ， 是 个 悬而未决 的 问题 )。 这 是 以 下 简单 事实 的 直接 
结果 。 

性 质 3.4 工 是 递归 的 当 且 仅 当 工 和 工 都 是 递归 可 枚 举 的 。 

证 明 : 假设 LL 是 递归 的 。 那 么 LL 也 是 (性质 3. 3) ， 因 此 它们 都 是 递归 可 枚 举 的 。 

相反 ， 假 设 工 和 工 都 是 递归 可 枚 举 的 ， 分 别 被 图 灵机 M 和 M 接受 。 那 么 工 被 以 下 定 
义 的 图 灵机 M' 判定。 对 于 输入 工 ，M “在 两 条 不 同 的 带 上 交错 模拟 M 和 M。 即 在 一 条 带 上 
模拟 一 步 M， 然 后 在 另 一 条 带 上 模拟 一 步 M， 接 着 又 在 原先 的 M 上 模拟 一 步 ， 等 等 。 因 
为 M 接受 L，M 接受 其 补 ， 而 工 必 是 其 中 之 一 ， 所 以 两 机 器 中 迟早 会 停机 并 接受 。 如 果 
M 接受 ， 那么 M' 停 机 于 状态 “yes”。 如 果 M 接受 ，M 停机 于 “no”。 口 

术语 “递归 可 枚 举 ” 的 语源 则 是 一 个 有 趣 的 偏 题 。 假 设 M 为 图 灵机 ， 定 义 语言 
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EC(M)={zx:(s,D 2 Ux Uye) 对 于 某 册 gy} 
即 ，E CM) 是 满足 以 下 条 件 的 所 有 字符 串 z 的 集合 : 在 M 操作 空 输入 时 ， 存 在 某 一 时 刻 
M 的 串 结束 于 LUz UU。 我 们 说 ，E(M) 是 M 枚 举 的 语言 。 
性 质 3.5 工 是 递归 可 枚 举 的 当 且 仅 当 存在 机 器 M 使 得 工 一 正 (M) 。 
证 明 : 假设 工 =E(COM)， 那 么 工 可 以 被 机 器 M 接受 ， 它 在 输入 x 上 ， 模拟 空 输入 的 
M， 且 仅 当 M 永 远东 于 Ux LU 时 停机 接受 。 如 果 M 停机 前 没有 产生 Uz U， 则 M“ 永 不 
停机 。 
另 一 方向 则 更 有 趣 ， 因 为 它 将 用 到 称 为 “ 铝 尾 ” (交替 计算 ) 的 非常 有 用 的 技巧 ， 例 
子 见 定理 14. 1 的 证 明 。 假 设 工 确实 是 递归 可 枚 举 的 ， 被 机 器 M 所 接受 。 我 们 将 描述 机 器 
M' 使 得 L 二 ECM ) 。M' 在 空 串 上 的 操作 如 下 : 当 ;一 1,2,3,…， 重 复 如 下 : 它 将 依次 模拟 
M 在 前 ; 个 〈 字 典 序 ) 输入 ， 即 对 每 个 j)，j 二 1,2,…,i， 都 走 i 步 。 如 果 任 何 时 刻 M 在 这 
i 个 输入 中 的 某 个 1] 委 7jo 入 : 上 ， 停 机 于 “yes”， 就 记录 z= 二 jo， 则 M 在 串 的 末尾 写 下 Ux 
LU， 然后 继续 运行 。 其 他 情况 下 ，M 从 不 会 在 带 上 写 下 U。 这 就 保证 了 ， 如 果 x€ ECM')， 
则 zE 工 。 
相反 ， 假 设 zxEL。 那 么 M 在 z 上 经 过 一 定 步 数 后 ， 比 如 i 步 ， 停 机 于 “yes”。 又 
假设 zx 是 M 第 1; 小 的 字典 序 输 入 ,那么 在 空 串 上 的 M 最 终 会 在 运行 ;一 max (t; ，L:) 的 
时 候 ， 完 成 它 对 M 在 x 上 的 模拟 ,并且 在 串 上 写 下 UxU。 于 是 得 到 zEECM )。 [] 
我 们 接 下 来 将 要 证 明 一 个 非常 通用 的 结果 ， 它 实质 上 断言 图 灵机 的 任何 非 平 凡 性 质 都 
是 不 可 判定 的 。 假 设 M 是 接受 语言 L 的 图 灵机 ， 我 们 记 L 二 LCM)。 自 然 ， 并 不 是 所 有 机 
器 都 接受 语言 (例如 ， 机 器 可 能 会 停机 于 “no”， 就 不 兼容 我 们 关于 接受 的 定义 )。 如 果 机 
器 M 对 于 串 z， 其 M(x) 既 不 等 于 “yes” 也 不 等 于 二， 那么 按照 惯例 ， 工 CM) ==0。 
定理 3. 2 (Rice 定理 ) ”假设 C 是 所 有 递归 可 枚 举 语 言 集合 的 一 个 非 空 真 子 集 。 那 么 
以 下 问题 是 不 可 判定 的 : 给 定 图 灵机 M， 是 否 有 工 (M) EC? 
证 明 : 我 们 假设 0EC (否则 将 下 面 的 论证 对 所 有 不 属于 C 的 递归 可 枚 举 语言 类 展开 ， 
它 也 是 递归 可 枚 举 语言 的 非 空 真 子 集 )。 接 下 来 ， 既 然 是 非 空 的 ， 我们 假设 存在 语言 LEC 
被 机 器 ML 接受 。 
考虑 接受 不 可 判定 语言 五 的 图 灵机 Mn (性 质 3.1)， 并 假设 我 们 希望 判定 Mr 是 否 
接受 x+( 即 对 于 任意 输入 zx， 求解 HALTING 问题 ) 。 为 了 完成 这 点 ， 我 们 构造 机 器 M;， 
其 语言 或 者 是 工 或 者 是 0。 对 于 输入 y，M 模拟 Ma 在 工 的 行为 。 如 果 Mri (xz) 二 “yes”， 
那么 M; 将 继续 模拟 Mr 在 输入 y 上 的 行为 而 不 是 停机 : 它 或 者 停机 并 接受 ， 或 者 永 不 停 
机 ， 决 定 于 Mr 在 输入 y 上 的 行为 。 自 然 ， 如 果 Mp (z) 二 有 ， 则 Mj (y)= 二 用。 概要 地 ， 
M:; 是 机 器 
Mi(y): 如 果 Mp (xz) 二 “yes” 那 么 Mi(y) 否则 二 
断言 : L(M.)EC 当 且 仅 当 zxE€H。 
换 名 话说， 从 工 上 构造 M; 等 价 于 将 HALTING 问题 归 约 于 我 们 讨论 的 问 
题 : 给 定 M， 是 否 有 LL(M)EC。 因 此 ， 后 者 必然 是 不 可 判定 的 ， 从 而 定理 
得 证 。 
断言 的 证 明 : 假设 z€E 及， 即 Mn (xz) 二 “yes”。 那 么 在 输入 y 上 的 M; 判定 
这 一 点 后 ， 总 是 接受 y， 或 者 永 不 停机 ， 取 决 于 yEL 是 否 成 立 。 因 此 被 M; 接 
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受 的 语言 是 L， 且 根据 假设 是 属于 C 的 。 
然后 假设 My (zx) 二 (因为 Ma 是 接受 语言 日 的 机 器 ， 所 以 只 有 一 种 其 他 

可 能 )。 这 种 情况 下 Mz 永 不 停机 ， 因 此 Mz 接受 一 直 不 属于 C 的 语言 9。 断言 和 

定理 的 证 明 完 成 。 口 

递归 不 可 分 割 性 

如 图 3.1 描绘 语言 类 RE (递归 可 枚 举 语言 )、coRE 
(递归 可 枚 举 语言 的 补 ) 和 R。 我 们 已 经 看 到 了 图 中 多 数 区 
域 的 代表 。 当 然 存在 递归 语言 ， 瓦 是 递归 可 枚 举 的 而 不 是 
递归 语言 。 也 容易 看 出 互 (HH 的 补 ) 属于 区 域 coRE-R。 然 
而 我 们 还 没有 看 到 图 中 上 面 区 域 的 代表 。 即 我 们 还 没有 遇 到 
既 不 属于 递归 可 枚 举 语言 也 不 属于 其 补 的 成 员 (本 节 开 始 的 
基数 论证 证 明 并 不 是 所 有 的 语言 都 是 递归 的 ， 现 在 利用 与 基 
数论 证 相同 的 论证 ， 我 们 可 以 得 到 绝 大 多 数 语言 都 是 属于 这 
一 类 。 即 既 不 属于 递归 可 枚 举 语 言 也 不 属于 递归 可 枚 举 语言 
补 的 语言 类 ) 。 在 第 6 章 ， 我 们 将 证 明 关 于 逻辑 的 一 个 非常 
重要 的 语言 属于 这 个 区 域 。 我 们 的 证 明 将 利用 下 面 介 绍 的 另 
一 种 “严重 不 可 判定 性 ”。 

考虑 “停机 ”语言 日 和 其 补 互 。 它 们 就 是 我 们 称 为 弟 
归 不 可 分 割 语言 的 例子 。 两 个 不 相交 语言 L! 和 工 ; 称 为 递 
归 不 可 分 割 ， 如 果 不 存在 递归 语言 R 使 得 Li 站 R=10 且 
LzCR ( 换 句 话说 ， 不 存在 如 图 3. 2 所 示 的 递归 语言 ) 。 自 
然 ， 对 于 五 和 互 而 言 ， 这 个 结果 是 平凡 的 ， 因 为 互 和 五 
自身 是 唯一 可 分 割 语 言 ， 而 我 们 知道 它们 不 是 递归 的 。 然 而 
存在 重要 的 补 相交 的 语言 对 ， 它 们 有 不 可 数 的 分 割 语 言 ， 任 
何 一 个 都 不 是 递归 的 。 我 们 接着 给 出 一 个 有 用 的 例子 。 

定理 3.3 定义 Li 二 {M:M(MD)==“yes”},， Lz 二 {M:M(M)= 二 “no”}。 那 么 Li 和 Laz 是 
递归 不 可 分 割 的 。 

证 明 : 假设 存在 分 隔 它们 的 递归 语言 玉 ， 即 1 首 R 二 0 且 LCR (如果 Li 站 R=0 和 且 
Li1CR， 那 么 下 面 的 论证 对 于 R 的 补 展开 )。 现 在 考虑 判定 R 的 图 灵机 MR， 那 么 Me (ME) 
是 什么 呢 ? 结论 或 者 是 “yes” 或 者 是 “no”， 因 为 MR 判定 一 个 语言 。 如 果 是 “yes”， 就 意 
味 着 MRE Li 〈 根 据 Li 的 定义 )， 因 此 MR ffR (因为 RN 二 二 从 ，MR CMR ) 一 “no” (根据 
MR 的 定义 ) 。 类 似 地 ，MR CMR ) 一 “no” 推 出 Mk CMR ) 一 “yes”， 产 生 矛 盾 。 口 

推论 : 令 L1=={M:M(e) 二 “yes”) 和 工 2 一 {M:MCe) 一 “no”)， 则 工 和 工 ? 是 递归 不 可 
分 割 的 。 

证 明 : 对 于 任意 图 灵机 M， 令 M 为 如 下 图 灵机 ， 它 对 于 任意 输入 ， 首 先 产 生 M 的 描 
述 ， 然 后 模拟 M 对 该 输入 的 运行 。 我 们 断言 ， 如 果 可 以 用 递归 语言 R 分 割 并 和 工 2， 那 
么 将 递归 地 分 割 定理 中 的 L! 和 工 ; 。 这 可 以 如 下 完成 : 在 输入 M 上 ， 构造 M 的 描述 ， 并 
检测 是 否 有 M' E R' 。 如 果 是 ， 接 受 ; 否则 ， 拒 绝 (如 果 输 入 M 不 是 图 灵机 的 描述 ， 那 么 
行为 任意 ， 比 如 说 ， 接 受 )。 容 易 看 出 ， 用 这 个 算法 判定 的 递归 语言 RR 分 割 Ll 和 Ls。 口 





图 3.2 递归 不 可 分 割 语言 


敌 7 音 不 可 判定 性 39 





不 可 判定 性 在 20 世纪 30 年 代 首先 作为 一 个 特殊 应 用 而 发 展 : 建立 机 械 数学 推理 的 不 
可 能 性 。 数 学 逻辑 因此 就 是 我 们 下 一 个 讨论 的 主题 。 在 证 明 逻 辑 主要 不 可 判定 性 结果 时 ， 
我 们 将 用 到 上 面 推论 中 志和 工 ? 的 递归 不 可 分 割 性 。 


3.4 注解 、 参 考 文献 和 问题 


3.4.1 问题 对 下 面 关 于 图 灵机 的 问题 ， 判 定 其 是 否 递归 。 
(a) 给 定 图 灵机 M， 对 于 空 串 ， 它 是 否 停机 ? 
Cb) 给 定 图 灵机 M， 是 否 存在 字符 串 使 得 它 停 机 ? 
(c) 给 定 图 灵机 M， 它 是 否 写 过 字符 o? 
(d) 给 定 图 灵机 M， 它 是 否 写 过 与 当前 扫描 字符 不 同 的 字符 ? 
(e) 给 定 图 灵机 M，L(M) 为 空 吗 ? (这 里 L(M) 定义 为 图 灵机 接受 的 语言 ， 而 不 是 判定 的 语言 。) 
(CD 给 定 图 灵机 M，L(M) 有 限 吗 ? 
(Cg) 给 定 图 灵机 M 和 M ，LCOM)= 工 CM ) 是 否 成 立 ? 
以 上 非 递 归 语 言 中 哪些 是 递归 可 枚 举 的 ? 
3.4.2 Chomsky 谱系 语法 G 一 (3,N,S,R) 包含 终结 字符 集 5、 非 终结 字符 集 N、 初 始 字符 SE N 
和 有 限 规则 集 RS (3SUN)" X (ZUN)" 。R 如 下 归纳 得 到 更 为 复杂 的 关系 全 (3UN)* X (3UN)": 
如 果 zz,y€E (3UN)"，, ,我 们 说 xz 一 y 当 且 仅 当 存在 串 ziyzzyzsyy 使 得 z= 二 xixzx3，y 二 Xiyzx3 同时 
(zz ,yy2)ER。 即 y 是 将 xz 中 出 现 的 一 次 规则 左边 蔡 换 为 规则 右边 的 结果 。 令 一 " 为 习 的 自 反 传 递 闭 包 : 
即 我 们 定义 z->"y 当 且 仅 当 zx 二 y， 且 对 于 上 >0 定义 zx>*y 当 且 仅 当 存 在 y 使 得 z 一 “1!y 、y 一 y。 定 义 
ZX 一 * y 当 且 仅 当 存 在 k 宇 0 使 得 x->*y。 最 后 ， 定 义 G 产生 的 语言 为 : L(G) 二 {xE3*" :S>" xz}。 语 言及 
其 句法 限定 形成 了 一 个 非常 有 趣 的 谱系 ， 首 先 研 究 它 的 是 Noam Chomsky， 
Oo N. Chomsky. “Three models for the description of language,” IRE Transactions on Information theo- 
ys Bs; pp. Lls124, 19586; 
© N. Chomsky. “On certain formal properties ofgrammars,” Information and Control, 2, pp: 137- 
167，1969. 其 详尽 文章 见 : 
o H.R. Lewis, C. H. Papadimitriou. Elements of the Theory of Computation, Prentice-Hall, Engle- 
wood Cliffs, 1981. 
(a) 证 明 语法 产生 的 语言 类 恰好 是 递归 可 枚 举 语言 (在 一 个 方向 上 ， 说明 如 何 枚 举 从 S“ 推 导 ” 所 
有 可 能 的 串 。 另 一 个 方向 上 ， 说 明 使 用 语法 推导 可 以 模拟 图 灵机 的 运行 ， 这 里 被 操作 的 串 代 表 图 灵机 的 
格局 )。 : 
(b) 给 定 G 和 zxzE3"， 判 断 是 否 z€EL(G) 是 不 可 判定 的 。 
定义 一 个 上 下 文 有 关 语 法 ， 满足 : 如 果 (zy)ER， 有 |zl 委 |y|。 
(c) 给 定 上 下 文 有 关 语 法 产生 L={xzx:x€23*})。 
(d) 证 明 给 定 上 下 文 有 关 语 法 G 和 串 xE3* ， 判 断 xEL(CG) 是 可 判定 的 (算法 可 以 是 非 确 定性 的 )。 
实际 上 ，(d) 可 以 被 加 强 和 明确 化 : 
(e) 证 明 上 下 文 有 关 语 法 产生 的 语言 类 是 NSPACE(n) (一 个 方向 上 使 用 〈a) 中 的 构造 ， 另 一 方向 
使 用 (d) 中 的 算法 )。 
如 果 对 于 所 有 的 规则 (z,y) ER 都 有 zx EN， 则 语法 称 为 上 下 文 无 关 。 即 规则 的 左边 是 单字 符 。 
(f) 构造 上 下 文 无 关 语 法 产生 以 下 语言 : 1) 回 文 串 ; 2) “平衡 括号 ” 串 (宽恕 其 不 明确 ,但 唯一 方 
便 定 义 该 语言 的 方法 是 使 用 上 下 文 无 关 语 法 ……); 3) 有 相同 0 和 1 的 串 。 
(g) 说 明 给 定 G，seEL(G) 是 否 可 以 在 P 中 判定 。 
(h) 说 明 如 果 G 是 上 下 文 无 关 语法 ， 则 对 于 任意 串 zx，zEL(G) 的 问题 是 否 属于 P (这 可 以 通过 将 
G 写成 Chomsky 范式 和 一 个 等 价 的 语法 ， 它 满足 RENX N? UNXZ， 加 上 可 能 的 规则 (S,e) 来 说 明 ) 。 
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(i) 如 果 上 下 文 无 关 语 法 满足 RENX (5NU {e})， 则 称 为 右 线 性 语法 。 证 明 右 线性 语法 产生 的 上 下 
文 无 关 语 言 是 正则 语言 〈 常 数 空间 判定 的 语言 ， 见 问题 2. 8. 11)。 

3.4.3 Post 对 应 问题 在 POST 问题 中 ,给 定 字符 串 对 的 有 限 列 表 已 ={(Czl ,21)，… (zyym))， 问 
是 否 存在 每 个 元 素 <<n 的 整数 序列 (i ,… ,ia) 使 得 zz …Zz， 一 yy …y，。 换 句 话 说 ， 给 定 两 种 语言 
的 字典 ， 这 两 种 语言 是 否 有 相同 意思 的 语句 。 证 明 POST 问题 不 可 判定 (从 刀 二 1 的 子 问题 着 手 ) 。 

3.4.4 问题 : 证 明 如 果 工 是 递归 可 枚 举 的 ， 则 存在 可 以 不 重复 枚 举 工 中 元 素 的 图 灵机 M。 

3.4.5 问题 : 证 明 工 是 递归 的 当 且 仅 当 存在 枚 举 L 的 图 灵机 M， 使 得 上 中 的 字符 串 可 以 被 M 按照 
长 度 递 增 的 方式 输出 (在 充分 性 的 证 明 中 ， 当 工 是 有 限时 无 须 证 明 ， 故 假设 工 是 无 限 的 情形 …… 

3.4.6 s-m-n 定理 : 证 明 存 在 一 种 算法 ， 对 于 给 定 字符 串 x 和 接受 语言 {x;y: Czyy)ER} 的 图 灵 
机 描述 ， 这 里 尽 是 一 个 关系 ， 可 以 构造 出 接受 语言 {y:(z,y)E R} 的 图 灵机 M; 的 描述 。 

3.4.7 问题 : 设计 图 灵机 使 得 M(e) 是 M 的 描述 (这 里 有 一 个 解 ， 尽 管 使 用 了 本 书 的 非 正 式 算 法 
记号 : 

打印 下 面 的 文字 两 次 ， 第 二 次 用 引号 。 

“打印 下 面 的 文字 两 次 ， 第 二 次 用 引号 。” 

将 它 表 述 为 图 灵机 一 一 或 者 是 读者 选择 的 任何 程序 语言 )。 

3.4.8 递归 定理 : 假定 了 是 从 图 灵机 描述 到 图 灵机 描述 的 任意 递归 函数 。 证 明 存 在 图 灵机 M， 满 足 
对 于 所 有 zx，M(z) 王 COM)(Cz)。 即 M 和 f(M) 是 等 价 的 。 因 此 M 是 f 的 不 动 点 〈 令 递归 函数 名 是 从 图 
灵机 M 到 另 一 个 图 灵机 的 映射 ,该 图 灵机 对 任意 输入 z, 计算 MCMD (z) 一 一 如 果 M(M) 不 是 图 灵机 的 
描述 ,， 则 M(M) (xz) 二 7。 那么 存在 计算 函数 f(g) 的 图 灵机 My,， 验 证 要 求 的 不 动 点 正 是 
gMg) )) 

3.4.9 算术 谱系 : 我 们 说 关系 RS (3* )* 是 递归 的 ， 如 果 语 言 LR 二 {x1 3 和 zp: (Cri ,XA)ER) 
为 递归 的 。 定 义 束 ， 其 中 有 宇 0， 为 满足 以 下 条 件 的 所 有 语言 L 的 类 : 存在 递归 的 十 1 元 关系 及 使 得 : 

L= {zx: 3x VY x2 QereR (rs xk ,rx))} 
当 上 为 奇数 时 ，Q 为 了 ; & 为 偶数 时 ，Qx 为 VY 。 定义 了 配 二 co54， 即 I 为 5 中 所 有 语言 的 补 语言 构成 
的 集合 。 属 于 5; 的 语言 构成 了 算术 谱系 。 
(a) 证 明 对 于 人 > 0， I 是 满足 以 下 递归 关系 及 的 语言 类 : 
L={x: VY zx Ix“QraR Cr ,Tk IT)} 

(b) 证 明 二 I 一 R,， 31 二 RE。 

(c) 证 明 对 于 所 有 的 i,， 5;+1 写 IL;，3;。 

(d) 证 明 22 是 被 加 上 了 以 下 额外 能 力 的 图 灵机 接受 (不 是 判定 ) 的 语言 类 : 在 任何 时 刻 ， 机 器 可 以 
进入 一 个 特殊 状态 g;， 下 一 个 状态 根据 其 带 上 的 内 容 是 否 为 停机 的 图 灵机 编码 进入 gryewr 或 gno" 。 扩 展 这 
个 定义 到 ，i>2 (学 习 14. 3 节 后 ， 和 喻 示 机 进行 比较 )。 

(e) 证 明 对 于 所 有 的 i，3;+1 关 53; (推广 i 二 0 时 的 证 明 )。 

(f) 证 明 语 言 {M:L(M) 二 3" ) 属于 了 胸 一 下 〈 用 (d) 的 结论 , 证明 它 属于 I;。 然 后 证 明 它 不 属于 
可 以 证 明 其 他 所 有 属于 次 的 语言 归 约 到 它 ， 并 使 用 (e))。 

(g) 将 语言 {M:L(M) 是 无 限 的 } 置 放 于 算术 谱系 中 的 尽 可 能 低 的 层 。 

算术 谱系 最 早 定 义 并 研究 于 : 

OS.C.Kleene. “Recursive predicates and quantifiers,” Trans. Amer. Math. Soc，53，Ppp. 41-73, 1943. 
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© A. Mostowski. “On definable sets of positive integers,” Fundamenta Mathematics. 34, pp. 81-112. 

和 17. 2 节 定 义 的 多 项 式 谱系 比较 。 

3. 4. 10 本章 主题 详 见 : 

© H. Rogers. Theory of Recursive Functions and Ef fective Computability, MIT Press, Cambridge, 
Massachusetts, 1987 (second edition). 


© M. Davis. Computability and Unsolvability, McGraw-Hill, New York，1958. 
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试 考虑 以 下 语句 : “假如 存在 一 个 整数 y 使 得 对 于 所 有 整数 工 都 有 
并 一 y 十 1， 那 么 对 于 任意 两 个 整数 也 和 zt。 都 有 也 一 z。” 这 是 一 个 真 语 句 
(虽然 这 很 琐碎 ， 而 有 全 有 点 混乱 和 无 聊 ) 。 其 意义 在 于 我 们 可 以 从 多 个 层面 
讨论 它 的 真实 性 。 这 个 语句 可 以 写成 

JyYVz(z=y++1)>Y wy z(w=z) 

如 果 看 成 数论 (数学 中 研究 整数 性 质 的 分 支 ) 中 的 一 个 语句 ， 这 个 名 
子 是 真实 的 ， 其 理由 很 简单 : 它 的 前 提 习 yVYz(z=y 十 1) 是 假 的 。 显 然 不 
存在 一 个 后 继 数 为 所 有 整数 的 数 。 

因此 ， 这 个 句子 的 形式 为 A 二 B， 其 中 A 是 一 个 假 语句 。 众 所 周知 
(现在 我 们 在 布尔 逻辑 层面 进行 讨论 )， 如 果 A 是 假 的 ， 那 么 不 论 昌 多 么 
荒 廖 ，A 二 B 都 为 真 。 所 以 我 们 必须 推断 原 句 子 是 真实 的 。 

但 是 原名 子 为 真是 因为 一 个 更 加 基础 的 原因 ， 它 与 数 毫 无 关系 。 我 们 
不 妨 假装 对 整数 一 无 所 知 。 我 们 不 知道 加 法 ， 也 不 知道 1 是 什么 。 我 们 只 
认识 句子 中 一 些 “ 运 辑 ” 符 号 的 意思 ， 上 比如 VY 、 二 、 坊 等 。 对 于 十 我 们 仅 
仅 知道 它 必 定 是 一 个 定义 在 句子 所 讲述 的 神秘 域 里 的 二 元 函数 ， 而 1 则 是 
这 个 域 里 的 一 个 成 员 。 在 这 种 情况 下 ， 我们 将 这 个 句子 理解 (并 讨论 其 真 
实 性 ) 为 一 阶 逻 辑 当 中 的 一 个 句子 。 

即便 如 此 ， 这 个 句子 仍然 是 正确 的 。 理 由 如 下 : 无 论 十 是 什么 ， 它 肯 
定 是 一 个 函数 ， 也 就 是 说 ， 对 每 组 选 定 的 参数 ， 它 有 一 个 唯一 的 值 。 如 果 
这 个 函数 应 用 在 元 素 y (根据 前 提 它 必定 存在 ) 和 元 素 1 上， 那么 我 们 知 
道 我 们 将 得 到 域 中 的 一 个 特定 元 素 ， 称 为 y 十 1。 但 根据 前 提 ， 这 个 域 中 
的 所 有 元 素 都 等 于 y 十 1。 也 就 是 说 ， 域 中 任意 两 个 成 员 都 等 于 y 十 1， 故 
而 彼此 相等 ， 即 YYVz (um 一 z)。 因 此 整个 句子 是 正确 的 ; 前 提 的 确 蕴涵 
了 结论 。 确 立 这 个 结论 仅仅 用 到 了 函数 和 相等 性 的 普通 性 质 。 

这 些 就 是 在 接 下 来 的 三 章 里 我 们 将 考虑 的 数学 推理 的 三 个 层面 ， 按 深 
度 与 复杂 性 递增 依次 为 : 布尔 逻辑 、 一 阶 远 辑 和 数论 。 因 为 研究 兴趣 的 本 
性 ,我 们 将 着 重 考虑 关系 到 这 三 个 不 同 层面 真实 性 的 许多 重要 的 计算 问 
题 。 来 源 于 逻辑 学 的 计算 问题 在 复杂 性 理论 中 拥有 相当 重要 的 地 位 ， 因 为 
它们 天 生 就 非常 具有 表达 力 而 且 丰 富 多 彩 ( 别 忘 了 表达 力 是 逻辑 学 的 存在 
理由 )， 它 们 不 但 可 以 用 来 表达 数学 原理 ， 还 可 以 用 来 表达 不 同 层面 的 计 
算 。 本 书 的 主要 任务 是 将 复杂 性 概念 与 实际 计算 问题 一 臻 化， 在 这 当中 可 
辑 学 将 是 一 个 最 有 价值 的 媒介 。 
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界 分 解 为 事实 。 每 个 事实 可 以 发 生 或 者 不 发 生 ， 其 余 的 一 切 则 仍 保持 原样 。 
Ludwig Wittgenstein 





它 可 为 真 ， 也 可 为 假 。 而 你 将 得 到 一 样 的 回报 。 
一 一 Claskh 乐队 


4.1 布尔 表达 


首先 让 我 们 指定 一 个 可 数 无 限 的 布尔 变量 字母 集 义 二 {xi ,xzs，"…}。 这 些 变量 都 可 以 取 
真 值 真 或 者 假 。 可 以 使 用 布尔 连接 词 ， 比 如 V ( 逮 辑 或 ) 、A (还 辑 与 ) 和 一 (逻辑 非 ) 来 
组 合 布尔 变量 ， 就 像 在 代数 学 中 用 十 、X 和 一 将 实数 组 合成 为 算术 表达 式 一 样 。 以 下 就 是 
布尔 表达 式 的 定义 。 

定义 4.1 一 个 布尔 表达 式 可 以 是 下 列 中 任意 一 个 : a) 一 个 布尔 变量 ， 比 如 zi 
b) 一 个 形 如 二 po 的 表达 式 ， 其 中 $1 是 一 个 布尔 表达 式 ; c) 一 个 形 如 ($1 V $s) 的 表达 式 ， 
其 中 页 和 pz 都 是 布尔 表达 式 ; d) 一 个 形 如 (人 pz) 的 表达 式 ， 其 中 $1 和 po 都 是 布尔 表 
达 式 。 我 们 称 b) 中 的 表达 式 为 $1 的 “ 非 ?， 称 c) 中 的 表达 式 为 $1 和 $2 的 析 取 ， 称 d) 中 
的 表达 式 为 $1 和 po 的 合 取 。 一 个 形 如 zi 或 -xz 的 表达 式 称 为 一 个 文字 。 口 

以 上 仅仅 定义 了 布尔 表达 式 的 语法 ， 也 就 是 ， 它 们 比较 肤浅 而 明显 的 结构 。 而 赋予 一 
个 逻辑 表达 式 生 命 的 是 它 的 语义 ， 亦 即 它 的 含义 。 布 尔 表 达 式 的 语义 是 相对 简单 的 : 这 些 
表达 式 的 真 、 假 值 取决 于 其 中 的 布尔 变量 是 否 为 真 或 为 假 。 由 于 布尔 表达 式 的 定义 是 归纳 
的 ， 所 以 它 起 始 于 一 个 变量 的 最 简单 形态 ， 然 后 通过 连接 词 将 简单 的 表达 式 组 合成 为 复杂 
的 表达 式 。 相 应 地 ， 关 于 布尔 表达 式 的 讨论 大 多 也 是 归纳 的 。 对 于 布尔 表达 式 属性 的 定 
义 ， 我们 必须 沿用 与 最 初 定义 中 一 样 的 归纳 方法 ， 并且 我 们 的 证 明 也 将 对 表达 式 的 结构 展 
开 归 纳 。 

定义 4.2 一 个 真 值 指派 本 是 指 从 一 个 有 限 的 布尔 变量 集 X'(X’ CX) 到 真 值 集合 
{ 真 ， 假 } 的 一 个 映射 。 令 为 布尔 表达 式 ， 我 们 可 以 归纳 地 定义 上 中 所 出 现 的 布尔 变量 
集合 X($8)(X(8)CX) 如 下 : 如 果 8 是 布尔 变量 x;， 那么 (8) 二 {xi)}。 如 果 $= 一 i， 
那么 X(8) 二 XC(81)。 如 果 $ 二 ($1V #8) 或 者 $8 一 ($81 人 人 各)， 那 么 X($) 二 XC(81)U X(pz)。 

现在 令 T 为 布尔 变量 集 X 上 的 一 个 真 值 指派 ，X(8)CX ,我们 称 这 样 一 个 真 值 指派 对 
于 $ 是 合适 的 , 或 者 称 了 适合 4。 假设 适合 %， 我 们 接 下 来 定义 满足 8， 记 为 TEF4。 如 
果 是 一 个 变量 zx; EX(8)， 那 么 当 T(zxi)= 二 真 时 有 T 上 E88。 如 果 $8 一 一 加， 那么 当 T (zi) 医 加 
时 有 了 TF4( 即 当 了 T 卫 $1 不 成 立 )。 如果 $ 二 加 V #2， 那么 当 TEFy1 或 者 TF8z 时 有 TEF8。 最 
后 ， 如 果 % 一 页 人 人 多， 那么 当 了 TF 轴 和 TFg 同时 成 立时 有 TE $。 口 

例 4.1 考虑 布尔 表达 式 $= 二 (( 一 ziV zz) 信 zs3)。 它 有 一 个 合适 的 真 值 指派 实例 : 
T(z1) 二 T(zxa) 二 真 ,， 而 T(zz) 二 假 。 那么 TE $ 成 立 吗 ? 显然 工 Fzs。 但 是 对 于 一 
取 表 达 式 满足 的 定义 要 求 工 同时 满足 (- zi V xs)。 那 它 是 否 满足 呢 ? 首 先 由 于 TF x1， 
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因此 有 了 工 久 zz。 同 样 ， 了 工 基 zs 。 由 此 可 推 工 基 ( 一 zi V zz)， 因 为 没有 一 个 析 取 表达 式 被 满 
足 。 最 后 ，T 居 上， 因为 它 不 能 满足 其 中 的 一 个 合 取 表 达 式 一 一 即 (一 zl Vzz)。 加 

为 了 方便 表达 ， 有 时 候 可 以 使 用 以 下 两 个 布尔 连接 词 : 我 们 以 (办 二 $2) 作为 各 V 
82) 的 简写 ; 而 以 (全 p 各 ) 作为 〈( 轴 之 归 ) 和 人 (迷人 和 册 )) 的 简写 。 

给 定 两 个 表达 式 $1 和 所， 如 果 任 意 一 个 适合 它们 的 真 值 指派 工 都 满足 工 Fga 当 且 仅 
当 了 TFgz (也 就 是 说 ， 对 任意 合适 的 了 TF(Cg 傅 妇 )， 参 见 问题 4.4.2)， 那 么 我 们 说 
1、#2 是 等 价 的 ， 记 做 加 三 #87。 如 果 两 个 布尔 表达 式 是 等 价 的 ， 那么 它们 可 以 被 视 为 同 
一 个 对 象 的 不 同 表示 ， 并 且 可 以 互 换 使 用 。 布 尔 连接 词 拥 有 一 些 基本 的 有 用 性 质 ， 比 如 交 
换 律 和 结合 律 ， 很 像 数 学 运算 符 。 我 们 接 下 来 概述 这 些 性 质 。 

性 质 4.1 设 各 、$ps 和 ps 为 任意 布尔 表达 式 。 那么 有 : 

(1) ($1V #2)( $2 V $1)。 

(2) ($1 MN $2)=( $2 A $1) 

(3) 一 一 向 三 办。 

(4) (C$1V $23)V $3) ($1V ($2 V $3))。 

(5) ((#1 M$2)N $3) ($1 MC($2 A $a))。 

(6) (C$1 M$2)V $3) (Cp1V $3) A (pz V $3))。 

(7) (($1V $2)AN $3) (CC A $3)V C82 A $3)), 

(8) 一 (和 V $2) Nm po 

(9) -$1 A $2) pi Vo $2), 

(10) #1V 四 三 1。 

(11) #1 A #1 二 1。 口 

交换 律 (1) 和 (2) 是 V 和 和 定义 中 对 称 性 的 直接 推论 ， 而 性 质 (3) 则 由 一 的 定义 
直接 可 得 。 性 质 (4) 和 (5)， 即 V 和 人 和 的 结合 律 ， 也 可 以 由 定义 推出 。 其 他 性 质 的 证 明 
请 参照 问题 4. 4. 2， 包 括 性 质 (6) 和 (7) (V 和 和 的 分 配 律 )、 人 性质 (8) 和 〈9) 〈 德 ， 摩 
根 律 (De Morgan))、 性 质 (10) 和 “(11) (布尔 表达 式 的 宕 等 律 ) 以 及 关于 真 值 表 方 法 
(一 种 证 明 前 面 所 述 事实 的 通用 技巧 ) 的 介绍 。 值 得 一 提 的 是 ， 从 性 质 (6) 到 〈9)， 我 们 
可 以 看 出 V 和 人 之 间 明 显存 在 一 种 完全 对 称 性 ， 也 可 说 是 “对 偶 性 ”。 布 尔 表达 式 中 的 对 
偶 性 比 算 术 中 的 强 很 多 〈 比 如 ， 加 法 就 不 能 在 乘法 上 分 配 ) 。 

性 质 4. 1 使 我 们 此 后 可 以 用 简化 的 布尔 表达 式 。 我 们 可 以 省 略 括号 ， 如 果 它 们 隔 开 的 是 
相同 的 二 元 连接 词 (V 或 人 )。 这 就 是 说 ， 我们 可 以 把 表达 式 (((z1 Vx3)V xz)VzxaV 
(zz Vx5)) 改写 成 ziVnmzVyvxzyvzyxzVxz， 人 允许 “长 析 取 ”和 “长 合 取 ”。 注 意 ， 根 
据 交换 律 和 徊 等 律 ， 我 们 可 以 保证 长 析 取 和 长 合 取 不 包含 重复 的 表达 式 : 比如 我 们 可 以 将 
上 面 的 析 取 式 改 写成 z1 V 一 zx3 V zs V zs V xs。 我 们 将 偶尔 使 用 一 些 类 似 于 代数 中 》) 与 
可 的 数学 符号 ;人 "8; 表示 (gH 和 $2 人 一 人 人 pn)， 而 Vr_i9i 表示 (81V $2V*V $n)。 

另外 ， 根 据 这 些 性 质 ， 我 们 可 以 确定 依照 某 种 方便 的 专门 格式 ， 每 个 布尔 表达 式 都 能 够 
改写 成 一 个 等 价 的 表达 式 。 特 别 是 ， 我 们 称 一 个 布尔 表达 式 $ 为 合 取 范式 ， 如 果 % 一 全 1 
Ci， 其 中 7 过 1 且 每 一 个 Ci 都 是 一 个 或 者 多 个 文字 的 析 取 式 。 这 些 Ci 称 为 这 个 合 取 范 式 中 表 
达 式 的 子 句 。 对 称 地 ， 我 们 称 一 个 布尔 表达 式 $ 为 析 取 范式 ， 如 果 $ 二 Vi_1D;， 其 中 n 宇 1 且 
每 一 个 D; 都 是 一 个 或 者 多 个 文字 的 合 取 式 。 这 些 Di 称 为 这 个 析 取 范式 的 蕴涵 项 。 
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定理 4.1 每 个 布尔 表达 式 都 等 价 于 某 个 合 取 范式 ， 也 等 价 于 某 个 析 取 范式 。 

证 明 : 按照 $ 的 结构 进行 归纳 。 如 果 $= 二 zx;， 一 个 单 变量 ,那么 结论 明显 成 立 。 如 果 
$ 二 一 各 ， 假 设 根据 归纳 我 们 已 经 把 页 改写 成 一 个 析 取 范式 ， 其 中 的 蕴涵 项 为 Di (j 王 
1,…,n)。 那 么 ,根据 德 。 摩根 律 ( 性 质 4. 1 中 的 性 质 (8〉 和 性 质 (9))，$ 是 所 有 一 DD; 
的 合 取 式 。 再 次 应 用 德 * 摩根 律 ， 则 每 个 一 Di 是 文字 (Di 中 文字 的 非 ) 的 析 取 。 对 于 $3 
的 析 取 范式 ， 同 样 可 以 从 #81 的 合 取 范式 开始 展开 。 

现在 假设 4 二 (81V $8z)。 对 于 析 取 范式 ， 归 纳 步 骤 非 常 明 显 : 如 果 81 和 $2 都 是 析 取 
范式 ， 那么 $1V pz 也 是 。 要 把 $ 改 成 合 取 范式 ， 先 假定 如 和 pz 都 已 经 是 合 取 范式 , 令 
{Dii:i 二 1,…*ym) 和 {Dzj; :二 1，… ,nz) 为 两 个 相应 的 子 句 集合 。 那 么 显而易见 $ 等 价 于 
以 下 nly， 个 子 句 的 合 取 式 : {(DiiV Dzj;):i 二 1,… ,nm1,j 二 1,…,n2}。$ 二 (加 入 $2) 的 情 
况 与 上 面 完全 对 称 ， 故 同 理 可 得 。 加 

定理 4. 1 的 证 明 中 的 构造 看 起 来 很 有 算法 特色 ， 而 且 看 起 来 它 似 乎 还 是 一 条 颇 有 和 希望 
的 多 项 式 时 间 方 法 : 归纳 步骤 中 最 难 的 构造 是 关于 mi， nz 个 子 句 ， 而 这 可 以 在 归纳 假设 
所 得 的 合 取 范 式 长 度 的 平方 时 间 内 完成 。 但 是 ， 这 个 多 项 式 的 外 表 是 欺骗 性 的 : 由 于 长 析 
取 产 生 重 复 平方 ， 而 这 能 导致 最 终 范式 的 大 小 是 原 表达 式 大 小 的 指数 函数 (参见 问题 
4. 4. 5。 一 般 来 说 ， 指 数 函 数 是 最 糟糕 的 情况 )。 事 实 上 ,我 们 可 以 假定 范式 是 比较 标准 
的 : 其 中 没有 重复 的 子 句 或 蕴涵 项 (如 果 有 ， 可 以 通过 性 质 4. 1 的 性 质 (10) 和 (11) 消 
去 它们 )， 同 时 每 个 子 句 或 蕴涵 项 中 也 没有 重复 的 文字 〈 理 由 同上 ) 。 


4.2 可 满足 性 与 永 真性 


如 果 存 在 一 个 适合 多 的 真 值 指派 工 使 得 工 Fy， 我 们 说 一 个 布尔 表达 式 多 是 可 满足 的 。 
如 果 对 所 有 适合 的 真 值 指派 工 都 有 工 F 上 y， 我 们 就 称 风 是 永 真 的 或 者 称 多 为 一 个 重 言 式 。 
因此 ， 一 个 永 真 的 表达 式 必 须 是 可 满足 的 〈 而 一 个 不 可 满足 的 表达 式 不 可 能 是 永 真 的 ) 。 
如 果 多 是 永 真 的 ， 我 们 记 作 F %， 这 里 没有 提 及 真 值 指派 工 因为 任意 〈 适 合 的 ) 了 都 可 
以 。 另 外 ， 假 设 布尔 表达 式 $ 是 不 可 满足 的 ， 我 们 接 下 来 考虑 8。 显然 ， 对 任意 适合 $ 
的 真 值 指 派 都 有 TT 括 #5， 因此 工 上 上 一: 

性 质 4.2 ”一 个 布尔 表达 式 是 不 可 满足 的 当 且 仅 
当 它 的 非 是 永 真 的 。 器 


换 名 话说， 所 有 布尔 表达 式 的 全 集 可 用 图 4.1 来 不 可 


时 永 真 的 满足 的 
表示 ， 而 “ 非 ” 则 可 看 作 一 个 该 图 沿 垂直 对 称 轴 的 
“翻转 ” 操作 。 
例 4.2 ”表达 式 ((xi V 一 zxz) 人 一 zx1) 是 可 满足 : 
， 它 可 以 被 工 (Ga =T(xz)= J y | 
0 这 0 一 外 请 丰 5 男 一 方面 。 | 有 i 有 站 尔 绕 迁 式 的 站 尘 女 避 痢 


$=((z1V zz V x3) A (x1 VV- ZX2) 
A (ze Vis) A Crs V7 2) A zi V -rs Y ~ £3)) 
是 不 可 满足 的 。 要 验证 这 一 点 ,我 们 首先 要 注意 到 它 是 一 个 合 取 范式 ， 所 以 一 个 满足 的 真 
值 指派 必须 满足 所 有 的 子 句 。 第 一 个 子 句 要 求 TCzl) 、T(zz)、T(Czs) 中 有 一 个 为 真 。 容 
易 验 证 接 下 来 的 三 个 子 句 要 求 所 有 三 个 值 都 是 一 样 的 。 最 后 一 个 子 句 要 求 三 个 值 中 有 一 个 
为 假 。 因 此 $ 不 可 能 被 任何 真 值 指派 满足 。 
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一 旦 确认 了 这 一 点 ， 我 们 可 以 立即 得 出 一 $8 二 (一 XI A 一 zz A 7X3)V (xiAzrz)V 
C 人 zAzs)V (一 x3 人 Xz1)V (zi 人 zxz 人 zs3)) 是 永 真 的 。 口 

可 满足 性 和 永 真性 是 布尔 表达 式 的 重要 性 质 ， 因 此 我 们 必须 仔细 学 习 相 关 计 算 问 题 。 
为 了 方便 算法 处 理 ， 一 个 布尔 表达 式 可 以 表示 为 某 个 字母 集 上 的 字符 串 ， 这 个 字母 集 包 括 
符号 zx、0 和 1 (这 对 记载 带 有 二 进 制 索 引 的 变量 名 很 有 用 )， 以 及 布尔 表达 式 语 法 所 需 的 
符号 (、)、V、 一 、A 人 。 一 个 布尔 表达 式 的 长 度 是 指 其 对 应 字符 串 的 长 度 。SATISFI- 
ABILITY (简写 为 SAT) 是 指 : 给 定 一 个 合 取 范式 形式 的 布尔 表达 式 %， 它 可 以 被 满足 
吗 ? 我 们 要 求 表达 式 是 合 取 范 式 ， 因 为 以 下 两 个 理由 : 首先 ， 我 们 知道 所 有 的 表达 式 原则 
上 都 可 以 表示 成 合 取 范式 ; 其 次 ， 可 满足 性 的 这 种 特殊 形式 一 定 程度 上 体现 了 整个 问题 的 
复杂 性 〈 例 4. 2 对 此 也 许 有 说 明 ) 。 

有 趣 的 是 ， 我 们 不 难 发 现 SAT 可 以 在 O(n:2") 时 间 内 解决 ， 相 应 的 穷 举 算法 将 测试 
表达 式 中 所 出 现 变 量 的 真 值 的 所 有 可 能 组 合 ， 如 果 其 中 有 一 个 组 合 满足 ， 这 个 算法 将 回答 
“yes”， 否 则 回答 “no”。 男 外 ，SAT 可 以 被 一 个 非 确定 性 多 项 式 算 法 轻松 解决 ， 这 样 一 个 
算法 将 能 猜测 一 个 满足 的 真 值 指 派 并 验证 它 的 确 满足 所 有 子 句 ， 因 此 SAT 属于 NP。 与 
NP 中 的 另 一 个 重要 成 员 TSP(D) 一 样 ， 目 前 我 们 不 知道 SAT 是 否 属于 了 (不 过 我 们 强烈 
怀疑 它 不 属于 ) 。 

Horn 子 句 

SAT 有 一 个 例子 可 以 被 相当 容易 地 人 解决。 如果 一 个 子 句 有 至 多 一 个 正文 字 ， 我 们 就 
说 这 个 子 句 是 Horn 子 名 。 也 就 是 说 ， 它 所 有 的 文字 ， 除 了 最 多 一 个 可 能 的 例外 外 ， 都 是 
某 个 变量 的 非 。 因 此 下 面 的 子 句 都 是 Horn 子 句 : (一 za Vxzs)、(CnmZIVDzZ2 VDmZz3 VD2Z4) 
和 (zli)。 这 些 子 句 中 ， 第 二 个 是 一 个 纯粹 的 非 子 句 〈 即 没有 正文 字 )， 而 其 余 的 都 有 一 个 
正文 字 ， 称 为 蕴涵 式 。 之 所 以 这 样 称呼 它们 ， 因 为 它们 可 以 改写 为 形 如 ((zi 人 Azz 人 … 人 和 
Zzm) 访 y) 的 式 子 一 一 其 中 y 是 正文 字 。 例 如 ， 上 面 三 个 子 句 中 的 两 个 蕴涵 式 可 以 分 别 改 
写成 : (zs 之 Z3),((zl 人 zz 人 zs 人 z4) 一 假 ) 和 “【〈 真 己 zl) (最 后 一 个 子 句 中 ， 我们 用 “ 表 
达 式 ” 真 来 表示 没有 变量 的 合 取 式 ) 。 

上 面 这 些 子 句 都 可 满足 吗 ? 基于 Horn 子 句 的 蕴涵 形式 ,我 们 可 以 设计 一 个 有 效 的 
算法 来 测试 它们 是 否 可 满足 。 为 了 清楚 地 描述 这 个 算法 ,我们 最 好 将 一 个 真 值 指 派 看 成 
一 个 包含 所 有 真 值 指派 为 真 的 变量 集合 T， 而 不 是 一 个 从 变量 集 到 集合 { 真 ， 假 } 的 
函数 。 . 

我 们 想 要 确定 一 个 Horn 子 句 的 合 取 表达 式 $ 是 否 是 可 满足 的 。 开 始 ， 我 们 只 考虑 Y 
中 的 蕴涵 式 。 该 算法 将 为 $ 的 这 个 部 分 构建 一 个 满足 的 真 值 指派 。 开 始 ，T: 一 9， 即 所 有 
变量 真 值 为 假 。 接 下 来 我 们 重复 以 下 步骤 ， 直 到 所 有 蕴涵 式 被 满足 ， 选择 一 个 尚未 被 满足 
的 蕴涵 式 ((zi 人 Azz 人 …A 人 za) 一 y) 〈 即 其 中 所 有 zi 为 真 而 y 为 假 的 一 个 子 句 )， 然 后 将 y 
添加 到 工 〈 使 它 为 真 ) 。 

这 个 算法 将 会 终止 ， 因 为 工 每 一 步 都 在 变 大 。 而 且 所 得 到 的 真 值 指派 必定 满足 中 的 
所 有 蕴涵 式 ， 因 为 这 是 算法 终止 的 唯一 途径 。 最 后 ,假设 另外 一 个 真 值 指派 也 满足 $ 
中 的 所 有 蕴涵 式 ， 我们 将 发 现 TET 。 因 为 ， 如 果 不 这 样 我 们 可 以 考虑 算法 运行 过 程 中 首 
次 出 现 工 不 是 T 子 集 的 时 刻 : 导致 这 个 对 了 的 插 和 人 动作 的 子 句 不 可 能 被 了 满足。 


76 


VRE 


[78 


[79 | 


46 第 二 部 分 率 大 学 








现在 可 以 确认 整个 表达 式 $ 的 可 满足 性 。 可 以 肯定 : $ 是 可 满足 的 当 且 仅 当 上 述 算法 
所 得 到 的 真 值 指派 了 满足 $。 假 设 存在 $ 的 一 个 纯粹 非 子 句 不 能 被 工 满足 一 一 比如 (ziV 
一 zz VV 一 zxm)。 那 么 有 {zi，zwjSET。 因 此 没有 一 个 工 的 扩 集 可 以 满足 这 个 子 句 ， 
但 是 我 们 知道 所 有 满足 $ 的 真 值 指派 都 是 工 的 扩 集 。 

显然 上 面 列 出 的 步骤 都 可 以 在 多 项 式 时 间 内 执行 ， 因 此 我 们 同时 证 明了 下 面 的 结论 
(我 们 用 HORNSAT 表示 Horn 子 句 特例 中 的 可 满足 性 问题 ， 这 是 在 本 书 中 我 们 接 下 来 还 
将 碰 到 许多 SAT 的 一 个 特例 和 变种 )。 

定理 4.2 HORNSAT 属于 了 。 


4.3 布尔 函数 与 电路 


定义 4.3 一 个 nn 元 布尔 函数 是 函数 f{ 真 , 假 )" 忆 { 真 , 假 ;}。 例如，V 、 和 人、 之 和 今 可 
以 视 为 16 个 可 能 的 二 元 布尔 函数 中 的 4 个， 因为 它们 将 真 值 对 (布尔 表达 式 成 员 的 真 值 
对 ) 映射 到 ( 真 , 假 ) 上 ,。 一 是 一 个 一 元 布尔 函数 (其 他 一 元 函数 仅 有 常量 函数 和 和 恒 等 函 
数 )。 一 般 而 言 ， 一 个 布尔 表达 式 $ 可 以 被 视 为 一 个 n 元 布尔 函数 1，， 这 里 n= 二 1X($)|， 
因为 对 任意 关于 $ 中 变量 的 真 值 指 派 人 一 个 $ 的 真 值 定义 为 如 果 TT 上 乒 %， 则 它 为 真 ; 
如 果 工 括 5， 则 它 为 假 。 形 式 化 地 ， 我 们 称 包含 变量 zl ，…，z 的 布尔 表达 式 风 表达 了 7 
元 布尔 函数 /， 如 果 对 于 任意 的 nn 元 真 值 组 1 二 (4 ,…,t,),T 上 EF $ 可 推出 f(t) 为 真 ， 如 果 
工 世 8 则 有 f(t) 为 假 ， 这 里 对 于 所 有 i 二 1,…,n， 有 T(xi) 二 ti。 

因此 ， 每 个 布尔 表达 式 都 表达 了 某 些 布尔 函数 。 而 反 过 来 看 则 可 能 更 有 趣 。 

性 质 4.3 任何 元 布尔 函数 f 都 可 以 表示 成 一 个 包含 变量 xz1，…,x 的 布尔 表达 
式 $/。 

证 明 : 设 下 为 包含 { 真 , 假 )” 中 所 有 使 了 为 真 的 n 元 真 值 组 的 子 集 。 对 每 一 个 1 二 
(1 stn)EF， 令 Di 为 所 有 相应 zi; 为 真 的 变量 x; 以 及 所 有 相应 i; 为 假 的 变量 zx; 的 非 
一 ZX; 的 合 取 式 。 那 么 最 终 所 求 的 表达 式 为 $1 二 VierD， (请 注意 ， 它 已 经 是 析 取 范式 )。 
显然 ， 对 任意 适合 $ 的 真 值 指派 工 ，TFg7r 当 且 仅 当 f(D) 二 真 ， 这 里 名 二 T(xi)。 

在 性 质 4.3 的 证 明 中 产生 的 表达 式 的 长 度 (为 了 表达 它 所 需要 的 符号 个 数 ) 为 
O(22") 。 虽 然 许 多 有 趣 的 布尔 函数 能 够 被 很 短 的 表达 式 表 示 ， 但 我 们 可 以 发 现 绝 大 多 数 
布尔 函数 并 不 能 如 此 (一 个 更 规范 的 叙述 可 以 参考 定理 4. 3) 。 

定义 4.4 存在 一 种 也 许 能 够 比 表 达 式 更 加 经 济 地 表示 布尔 函数 的 方法 一 一 布尔 电路 。 
一 个 布尔 电路 是 一 个 图 C= 二 (V,E)， 其 中 V 二 {1,…,n) 中 的 结 点 称 为 C 的 门 。 图 C 有 比 
较 特殊 的 结构 。 首 先 ， 图 中 没有 环 路 ， 所 以 我 们 可 以 假定 所 有 的 边 都 具有 形式 (i，j)， 其 
中 ii 〈 见 问题 1.4.4) 。 图 中 所 有 的 结 点 的 人 度 〈 扇 人 边 的 数目 ) 为 0、1 或 者 2。 而 且 ， 每 
一 个 门 i€V 都 有 一 个 关联 的 类 型 5(i)， 这 里 5( 让 EE ( 真 , 假 , V ,人 ,一 }U {x ,zz，…)。 如 果 
5( 让 EI{ 真 , 假 )U {zi,x2，…}， 那 么 i 的 入 度 为 0， 即 i 不 能 有 扇 和 人 边 。 没 有 扇 人 边 的 门 称 
为 C 的 输入 。 如 果 s( 让 = 一， 那么 i 的 入 度 为 1。 如 果 s(i)E1{V, 人 },， 那么 i 的 入 度 为 2。 
最 后 ， 结 点 n (电路 中 编号 最 大 的 门 ， 它 不 能 有 扇 出 边 ) 称 为 电路 的 输出 门 (事实 上 ,我 
们 还 将 考虑 有 多 个 输出 的 电路 ， 它 们 能 够 同时 计算 多 个 函数 。 在 这 种 情况 下 ， 任 何 没有 扇 
出 边 的 门 都 将 被 视 为 输出 ) 。 

以 上 完成 了 对 电路 语法 的 定义 。 电 路 的 语义 给 每 个 适合 的 真 值 指派 指定 了 一 个 真 值 。 
我 们 用 X(C) 表示 电路 C 中 所 有 布尔 变量 的 集合 ( 即 X(C) 二 {xEX:;s( 让 二 x，i 为 C 中 
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的 某 个 门 }) 。 我 们 说 一 个 真 值 指派 工 对 C 是 适合 的 ， 前 提 是 它 定 义 在 XCC) 中 的 所 有 变 
量 上 。 给 定 这 样 一 个 工 ， 门 1iEV 的 真 值 (i) 按照 i 归纳 定义 如 下 : 如 果 s( 让 二 真 ， 那么 
T( 让 == 真 ; 同样 ， 如 果 s( 让 == 假 ， 那么 T(i)= 假 。 如 果 s(i)EX,， 那么 T(i)==T(s(i))。 
现在 ， 如 果 s( 让 == 一 ， 那 么 存在 一 个 唯一 的 门 7 二 i 使 得 (j,i) EE。 通过 归纳 ,我们 已 知 
T(j),， 于 是 T(i)== 真 当 T(j)== 假 ， 反之 亦 然 。 如 果 s( 让 二 V ， 那 么 存在 两 条 边 (j,i) 和 
0',i) 扇 人 i。 因此 T( 让 == 真 当 且 仅 当 TC) 与 T(j') 中 至 少 有 一 个 为 真 。 如 果 (让 二 人 ， 
那么 T()== 真 当 且 仅 当 T(j) 与 T(j') 同时 为 真 ， 这 里 (j,i) 和 (j,i) 为 i 的 扇 和 人 边 。 
最 后 ， 电 路 的 值 T(C) 是 T(n)， 其 中 是 输出 门 。 回 

例 4.3 图 4.2a 给 出 了 一 个 电路 。 这 个 电路 没有 类 型 为 真 或 者 假 的 输入 ， 因 此 它 可 以 
被 看 成 是 表示 一 个 布尔 表达 式 $ 二 (x3 人 -CCzlVxz)A(CnzVDmz))) VCnz3sACZIV 
Z2) 人 (一 了 V 一 取 ))。 

反 过 来 ， 给 定 一 个 布尔 表达 式 %， 存 在 一 个 构造 电路 Cs 的 简单 方法 ， 使 得 对 适合 二 
者 的 任意 真 值 指派 工 有 T(C; ) 王 真 当 且 仅 当 TFy。 构 造 过 程 遵 循 风 的 归纳 定义 ， 并 为 每 
一 个 碰 到 的 子 表 达 式 构建 一 个 新 的 门 i。 图 4. 2b 给 出 了 从 上 面 表达 式 构造 出 来 的 电路 C， 。 
注意 图 4. 2a 与 图 4. 2b 的 区 别 。“ 标 准 ” 电 路 Cy 体积 更 大 ， 因 为 它 没有 利用 “共享 子 表达 
式 ” 的 优势 。 在 表示 布尔 函数 时 ， 这 些 共享 子 表达 式 〈 出 度 大 于 1 的 门 ) 可 能 使 电路 比 表 


达 式 更 加 经 济 。 口 
例 4.4 图 4.3 给 出 了 一 个 零 变量 电路 C， 即 一 个 没有 类 型 属于 X 的 门 的 电路 。 它 的 

真 值 T(CC) 独立 于 真 值 指派 了 。 在 这 个 例子 中 ， 它 碰巧 为 假 。 口 
(xs A— x1Vr2) A TV TV (a rs A riV rz) Nm ri Vm 2)) 





图 4.2 同一 表达 式 的 两 个 电路 图 4.3 一 个 零 变 量 电路 


有 一 个 与 电路 相关 的 有 趣 计 算 问 题 ， 叫 作 CIRCUIT SAT (电路 可 满足 性 问题 )。 给 
定 一 个 电路 C， 是 否 存 在 一 个 适合 C 的 真 值 指派 T 使 得 T(C)== 真 ? 不 难看 出 CIRCUIT 
SAT 与 SAT 是 计算 等 价 的 ， 因 此 估计 会 很 难 。 计 算 等 价 ， 或 者 归 约 ， 将 在 第 8 章 中 
正式 阐述 。 现 在 让 我 们 考虑 在 零 变量 门 电路 ( 见 图 4. 3) 中 的 相同 问题 。 这 个 问题 称 为 
CIRCUIT VALUE (电路 值 问 题 ) ， 它 明显 有 一 个 多 项 式 时 间 算 法 : 按照 电路 值 定义 中 
的 数字 顺序 计算 所 有 门 的 值 ， 不 需要 考虑 任何 真 值 指派 。CIRCUIT VALUE 是 又 一 个 与 
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逻辑 相关 的 基本 计算 问题 。 

类 似 于 布尔 表达 式 “ 表 达 ” 布 尔 函 数 ， 布尔 电路 “计算 ”布尔 函数 。 例 如 ， 图 4. 2 
中 的 两 个 电路 都 能 够 计算 xz1、z2 和 zs 的 奇偶 值 (如 果 有 奇数 个 变量 的 真 值 为 真 ， 那 么 
这 个 奇偶 值 为 真 ， 否 则 为 假 )。 形 式 化 地 ， 我 们 说 一 个 包含 变量 xz1 ，…，zn 的 布尔 电路 
C 计算 友 元 布尔 函数 /， 前 提 是 对 任意 nn 元 真 值 组 t 二 (1,…,t) 都 有 f( 四 二 T(C)， 这 
里 真 值 指派 工 的 定义 为 : 对 所 有 ;一 1，…，7，T(zi) 一 万 。 

显然 ， 任 意 革 元 布尔 函数 都 能 够 被 一 个 布尔 电路 计算 (因为 它 能 够 先 表达 为 一 个 布 
尔 表 达 式 )。 一 个 有 趣 的 问题 是 ， 作 为 的 函数 ， 电 路 需要 多 大 呢 ? 

定理 4.3 任 给 nn 三 2， 存 在 一 个 nn 元 布尔 函数 f 使 得 没有 一 个 门 数 不 多 于 2”"/2n 的 
布尔 电路 可 以 计算 它 。 

证 明 : 如 若 不 然 ， 可 以 反 设 存在 某 个 n 宇 2 使 得 所 及 元 布尔 函数 都 能 够 被 门 数 不 
多 于 2”/2n 的 布尔 电路 计算 。 

我 们 知道 存在 22 个 不 同 的 nn 元 布尔 函数 。 但 是 有 多 少 门 数 不 多 于 m 的 电路 呢 ?” 精 
确 的 答案 难以 计算 ， 但 是 不 难得 到 一 个 上 限 估 值 : 只 要 我 们 为 每 个 门 选 定 两 个 变量 ， 即 
它 的 类 型 和 扇 入 它 的 门 ， 一 个 电路 就 可 以 完全 定义 好 了 。 而 这 m 个 门 中 的 每 一 个 都 有 
不 超过 (n 十 5)，m? 个 选择 ， 那 么 总 共 就 有 最 多 ((n 十 5)，m?)” 个 电路 选项 。 这 些 选 
项 中 有 很 多 是 不 规范 的 电路 ， 而 且 这 当中 也 可 能 有 相同 电路 伪装 成 不 同 电 路 ， 不 过 可 以 
肯定 的 是 拥有 个 变量 和 不 多 于 m 个 门 的 电路 个 数 不 会 多 于 ((n 十 5)，m?)”。 

现在 令 m= 二 2"/2n， 则 不 难 发 现 拥 有 nn 个 变量 和 不 多 于 m 个 门 的 电路 个 数 的 上 界 估 值 少 
于 nn 个 变量 上 的 布尔 浮 数 的 数量 。 要 理解 这 一 点 ， 只 需 比 较 这 两 个 数量 的 对 数 (以 2 为 底 ): 


结果 分 别 是 2" (1 一 :88 《4 en 十 52) 和 2"， 而 后 者 显然 更 大 ， 因 为 w>>2。 因 此 ， 如 果 我 们 


假设 每 个 拥有 nn 个 变量 的 布尔 函数 都 被 一 个 拥有 最 多 冯 个 门 的 电路 计算 ， 我 们 就 会 得 出 至 少 
有 两 个 不 同 的 nn 元 布尔 函数 和 被 相同 的 电路 计算 ， 而 这 当然 是 芒 廖 的。 口 

复杂 性 理论 中 一 个 主要 的 难题 是 : 虽然 我 们 知道 存在 许多 指数 复杂 度 的 布尔 函数 〈 事 
实 上 ,大 多 数 拥有 个 变量 的 布尔 函数 都 是 指数 复杂 度 的 ， 参见 问题 4. 4. 14) ， 但 是 没 人 
能 够 提出 一 系列 需要 超过 线性 数量 的 门 来 计算 的 布尔 函数 。 


4.4 注解 、 参 考 文献 和 问题 


4.4.1 除了 定理 4.2 和 定理 4. 3 外 ， 本 章 的 大 部 分 内 容 都 应 该 至 少 是 间接 熟悉 的 。 如 果 想 要 对 布尔 
逻辑 有 一 个 更 加 详尽 的 了 解 ， 可 以 参考 下 列 书籍 ; 

o H. R. Lewis, C. H. Papadimitriou. Elements of the Theory of Computation, Prentice-Hall, Engle- 

wood Cliffs,1981. 

o H. B. Enderton. A Mathematical Introduction to Logic, Academic Press, New York, 1972. 

4.4.2 问题 : (a) 假设 有 两 个 布尔 表达 式 $1 和 pz 满足 : 所 有 适合 它们 两 个 的 真 值 指派 都 赋 给 它们 
相同 的 真 值 。 请 证 明 这 意味 着 #1 三 $2 。 

(b) 请 用 上 面 的 技巧 证 明 性 质 4. 1 的 第 11 项 。 

这 个 用 来 验证 永 真性 (以 及 术语 “ 重 言 式 ”) 的 “ 真 值 表 方 法 ”最 早 应 用 于 : 

oO L. Wittgenstein. Tractatus Logico-philosophicus, New York and London, 1922. 

本 章 开头 的 引言 出 自 这 本 书 ， 它 的 主要 前 提 是 关于 世界 状态 的 语言 表达 可 以 被 形式 化 并 通过 逻辑 术 
语 来 学 习 (参见 问题 5. 8. 7 和 问题 5. 8. 15 中 两 个 有 趣 的 例子 )。Wittgenstein 在 他 后 来 的 工作 中 明确 地 放 
弃 了 这 个 观点 。 至 于 布尔 逻辑 ， 那 得 追溯 到 George Boole。 请 参考 
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© G. Boole, The Mathematical Analysis of Logic, Being an Essay towards a Calculus of Deductive 
Reasoning, Cambridge and London, 1847. 

4.4.3 问题 : 请 证 明 各 三 $2 当 且 仅 当 加 兮 $2 是 一 个 重 言 式 。 

4.4.4 问题 : 请 为 以 下 每 一 个 表达 式 给 出 你 能 够 找到 的 最 短 的 等 价 表达 式 (如 果 表 达 式 为 重 言 式 或 
者 是 不 可 满足 的 ， 可 以 分 别 使 用 真 或 假 作为 答案 ) 并 证 明 其 等 价 。 

Ga 将 V=i 

(b) z=> (zh y). 

(c) (yx)V ZX。 

(d) ((zAWSO(yV z)) 一 一 ys 

(Ce) 一 (CAy) SrA(yVz)))。 

(人 ((zAy)=z) 后 CTV (CA 人 z))。 

(g) ((z>y)= (yz) (rz), 

4.4.5 问题 : 请 给 出 表达 式 (ziVy)A(CrVvy)A…ACr yy) 的 析 取 范式 。 

4.4.6 定理 4.2 可 视 为 远 辑 编程 的 算法 基础 ， 逻 辑 编程 是 计算 机 编程 中 一 种 很 有 影响 的 风格 ， 请 
参考 

o R. A.Kowalski,“Algorithm 王 Logic 十 Control,”C, ACM, 22, 7, pp. 424-435，1979. 

4.4.7 问题; 给 定 一 个 真 值 指 派 集 合 了 己 { 真 ， 假 )”"。 根 据 性 质 4. 3， 存 在 一 个 布尔 表达 式 % 使 得 了 
刚好 是 满足 $ 的 所 有 真 值 指派 的 类 。 问 题 是 ， 在 7 满足 何 种 条 件 时 才 有 8 是 Horn 子 句 的 合 取 式 ? 任 给 
雹 ，TsET， 如 果 TI 和 Ts 的 AND ( 指 一 个 满足 T(z) 王 真 当 且 仅 当 Ti (zx)== 真 并 且 T (z) 王 真 的 真 值 
指派 T) 也 包含 在 7 中 ， 那么 我 们 称 了 对 AND 封闭 。 另 外 ， 如 果 T(x) 二 真 蕴涵 了 Tz(z) 王 真 ， 我 们 
记 做 Ti 和 Tz。 

请 证 明 以 下 结论 是 等 价 的 : 

(GD 了 是 一 个 满足 某 些 Horn 子 句 集合 的 真 值 指派 的 集合 。 

(ii) T 对 AND 封 闭 。 

(ii) 如 果 TE { 真 , 假 )" 一 了 ， 那 么 最 多 存在 一 个 TT 使 得 (1) ET; (2) TS<T; (3) 在 所 有 满足 
(1) 和 “(2) 的 真 值 指派 中 ,TT 关 于 三 是 最 小 的 一 一 如 果 TET 并 且 T< T", 那么 TT，。 

(要 证 明 (i) 蕴涵 (iD 和 (ii) 蕴涵 Gii) 不 难 。 其 余 的 蕴涵 关系 ,为 每 个 不 包含 于 了 的 真 值 指派 
建立 一 个 Horn 子 句 。) 

4.4.8 问题 : 一 棵 (有 根 的 ) 树 是 一 个 图 T= 二 (V,E)， 其 中 从 一 个 称 为 根 的 特殊 结 点 到 V 中 的 每 个 
结 点 都 有 一 条 唯一 的 路 径 。 树 中 的 每 个 结 点 自身 又 是 一 棵 子 树 的 根 ， 这 棵 子 树 包 括 所 有 (从 工 的 根 出 发 
经 过 ) 当前 结 点 可 以 到 达 的 结 点 。 如 果 一 棵 树 中 的 每 个 结 点 最 多 有 两 条 扇 出 弧 ， 那 么 我 们 称 其 为 二 又 树 。 

请 证 明 Konig 引 理 : 如 果 一 棵 二 又 树 有 无 穷 多 个 结 点 ,那么 它 必 定 有 一 条 无 限 长 的 路 径 。( 提 示 : 从 
根 结 点 开始 ， 假 设 你 已 经 选择 了 路 径 上 的 结 点 1,2,…,n， 并 且 以 nn 为 根 的 子 树 规模 是 无 穷 的 ， 证 明 能 够 
同样 找到 下 一 个 结 点 )。 

4.4.9 问题 : 在 Kenig 引 理 的 基础 上 ， 请 证 明 布 尔 逻 辑 的 紧 致 性 定理 ; 设 S 为 一 个 表达 式 的 无 穷 集 
并 且 S 的 每 一 个 有 限 子 集 都 是 可 满足 的 ， 那么 S 也 是 可 满足 的 (提示 : 令 5; 为 S 中 只 包含 最 初 i 个 变量 
的 表达 式 集合 ， 由 于 集合 是 有 限 的 ， 所 以 它 是 可 满足 的 。 定 义 一 棵 无 穷 的 二 叉 树 ， 其 中 第 i 层 的 结 点 是 
满足 S; 的 真 值 指派 ， 而 边 表 示 兼 容 性 。 应 用 Kanig 引 理 ) 。 

4.4.10 消解 法 : 给 定 一 个 合 取 范 式 型 的 布尔 表达 式 $%， 考 虑 两 个 子 句 C 一 C(zV C' ) 和 了 一 (一 工 V 
D )， 其 中 C 是 C 的 余下 部 分 ， 同 样 D' 是 DD 的 余下 部 分 。 也 就 是 说 ， 这 两 个 子 句 包含 两 个 相反 的 文字 。 
那么 我 们 称 包 含 两 个 子 句 中 除了 两 个 相反 文字 以 外 所 有 文字 的 子 句 (CVD') 为 C 和 DD 的 消解 式 〈 如 果 
C 和 D 只 包含 那 两 个 相反 的 文字 ， 那 么 它们 的 消解 式 是 空子 名)。 现 在 把 消解 式 加 入 $ 并 得 到 一 个 新 的 表 
达 式 #$ 。 

(a) 请 证 明 如 果 $$ 是 可 满足 的 ， 那么 $ 也 是 可 满足 的 。 

我 们 可 以 接着 把 消解 式 加 入 #8 产生 #8， 并 如 此 继续 下 去 。 由 于 我 们 最 初 只 有 有 限 多 个 变量 ， 可 能 的 
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子 旬 数目 也 是 有 限 的 ， 所 以 这 个 过 程 肯 定 会 终止 。 记 结果 为 4”。 

(b) 请 证 明 $ 是 可 满足 的 当 且 仅 当 8$* 不 包含 空子 名 (可 以 仿照 紧 致 性 定理 的 证 明 )。 

消解 法 是 一 个 用 于 证 明 布 尔 逻 辑 中 不 可 满足 性 〈 或 永 真性 ) 的 重要 计算 技巧 。 请 参考 

oJ. A. Robinson. “A _ Machine-oriented Logic based on the Resolution Principle,” Journal of the 

ACM, 12, pp. 23-41, 1965; 

本 题 是 一 个 可 靠 且 完备 的 演绎 系统 的 例子 ， 上 面 的 性 质 (a) 代表 可 靠 性 ，(b) 代表 完备 性 。 关 于 消 
解法 的 详细 含义 请 参照 问题 10. 4. 4。 

4.4.11 问题 : 布尔 电路 中 可 能 出 现 的 二 元 或 者 一 元 连接 词 有 20 个 ,但 这 里 电路 只 使 用 3 个 : 
AND、OR 和 NOT。 我们 知道 所 有 布尔 函数 都 可 以 用 这 三 个 连接 词 来 表达 。 

(a) 请 证 明 所 有 布尔 函数 都 可 以 用 AND 和 NOT 来 表达 。 

(b) 定义 连接 词 NOR 和 NAND 如 下 : NOR(z,y) 二 一 (ZV y); NAND(z,y) 二 一 (zx 入 y)。 请 证 明 所 
有 布尔 函数 都 可 以 单独 用 NOR 来 表达 。 同 样 请 证 明 NAND 也 可 以 。 

(c) 请 证 明 除 了 以 上 两 个 外 ,没有 其 他 二 元 连接 词 可 以 单独 表达 所 有 的 布尔 函数 。 

4.4.12 显然 ， 电路 比 表 达 式 更 简洁 ( 见 图 4.2)， 但 是 差距 有 多 大 呢 ? 特别 地 ， 是 否 存在 一 些 布尔 
函数 族 使 得 它们 相应 的 电路 比 表 达 式 呈 指 数 关系 地 简洁 呢 ? 事实 上 ， 这 是 一 个 很 深奥 的 问题 ， 关 系 到 是 
否 所 有 永 真 的 计算 都 可 以 并 行 化 。 请 参考 问题 15. 5. 4 。 

4.4. 13 问题 : 一 个 单调 的 布尔 函数 下 具有 以 下 性 质 ， 如 果 它 的 一 个 输入 从 假 变 为 真 ， 那么 函数 的 
值 不 会 从 真 变 为 假 。 请 证 明 下 是 单调 的 当 且 仅 当 它 能 够 被 一 个 仅 包含 AND 门 和 OR 门 的 电路 表示 。 

4.4. 14 定理 4.3 来 自 

oO C. Shannon. “The Synthesis of Two-terminal Networks,” Bell System Technical Journal, 28, 

pp.: 59-98 ，1949. 
问题 ; 请 扩展 定理 4. 3 以 证 明 绝 大 多 数 具 有 个 输入 的 布尔 函数 需要 QC2"/n) 个 门 。 
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一 阶 逻 辑 能 为 我 们 提供 表达 详细 数学 论述 的 语法 ， 识别 句子 具有 预期 数学 应 用 的 语 
义 ， 以 及 全 面 的 通用 证 明 系 统 。 


5. 1 一 阶 逻辑 的 语法 

我 们 将 要 描述 的 语言 比 布尔 逻辑 更 为 详尽 地 表达 相当 广阔 范围 内 的 数学 思想 和 事 
实 。 它 的 表达 式 包 括 涉及 所 有 数学 领域 中 的 常量 、 函 数 和 关系 。 当 然 ， 每 个 表达 式 只 能 
涉及 这 其 中 的 一 小 部 分 。 相 应 地 ， 每 个 表达 式 将 包含 一 些 来 自 一 个 特定 的 有 限 词汇 表 中 
的 符号 。 

定义 5.1 从 形式 上 ,一 个 词汇 表 5=(8, 了 ,rr) 包含 两 个 不 相交 的 可 数 集合 : 一 个 函 
数 符号 集合 @ 和 一 个 关系 符号 集合 也。r 为 元 数 函 数 ， 从 BU 映射 到 非 负 整 数 。 直 观 上 ， 
r 告诉 我 们 每 个 函数 和 关系 符号 带 有 和 多少 个 参数 。 函 数 符号 fE 如 果 有 r(f) 二 k， 则 它 称 
为 下 元 函数 符号 ，r( 有 R) 一 & 的 关系 符号 尺 E 卫 也 是 和 元 的 。 一 个 0 元 函数 符号 称 为 常量 。 
关系 符号 永远 不 会 是 0 元 的 。 我 们 假定 荆 总 是 包含 二 元 相等 关系 = 二。 总 是 存在 一 个 指定 
的 、 可 数 的 变量 集合 V 二 {zx,y,z,*…}， 它 直观 地 从 一 个 特定 表达 式 所 讨论 的 论 域 中 取 值 


(注意 不 要 和 第 4 章 中 的 布尔 变量 混淆)。 口 
定义 5.2 我 们 现在 归纳 地 定义 词汇 表 上 的 项 。 首 先 , V 中 的 任意 变量 都 是 一 个 项 。 
如 果 f€E@ 是 一 个 有 元 函数 ， 而 4 ,… ,ts 都 是 项 ， 那 么 表达 式 f(4，…,t) 也 是 一 个 项 。 


注意 每 个 常量 c 都 是 一 个 项 一 一 只 需 在 上 述 定义 中 取 & 一 0 并 省 略 c() 里 的 括号 。 
定义 好 项 后 ， 就 可 以 开始 定义 词汇 表 三 中 的 表达 式 。 如 果 RE 工 是 & 元 关系 符号 ， 而 
刀 ，… ,th 都 是 项 ， 那 么 表达 式 R(n，…,t) 称 为 一 个 原子 表达 式 。 一 阶 表达 式 可 以 归纳 地 
定义 如 下 : 首先 ， 每 个 原子 表达 式 都 是 一 阶 表达 式 。 如 果 $ 和 y 都 是 表达 式 ， 那 么 一 $$、 
($V 和 ($Ay) 也 是 表达 式 。 最 后 (这 也 是 此 语言 中 最 强大 的 元 素 )， 如 果 $ 是 一 阶 表 
达 式 ， 而 z 是 任意 变量 ,那么 (Y x$) 也 是 一 阶 表达 式 。 这 些 都 是 了 上 的 一 阶 表 达 式 ,或 
简称 为 表达 式 。 口 
我 们 如 在 布尔 逻辑 里 那样 在 表达 式 中 使 用 简略 符号 芝 和 纺 (事实 上 ， 在 我 们 学 习 一 阶 
逻辑 证 明 的 过 程 中 > 将 成 为 一 个 重要 连接 词 )。 我 们 将 用 (zp) 作 为-(Yx 一 #8) 的 简写 。 
符号 V 和 习 称 为 量词 。 与 布尔 逻辑 中 一 样 ， 我 们 将 在 不 引起 歧义 的 情况 下 省 略 括 号 。 
需要 提醒 的 是 ， 你 也 许 已 经 意识 到 某 种 异常 情况 正在 发 生 : 这 是 一 本 数学 书 ， 而 此 刻 
却 在 谈论 数学 的 语言 和 方法 ， 也 就 是 它 自身 的 语言 和 方法 。 这 里 现在 还 没有 什么 矛盾 ， 但 
却 存在 很 多 导致 混淆 的 可 能 性 。 我 们 必须 非常 仔细 地 区 分 被 学 习 的 数学 语言 和 符号 〈 即 来 
自 许多 不 同 词汇 表 的 一 阶 逻辑 表达 式 )， 以 及 学 习 过 程 中 所 采用 的 数学 语言 和 符号 (我们 
通常 的 数学 论述 与 在 其 他 章节 和 其 他 数学 书籍 中 看 到 的 一 样 ， 虽 大 量 使 用 符号 但 仍 不 太 正 
式 ， 不 过 希望 是 严格 且 令 人 信服 的 ) 。 后 者 有 时 也 称 为 “元 语言 >。 为 了 帮助 区 分 一 阶 表达 
式 的 实际 文本 (我们 学 习 的 对 象 ) 和 它 在 元 语言 中 的 不 同 参 照 (记录 这 种 学 习 的 文本 )， 
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我 们 将 为 表达 式 文本 加 注 下 夯 线 。 在 某 些 情况 下 ， 比 如 上 面 的 (Yx8) 中 ， 表 达 式 文本 
(Yx) 和 元 语言 符号 ($8) 共存 于 同一 个 表达 式 中 。 这 样 的 情况 也 会 加 注 下 画 线 。 

例 5.1 数论 ， 研究 所 有 关于 数 的 性 质 的 学 科 ， 自 古 以 来 迷 住 了 无 数 的 数学 家 。 我 们 
可 以 用 一 阶 逻辑 来 表达 关于 所 有 数 的 语句 ， 采 用 如 下 定义 的 词汇 表 ZN 一 (GN,IN,rN)。 
@N 王 {0,o, 十 ,X, 人 + 个 }。 其 中 ，0 是 一 个 常量 , o 是 一 个 一 元 函数 (后 继 函 数 )。 二 元 函数 有 
3 个 : 十 (加 法 )、xX (乘法 ) 和 (指数 函数 )。 在 IIN 中 ， 除 了 = 二 以 外 ， 还 有 一 个 关系 ， 
即 之 ， 它 是 二 元 的 。 

以 下 是 一 个 数论 表达 式 : 

i YXx<(+(ro(g(0))) ,ol 4 (rolo(0))))) 

使 用 一 些 专门 的 符号 简写 将 更 为 方便 ， 尤 其 是 对 这 里 的 词汇 表 而 言 ， 这 些 简 写 能 够 使 
形 如 以 上 的 表达 式 看 起 来 不 那么 奇怪 。 首 先 ,我 们 将 用 中 缓 式 来 书写 二 元 函数 和 谓词 ， 而 
不 是 前 缀 式 。 也 就 是 说 ， 我 们 将 写 为 (zX0) 而 非 XX(z,0)， 写 为 (><y) 而 非 二 (y,y)。 同 
时 ， 我 们 将 写 为 2 而 不 是 繁 元 的 cCc(C0))， 并 且 以 同样 方式 简写 c 对 0 的 任意 给 定 次 数 的 应 
用 : c(c(c(…(ac(0))…)))， 比 如 zc 的 314 159 次 应 用 将 简单 地 写 为 314 159。 因 此 前 面 的 表 
达 式 将 改写 为 : 
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而 ((2X 3) 十 3)==((243) 十 1) 是 另外 一 个 数论 表达 式 。 

以 下 提醒 对 于 读者 也 许 是 徒劳 无 功 的 ， 上 面 这 些 表达 式 只 是 纯粹 字符 囊 ， 即 我 们 不 应 
该 急 着 给 它们 赋予 任何 数学 含义 。 问 

例 5.2 相 比 而 言 ， 图 论 的 词汇 表 36 二 (BG ,1G ,rc) 要 简单 很 多 。 它 着 眼 于 表达 图 的 
性 质 。 它 没有 函数 符号 (Bc 二 人 四， 除了 二 外 二 元 关系 只 有 一 个 G。 以 下 都 是 典型 的 图 论 表 
达 式 : G(x,7X); jxzCVyGCy,7T)); YVzCVYCGCzy) 一 GOy,z))); 和 Vr(Vy(Iz(G(zr, 
z) 人 CCz,y)) 一 CCZyy)))。 口 

一 个 变量 在 一 个 表达 式 的 文本 中 可 以 出 现 多 次 。 例 如 ，(Vz(z 二 y>0))A 人 (z 二 0) 中 
工 出 现 了 3 次 。 这 当中 我 们 可 以 迅速 撤 开 紧 跟 在 Y 后 面 的 那个 zx， 因 为 我 们 认为 它 是 “ 包 
庄 于 ”VzZz 中 的 一 部 分 ， 而 不 是 工 的 一 次 出 现 。 变 量 x 在 表达 式 y 的 文本 中 出 现 一 次 ， 如 
果 不 是 紧 跟 在 一 个 量词 后 面 ， 我 们 称 其 为 x 在 8 中 的 一 次 出 现 。 出 现 可 以 是 自由 的 或 者 约 
束 的 。 直 观 地 说 ， 在 前 面 表达 式 中 zx 的 第 一 次 (在 x 十 y 之 0 里 ) 出 现 不 是 自由 的 ， 因 为 它 
被 量词 Yx 引用 。 不 过 第 二 次 (在 x+ 之 0 里 ) 出 现 是 自由 的 。 从 形式 上 ， 如 果 Y xy 是 一 个 
表达 式 ， 那 么 zx 在 $ 中 的 任何 出 现 都 是 约束 的 。 所 有 不 被 约束 的 出 现 是 自由 的 。 一 个 变量 
如 果 在 表达 式 $ 中 有 一 次 自由 出 现 ， 那 么 就 是 $ 的 一 个 自由 变量 (尽管 它 也 许 还 有 其 他 约 
束 出 现 ) 。 不 含 自 由 变量 的 表达 式 称 为 语句 。 

例如 ， 在 (Yz (z 十 y>0))A(z=0) 中 , x 有 两 次 出 现 。 第 一 次 是 约束 的 ， 而 第 二 次 
是 自由 的 。y 有 一 次 自由 出 现 。 这 个 表达 式 显然 不 是 一 个 语句 ， 因 为 它 包 含 两 个 自由 变量 
工 和 yy。 而 VYx(Vy(VYVz (G(xz,z)AG(lz,y)) GOz,y))) 则 是 一 个 语句 。 


5.2 模型 


一 个 表达 式 的 真 值 决定 于 其 成 分 的 取 值 ， 这 与 布尔 逻辑 差不多 。 不 过 ， 变 量 、 函 数 和 
关系 现在 可 以 取 复 杂 很 多 的 值 ， 而 不 仅仅 是 真 和 假 。 在 一 阶 逻 辑 中 与 真 值 指派 相 类 似 的 是 
一 个 错综复杂 的 数学 对 象 ， 称 为 模型 。 
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定义 5.3 让 我 们 指定 一 个 词汇 表 3。 一 个 适合 2 的 模型 是 一 个 二 元 组 M==(U ,yp)。 
其 中 UU 是 一 个 集合 (任意 非 空 集合 )， 称 为 M 的 论 域 。/ 是 一 个 函数 ， 它 为 VUGBUI 中 
的 每 个 变量 、 函 数 符号 和 关系 符号 赋予 一 个 U 中 的 实际 对 象 。 对 于 每 个 变量 zx，/ 为 其 赋 
予 一 个 元 素 zMEU (这 里 我 们 用 右上 标 M 来 标记 映射 w 的 值 ， 而 不 是 x(，))。 对 于 每 个 
k 元 函数 符号 fEG6, 为 其 赋予 一 个 实际 的 函数 fN:U* 局 U (因此 ， 如 果 cEGB 是 一 个 常 
量 , 那么 c* 是 U 中 的 一 个 元 素 )。 最 后 ， 对 于 每 个 有 元 关系 符号 RE 为 其 赋予 一 个 
实际 的 关系 RMC U*。 不 过 ，- 对 于 相等 关系 符号 = 二， 必须 为 它 赋 予 关 系 二 M， 这 个 关系 
恒 为 { (uywu) :wuEU}, 

现在 假设 #$ 是 词汇 表 5 上 的 一 个 表达 式 ， 而 M 是 适合 的 一 个 模型 。 我们 将 定 
义 M 满足 8%， 记 为 MF4$p。 首 先 ， 对 于 上 的 任意 一 个 项 t:， 我 们 必须 定义 它 在 M 上 
的 含义 以。 作为 基础 ， 如 果 t 是 一 个 变量 或 者 常量 ,， 那么 忆 已 经 被 六 明确 定义 。 因 
此 ， 如 果 t 二 fl(n,…,tr)， 其 中 ff 是 有 元 函数 符号 ， 而 如 ，…,% 都 是 项 ， 那 么 i 定义 
为 /MCN ,…, 民 ) (注意 它 实 际 上 是 UU 的 一 个 元 素 ) 。 到 此 我 们 就 完成 了 对 于 项 的 语义 
的 定义 。 

我 们 假设 $ 是 一 个 原子 表达 式 ，Y 三 尺 G，…, 帮 )， 其 中 己 ,…, 妇 都 是 项 。 那 么 当 
(VN,…, 席 ) ER 时 有 NM 满足 上 (因为 我 们 要 求 =% 为 U 上 的 相等 关系 ， 所 以 没 理由 单 
独处 理 相 等 的 情况 ) 。 如 果 表 达 式 $ 不 是 原子 表达 式 ， 满 足 的 定义 将 按照 $ 的 结构 归纳 地 
进行 。 如 果 8 二 -gy， 那 么 MF8 当 M 基 和 (也 就 是 说 ，M F 少 不 成 立 ) 。 如 果 $8 二 pV yp， 
那么 MFy 当 MEF yi 或 者 MFyc。 如 果 $= 二 yy yp， 那么 MF$ 当 MFy 并 且 MFy2。 

到 现在 为 止 ， 上 面 的 归纳 定义 与 布尔 逻辑 中 对 于 满足 的 定义 是 平行 的 。 但 接 下 来 的 最 
后 一 部 分 是 一 阶 逻 辑 所 独 有 的 ， 如 果 $8 二 Yxy， 那 么 当 以 下 陈述 为 真 时 我 们 说 MFY : 对 
M 的 论 域 U 中 的 任意 zx， 令 Mi=, 为 一 个 除了 x 名 =o 二 w 以 外 在 所 有 细节 上 与 M 都 相同 的 
模型 ， 那 么 对 于 所 有 uEU， 我 们 都 有 M2-=,. 上 。 加 

我 们 主要 将 学 习 语句 ， 即 没有 自由 变量 的 表达 式 。 我 们 对 于 其 他 表达 式 的 兴趣 仅 限于 
它们 可 能 是 某 些 语句 的 子 表达 式 。 现 在 ， 对 于 语句 ， 能 否 被 一 个 模型 满足 就 不 能 决定 于 其 
变量 的 值 了 。 这 一 点 可 以 由 下 面 这 个 更 一 般 的 性 质 推出 : 

性 质 5. 1 假设 #$ 是 一 个 表达 式 , 而 M 和 M' 是 两 个 适合 $ 的 词汇 表 的 模型 ， 而 且 除 
了 对 于 $6 中 非 自 由 变量 的 赋值 以 外 ，M 和 M 在 其 他 地 方 完 全 一 致 。 那 么 MFy 当 且 仅 当 
M“ 上。 

证 明 : 让 我 们 为 这 个 论述 给 出 一 个 仔细 的 归纳 证 明 。 首 先 假设 $ 是 一 个 原子 表达 式 ， 
因此 它 所 有 的 变量 都 是 自由 的 。 那 么 M 和 M' 是 相等 的 ， 结 果 显 然 可 得 。 接 下 来 ， 假设 
$ 二 一 yy， 则 8 中 的 自由 变量 就 是 y 中 的 自由 变量 ， 因 此 我 们 有 MF$% 当 且 仅 当 M 芒 % 当 且 
仅 当 (按照 归纳 ) M' 括 y 当 且 仅 当 M' FyY。 同样 ,假设 $ 一 wn 人 yz， 则 $ 中 的 自由 变量 集 
合 是 yj 和 ys 的 自由 变量 集合 的 并 集 。 如 果 M 和 M' 只 是 给 8 中 非 自 由 变量 的 赋值 不 一 致 ， 
那么 它们 对 于 gy 和 ys 也 是 一 样 的 。 所 以 ， 归 纳 可 得 MEFy; 当 且 仅 当 M 上 大 (i=1, 2)。 
因此 ，MFY 当 且 仅 当 ME 并 且 MF 如 ， 当 且 仅 当 (按照 归纳 ) MFyi 并 且 M'Fy2， 
当 且 仅 当 M' 上 F#。 同 样 可 证 % 一 册 V 必 的 情况 。 

因此 ,假定 $4 二 Yxzy， 则 8 中 的 自由 变量 就 是 y 中 除了 x ( 它 在 y 中 可 能 是 也 可 能 不 
是 自由 的 ) 以 外 的 自由 变量 。 按 照 满足 的 定义 ， MEF 册 当 且 仅 当 “对 于 所 有 wuEU， 有 
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M;-w 帮 J”。 按 照 归纳 假设 ,这 个 引号 中 的 声明 等 于 说 对 于 所 有 w 和 所 有 仅仅 在 y 中 非 自 由 
变量 的 值 与 Mj=, 不 一 致 的 模型 (M;=.) ,我 们 都 有 (Mj=,) 睹 Jy。 现 在 ， 在 最 后 的 声明 
里 我 们 可 以 改变 y 中 非 自 由 变量 的 值 和 x 的 值 。 因 此 我 们 可 以 改变 4 中 所 有 非 自由 变量 的 
值 。 这 个 声明 等 于 说 : 对 于 所 有 M 的 非 自 由 变量 值 不 同 的 任何 变种 M “都 有 MYy。 人 性 质 
由 此 得 证 。 

按照 性 质 5. 1， 一 个 模型 是 否 满足 一 个 表达 式 并 不 决定 于 这 个 表达 式 中 (或 者 没 出 现 
在 表达 式 中 ) 约束 变量 的 值 。 因 此 ， 以 后 对 于 “适合 一 个 表达 式 的 模型 ”， 我 们 是 指 模型 
中 的 一 个 部 分 ， 它 处 理 表达 式 中 的 函数 、 关 系 和 自由 变量 (如 果 它 们 存在 )。 接 下 来 我 们 
将 要 看 看 几 个 有 趣 的 模型 实例 。 

数论 的 模型 

我 们 将 定义 一 个 适合 数论 词汇 表 的 模型 N。 它 的 论 域 是 所 有 非 负 整数 的 集合 。 对 于 常 
量 0，N 为 其 指派 0N 二 0。 对 于 函数 上。，N 为 其 指派 zx (za 一 2 十 1。 类 似 地 ， 十 的 指派 为 加 
法 ，X 的 指派 为 乘法 ， 而 个 的 指派 为 指数 函数 。 两 个 数 mx 和 nn， 当 m 小 于 n 时 符合 关系 
二 N。 最 后 ,我们 假设 m 和 将 所 有 变量 映射 到 0 (按照 性 质 5. 1， 一 个 模型 对 于 约束 变量 
的 赋值 并 不 是 很 重要 ) 。 

我 们 断言 NFVz(Cz<z 十 1)。 要 证 明 这 一 点 ， 我 们 需要 应 用 数论 性 质 的 知识 来 验证 对 
于 所 有 自然 数 n 有 Nz=*Fz 过 z 十 1。 即 我 们 必须 说 明 对 于 任意 2， 都 有 ”<Nm 十 N 1N 。 这 
等 于 说 "< 十 1 (现在 的 元 语言 里 没有 下 面 线 )， 而 我 们 都 知道 这 对 所 有 的 数 n 都 成 立 。 

男 一 方面 ,，N 括 YVz3y(z 二 y 十 y)。 原 因 是 Nz=i 基 了 yy (x 二 yy 十 y)， 也 就 是 Ne=1 
Vy (zx 王 y 十 y)， 即 对 于 所 有 整数 n 都 有 1 关 n 十 nx， 而 这 显然 是 正确 的 。 

讨论 模型 N 给 逻辑 和 元 语言 之 间 那 种 难以 捉摸 的 区 别 带 来 了 另外 的 变数 。 为 了 确认 是 
否 有 NFY， 我 们 需要 关于 整数 性 质 的 数学 知识 ， 该 知识 正 是 我 们 想 通过 这 个 练习 来 获取 
一 些 真知 灼 见 的 对 象 。 我 们 仅仅 是 因为 想 展 示 模 型 和 满足 的 概念 才 这 样 做 的 。 我 们 最 终 的 
目标 是 要 机 械 化 这 个 过 程 ， 并 开发 出 一 种 技巧 来 区 分 那些 被 N 〈 即 数论 中 的 定理 ) 满足 的 
句子 和 那些 不 能 被 N 满足 的 句子 。 在 第 6 章 中 ， 这 个 目标 将 通过 一 种 极其 有 趣 但 又 是 毁灭 
性 的 方法 证 明 是 不 可 实现 的 。 

模型 N 可 以 称 为 数论 的 标准 模型 ， 因 为 事实 上 我 们 就 是 按照 脑海 中 这 个 模型 来 定义 词 
汇 表 Bn 的 。 不 过 ， 也 还 有 其 他 一 些 适合 数论 词汇 表 的 非 标准 模型 。 比 如 ， 模 型 Nw ， 其 中 
Pp 记 1 是 一 个 整数 ， 它 的 论 域 是 集合 {0,1,…,p 一 1)。0N, 二 0， 而 所 有 的 操作 都 定义 为 模 p 
操作 。 也 就 是 说 ， 对 于 论 域 中 的 任意 加 和 7，cNs (2) 一 2 十 1 mod p,m 十 Nn 二 m 十 n mod 
访 ， 其 他 操作 类 似 。 对 于 过 ， 我 们 说 两 个 小 于 p 的 整数 m 和 nn， 在 mn 时 符合 关系 二 N,。 
所 有 变量 映射 到 0。 注 意 ，NsF VYxjy(zx 二 y 十 y) 是 否 成 立 取决 于 p 的 奇偶 性 (如果 p 是 


奇数 ， 则 ?一 开刀 学 moc 全 是 一 个 能 使 Ny 上 Vz3y(z 一 y 十 让 成 立 的 函数 )。 不 过 ， 


Ny FVYzx (Cz<z 十 1) (z=p—1)。 

对 于 Np 来 说 ， 不 难 找到 一 个 语句 将 它 与 N 区 分 开 来 〈 请 回想 上 一 段 中 最 后 的 句子 ) 。 
不 幸 的 是 ， 数 论 中 还 有 更 多 “顽固 的 ” 非 标 准 模 型 。 我 们 介绍 其 中 最 简单 的 ， 叫 作 N ， 
在 它 上 面 我 们 只 定义 c〈 其 他 数论 的 要 素 可 以 一 致 地 定义 ， 故 省 略 ) 。N 的 论 域 包含 了 所 有 
非 负 整 数 和 所 有 形 如 nn 十 mi 的 复数 ， 这 里 n 和 m 是 任意 整数 〈 正 整数 、 零 ,或 者 负 整数 )， 
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而 i 一 V 一 1 是 虚数 单元 。 在 这 个 非 标准 模型 中 ， 后 继 函 数 将 一 个 非 负 整数 n 映射 到 十 1， 
将 一 个 复数 n 十 mi 映射 到 (n 十 1) 十 mi。 也 这 就 是 说 ， 后继 函数 的 图 形 ， 除 了 通常 的 非 负 
Nh 现在 还 包含 无 限 多 条 互 不 相交 的 平行 直线 。 正 如 我 们 之 前 所 说 的 ，N’ 

一 个 非常 顽固 的 非 标 准 模型 : 我 们 将 在 5.6 节 中 将 说 明 不 存在 一 个 可 以 区 分 N 和 的 
We 

不 过 大 家 也 可 以 设想 一 些 与 数 无 关 的 适合 Bx 的 模型 。 例 如 ， 这 里 有 另外 一 个 “ 数 
论 模型 ”， 称 为 工 : 工 的 论 域 为 2 ， 即 由 符号 0 和 1 组 成 的 所 有 语言 的 集合 (这 是 
一 个 不 可 数 的 模型 )。0 二 9， 即 空 语言 。 对 于 任意 语言 4，ot (4) 二 4* 。 另 外 ， 十 是 并 
运算 ，X+ 是 串联 运算 ， 而 个 上 是 交 运 算 。 最 后 ， 二 上 是 集合 的 包含 关系 〈 不 一 定 是 真 
i Ee LFVYz (zx 过 x 十 1)。 为 了 证 明 ， 回 想 1 是 o(0) 的 简写 , 而 or (07) 二 
0* 一 {e)。 事 实 上 ， 对 任意 语言 xz， 它 与 {s) (其 他 集合 也 一 样 ) 的 并 集 包 含 作 为 子 集 的 
元 。 ng 对 任意 语言 C10,1}* ，L.=vFz<z 十 1， 因 此 有 工 F Vz(Cz<z 十 1) 。 请 读者 
自己 验证 工 F Vz 3y (z 一 y 十 y) 。 

图 论 的 模型 

在 语句 和 模型 之 间 有 一 个 有 趣 的 对 偶 性 。 一 个 模型 可 能 满足 也 可 能 不 满足 一 个 语句 。 
反 过 来 ， 一 个 语句 可 以 视 为 一 个 模型 集合 的 描述 ， 这 个 集合 中 的 模型 都 满足 它 。 这 一 点 通 
过 36 的 语句 可 以 得 到 充分 体现 。 


任何 适合 于 3c 的 模型 都 是 图 。 这 里 我 们 的 兴 
趣 仅 限于 有 限 图 (因此 在 随后 的 讨论 中 我 们 省 略 
“有 限 ”)。 不 妨 考 虑 语句 加 二 (VzxjyG(zx,y) 作 
VrXVyVYz((G(r,y) AG(z,z))—>y=z)) 和 #1 的 
模型 卫 : 醋 的 论 域 由 图 5. 1 中 的 7 个 结 点 组 成 ， 另 











外 当 图 中 存在 从 xz 到 y 的 边 时 有 GT(z,y) 成 立 。 图 5.1 一 个 可 以 视 为 函数 的 图 
不 难看 出 PPFFga 。 

还 有 哪些 图 满足 #1? Co ( 即 所 有 结 点 的 出 度 为 一 ) 的 图 都 满 
足 如， 而 且 只 有 这 些 图 满足 。 换 句 话 说 ，#1 本 质 一 个 说 明 “G 是 一 个 函数 ”的 语句 。 


现在 考虑 语句 $2 二 YzxCVy (G(r'y)>G(y,7))), pF 5.2 中 的 图 满足 #2， 但 图 5.1 中 
的 图 不 满足 $2 。#z 是 说 “G 是 对 称 的 ”。 另 外 ， 语 句 VzCVy (Vz (G(xz,z) 人 人 G(z,y)) 声 
GCz,y))) 说 明 “G 是 传递 的 "。 有 趣 的 是 ， 这 三 个 图 的 性 质 (出 度 为 一 、 对 称 、 传 递 ) 都 
能 够 在 多 项 式 时 间 内 检测 〈 见 问题 5. 8. 2) 。 

图 论 中 的 每 一 个 语句 都 描述 了 图 的 一 个 性 质 。 现 在 ,任何 图 的 性 质 反 过 来 对 应 于 一 
计算 问题 : 给 定 一 个 图 G， 它 是 否 拥有 这 个 性 质 ? 由 此 我 们 进入 以 下 定义 。 令 8 为 Zc 上 
的 任意 表达 式 (不 一 定 是 一 个 语句 ， 注 意 这 里 我 们 将 情形 扩展 到 任意 o 
表达 式 ， 这 样 就 能 使 用 归纳 法 )， 定 义 GRAPHS 如 下 : 给 定 一 个 $ 
的 模型 下 〈 即 一 个 图 Gr 和 一 个 从 Gr 中 结 点 到 中 自由 变量 的 指派 )， 

是 否 有 了 FY?7 例如， 如 果 $= 二 VYxCVy (Gz,y) 坟 Gly,7z))),， 则 丰 
GRAPHS 就 是 SYMMETRY 问题 〈 对 称 图 问题 )， 即 判定 一 个 给 定 
图 是 否 对 称 的 计算 问题 。 这 样 的 计算 问题 ， 包 含 一 个 图 和 其 中 的 某 些 
结 点 ， 对 我 们 而 言 并 不 陌生 : 1. 1 节 中 的 REACHABILITY 问题 也 是 ”图 5.2 一 个 对 称 图 











[94 | 


56 荔 二 部 分 人 巡 大 学 








这 样 一 个 问题 。 我 们 接 下 来 将 说 明 ， 任何 形 如 yrGRAPHS 的 问题 有 一 个 与 REACH- 
ABILITY 相同 的 重要 性 质 。 

定理 5.1 对 于 Bac 上 的 任意 表达 式 5，#GRAPHS 属于 了 。 

证 明 : 我 们 按照 $ 的 结构 归纳 地 展开 证 明 。 当 3 是 一 个 形 如 G(xz,y) 或 G(xz,zx) 的 
原子 表达 式 时 ， 这 个 定理 显然 成 立 。 如 果 8 一 一 yg， 按照 归纳 存在 一 个 多 项 式 时 间 算 法 解决 
大 GRAPHS。 我 们 可 以 采用 这 个 算法 解决 GRAPHS， 只 需 把 返回 结果 中 的 “yes” 与 
“no” 对 调 一 下 。 如 果 $= 二 J V yz， 则 按照 归纳 ，yn -GRAPHS 和 ys-GRAPHS 都 有 多 项 
式 时 间 算 法 可 以 解决 。#GRAPHS 算 法 一 个 接 一 个 地 运行 这 两 个 算法 ， 只 要 其 中 有 一 个 
回答 为 “yes” 就 返回 “yes”。 这 个 算法 的 运行 时 间 是 两 个 多 项 式 的 和 ， 因 此 也 是 一 个 多 
项 式 。 同 样 ， 可 证 明 $ 二 J 入 yw 的 情况 。 

最 后 ， 假 设 %= Y xy。 我们 知道 存在 一 个 多 项 式 时 间 算法 解决 yyGRAPHS。 这 里 
$8”GRAPHS 算法 对 G 中 每 个 结 点 wv 重复 以 下 步骤 : 给 定 $ 的 一 个 待 检验 的 模型 夏 ， 算 法 
为 厂 指定 x 二 v 以 产生 一 个 y 的 模型 (请 回想 一 下 , 丁 不 包含 zz 的 值 ， 因 为 xz 在 $$ 中 是 约 
束 变量 )。 接 下 来 测试 这 个 模型 是 否 满 足 y。 如 果 所 有 结 点 v 的 测试 结果 都 为 “yes”"， 则 算法 
回答 “yes”， 否 则 回答 “no”。 整 个 算法 是 多 项 式 时 间 的 ， 其 复杂 度 为 其 中 yGRAPHS 算法 
的 多 项 式 乘 以 n,n 为 T 的 论 域 中 的 结 点 个 数 。 

在 上 述 定 理 5. 1 的 证 明 过 程 中 ， 我们 只 需 简 单 地 将 计算 时 间 换 成 计算 空间 ， 就 可 以 得 
到 以 下 的 结果 (在 第 7 章 中 我 们 将 看 到 ， 这 其 实 是 一 个 比 定理 5. 1 更 强 的 结论 ): 

推论 ”对 于 3 上 的 任意 表达 式 %$，#GRAPHS 能 够 在 O(log n) 空间 内 解决 。 

证 明 : 见 问题 5. 8. 3。 

在 本 章 中 ,我 们 将 看 到 ， 对 任意 一 阶 表 达 式 $6，REACHABILITY 都 不 能 表示 成 GRAPHS。 


5.3 永 真 的 表达 式 


对 于 某 些 表达 式 我 们 得 费 尽 辛苦 地 去 寻找 一 个 能 够 满足 它们 的 模型 。 如 果 存 在 这 样 一 
个 模型 ， 我 们 说 这 个 表达 式 是 可 满足 的 。 不 过 有 些 表达 式 却 能 够 被 任何 模型 〈 只 要 它 适 合 
这 些 表达 式 的 词汇 表 ) 满足 。 这 样 的 表达 式 称 为 是 永 真 的 。 如 果 8 是 永 真 的 ， 我 们 记 做 FF 
$4， 其 中 没有 提 及 任何 模型 。 从 直觉 上 ， 一 个 永 真 的 表达 式 是 一 个 在 所 有 基本 推理 上 都 成 
立 的 声明 ， 它 着 眼 于 函数 、 量 词 和 相等 关系 等 的 一 般 性 质 ， 而 不 是 某 个 特定 的 数学 领域 
( 见 第 二 部 分 简介 中 的 例子 3yVx (zx 二 y 十 1) 二 Vw Vz (w=z))。 

与 性 质 4.2 完全 相对 应 ， 这 里 我 们 有 : 

性 质 5.2 ”一 个 表达 式 是 不 可 满足 的 当 且 仅 当 它 的 非 是 永 真 的 。 

我 们 再 一 次 将 所 有 表达 式 的 全 集 表 示 于 图 
5.3 中 。 

布尔 永 真性 

一 个 语句 因 何 永 真 呢 ? 答案 是 有 三 个 原因 使 
得 一 个 一 阶 表达 式 可 能 永 真 。 第 一 个 是 从 布尔 表 
达 式 中 “继承 ”而 来 的 。 考 虑 表达 式 $ 二 YXxP(zx) 
V 一 VzP(Gz)。 这 里 少 形 如 YV-W， 其 中 少 三 
























































VzrP(z)。 所 以 它 必 定 是 一 个 永 真 的 语句 ， 因 为 ”图 53 一 阶 逻 辑 表达 式 “〈 与 图 41 比 较 ) 
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我 们 可 以 把 y 看 成 一 个 布尔 变量 ， 所 以 yV 一 y 在 布尔 逻辑 当中 是 一 个 重 言 式 。 类 似 地 ， 
也 容易 看 出 表达 式 (G(zx,y) 和 人 Gly,X)) 二 (Gl(y,X)A 人 G(rx,y)) 是 永 真 的 。 

更 一 般 地 ， 令 $ 为 一 个 表达 式 。 我 们 将 定义 $ 的 一 个 子 表达 式 集合 ， 称 为 它 的 主子 表 
达 式 。 不 用 说 ， 这 个 定义 又 是 归纳 的 。 任 何 原子 表达 式 只 有 一 个 主子 表达 式 : 它 自 己 。 若 
$ 形 如 VY zy 也 同样 如 此 。 现 在 ， 如 果 8 形 如 -yy， 则 8 的 主子 表达 式 就 是 y 的 那些 。 最 后 ， 
如 果 为 J1 V yz 或 1 人 yz， 那么 $ 的 主子 表达 式 集合 是 yl 和 ye 的 主子 表达 式 集合 的 并 集 。 

例如 ， 考 虑 一 阶 表达 式 VzGCz,y)A3 了 xzGCz,y)A(G(z,z)VVYzGCzy))。 它 的 主子 
表达 式 有 VYxG(z,y)、Yx 一 G(z,y) 和 G(z,zx) (在 应 用 定义 之 前 ， 先 将 了 3zGCz,y) 扩 展 为 
一 YX 一 G(rz,y))。 显 然 任 何 表 达 式 都 能 视 为 一 个 包含 主子 表达 式 而 非 布 尔 变 量 的 布尔 表 
达 式 。 我 们 称 其 为 表达 式 的 布尔 形式 。 例 如 ， 上 述 表 达 式 的 布尔 形式 就 是 布尔 表达 式 
X11 全 Xx2)A(rz3Vz)， 其 中 z= 二 VxGlryy)、X2 二 Yr 一 G(rzyy)， 而 xXx3 二 G(z,X)。 

性 质 5.3 ”如果 一 个 表达 式 $ 的 布尔 形式 是 一 个 重 言 式 ， 那 么 $ 是 永 真 的 。 

证 明 : 考虑 任意 适合 $ 的 模型 M。 对 于 y 的 每 个 主子 表达 式 ，M 要 么 满足 它 要 么 不 
满足 它 。 这 就 为 其 主子 表达 式 定 义 了 一 个 真 值 指 派 ， 这 个 真 值 指派 必定 (按照 我 们 的 假 
设 ， 其 布尔 形式 是 一 个 重 言 式 ) 满足 y。 口 

布尔 逻辑 不 仅 有 助 于 识别 新 的 永 真 的 表达 式 ， 它 还 有 助 于 从 已 知 的 永 真 表达 式 创 造 新 
的 永 真 表达 式 (如 果 要 系统 地 学 习 永 真性 ， 这 两 个 功能 我 们 都 需要 )。 例 如 ， 倘 若 我 们 知 
道 $4 和 y 是 永 真 的， 我 们 就 能 立即 确定 $y 也 是 永 真 的。 另外 ， 如 果 y 和 y 二 $8 都 是 永 真 
的 ， 那么 $ 也 是 。 事实 上 ， 这 最 后 一 条 规则 是 最 有 用 的 ， 因 为 它 将 是 5.4 节 中 证 明 系 统 的 
基础 。 它 称 为 Modus Ponens， 在 拉丁 文 里 的 意思 是 “放置 ， 增 加 的 方法 ”， 因 为 它 是 证 明 
系统 里 获取 新 的 永 真 语句 的 主要 方法 ， 在 本 书 中 我 们 将 简称 为 假 言 推理 9 。 

性 质 5.4 Modus Ponens 如 果 少 和 全 g% 都 是 永 真 的 ， 那 么 $ 也 是 永 真 的 。 口 

相等 关系 

一 个 表达 式 也 可 能 因为 相等 关系 的 性 质 而 永 真 。 例 如 ， 考 虑 表达 式 z 十 1 一 z 十 1。 它 是 
永 真 的 ， 因 为 在 任何 模型 中 xz 十 1 都 肯定 等 于 xz 十 1 (注意 我 们 不 是 说 z 十 1 三 1 十 z 永 真 ， 
它 不 是 )。 考 虑 一 个 更 加 复杂 的 例子 ，#$= 二 += 二 1 芒 1 十 1==x 十 1 也 是 永 真 的 ， 这 独立 于 1 和 十 
的 含义 ， 因 为 如 果 z+ 二 1， 则 任何 函数 都 为 参数 zx 指派 1， 而 对 于 1， 它 与 其 他 1 的 结果 都 
是 一 样 的 (当然 ， 这 里 我 们 还 用 到 了 相等 关系 的 对 称 性 ， 即 永 真 表达 式 1 二 1 过 7 二 1)。 同 
样 ， 表 达 式 z 三 y(GCzz) 全 GCCy,z)) 也 是 永 真 的 : 如 果 zx 二 y， 那 么 显然 G(rz,zx) 蕴涵 
Glysz)， 这 与 G 的 含义 无 关 。 

性 质 5.5 假设 下，…' 丰 省, 帮 为 项 。 任 何 形 如 三 = 三 ， 或 (三 丰 人 ,人 大 二 帮 ) 之 
FB ss Ns AR ys RG 的 
表达 式 都 是 有 效 的 。 面 

量词 

因此 ， 表 达 式 可 能 因为 布尔 逻辑 推理 或 者 相等 关系 的 性 质 而 永 真 。 还 有 其 他 确定 永 真 
性 的 原因 吗 ? 除了 布尔 连接 词 和 相等 关系 外 ， 一 阶 逻 辑 的 唯一 重要 因素 就 是 量词 。 
































暂 “Modus Ponens 在 文中 有 时 译 为 “ 假 言 推理 ”、“ 肯 定 前 件 ” 或 者 “ 离 断 律 ” 等， 有 些 场 合 称 为 三 段 论 。 但 三 段 
论 有 多 种 形式 ， 这 里 只 是 其 中 的 一 种 ， 所 以 我 们 还 是 选择 将 其 译作 “ 假 言 推理 ”。 一 一 译 者 注 
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事实 上 一 个 语句 也 可 能 因为 量词 的 含义 而 永 真 。 例 如 ， 考 虑 表达 式 C(z,1) 之 了 xzGGCzyz)。 
它 当 然 是 永 真 的 。 在 任意 模型 (这 里 指 任意 图 ) 中 ， 如 果 G(z,1) 成 立 ， 那 么 显然 存在 一 
个 = 使 得 G(z,z) 成 立 ， 即 * 王 1。 另 外 ， 逆 和 否 推 理 也 是 有 效 的 ， 表 达 式 VzGCz,y) 之 
G(z,y) 可 以 作为 示范 。 如 果 所 有 结 点 都 有 一 条 到 y 的 边 ， 那 么 显然 也 有 一 条 来 自 z 的 边 ， 
与 z 是 什么 无 关 。 

为 了 推广 ， 我 们 需要 以 下 符号 : 假设 $ 是 一 个 表达 式 ，z 是 一 个 变量 ， 而 上 是 一 个 项 。 
我 们 定义 在 $8 中 1 对 xz 的 蔡 代 为 将 $ 中 所 有 变量 z 的 自由 出 现 换 成 项 上 以 后 所 得 到 的 表达 
式 ， 记 为 $[zx 一 t]。 例 如 ， 如 果 $= 二 (z= 二 1) 过 jx(z=y), t 二 y 十 1， 那 么 $[x 一 相 == 
(yg 十 1 二 1) 过 3x(z 二 y)，$[Ly< 让 二 (x 二 1) 坟 jx(z 二 y 十 1)。 如 果 /上 包含 一 个 与 工 一 起 出 
现 的 约束 变量 ,这 个 定义 就 会 产生 问题 。 比 如 ， 我 们 可 以 稍微 修改 一 下 前 面 的 表达 式 : 如 
果 $'=(z==]) 坟 yl(z= 二 y)， 那 么 8 [zx 一 i] 应 该 是 (y 十 1 二 1) 过 yy 十 1 二 y)。 在 后 一 个 
表达 式 中 ，y 的 倒数 第 二 个 出 现 被 量词 习 y “冤枉 地 ”约束 了 (要 明白 为 什么 这 很 粳 糕 ， 
只 需 检查 两 个 表达 式 $ 和 $$'[z< 直 ,现在 不 用 假装 你 不 知道 加 法 是 什么 了 )。 为 了 避免 这 
种 无 意 的 约束 ， 只 有 当 t 中 不 存在 变量 y 使 得 y 的 某 个 形 如 VY yy (当然 ，3 yy 也 可 以 ， 
它 就 是 ~- Y y 一 % 的 简写 ) 的 部 分 里 包含 x 的 自由 出 现时 ， 我们 才 称 1 对 $ 中 工 可 替代 。 因 
此 我 们 只 有 在 上 对 风 中 工 可 替代 的 情况 下 才 使 用 符号 上 [zx<-t]。 也 就 是 说 ， 这 个 符号 的 使 
用 本 身 包 含 了 一 个 含蓄 的 断言 ， 即 1 对 $$ 中 之 可 替代 。 

性 质 5.6 任何 形 如 VY xg 过 $Lzx<tj 的 表达 式 都 是 永 真 的 。 口 

注意 按照 性 质 5. 6， 形 如 8g[zx<t] 过 3 x$ 的 表达 式 也 是 永 真 的 ( 它 是 Vx$ 地 8X 一 可 的 
逆 否 性 质 )。 

量词 以 另外 一 种 方式 影响 永 真性 。 假 设 一 个 表达 式 $ 是 永 真 的 ， 那 么 我 们 断言 Y zp 也 
是 永 真 的 。 这 是 因为 ， 即 使 + 在 $ 中 是 自由 出 现 的 ( 男 外 一 种 情况 明显 可 见 )，# 也 是 永 
真 的 这 个 事实 意味 着 它 被 所 有 模型 满足 ， 而 不 论 z 的 指派 是 什么 。 这 正 是 Vzg 永 真性 的 
定义 。 

性 质 5.7 如 果 $$ 是 永 真 的 ， 则 Vzxg 也 是 永 真 的 。 回 

这 个 性 质 有 一 个 更 强 的 形式 。 假 设 二 不 在 几 中 自由 出 现 ， 那 么 我 们 断言 > Yzg 是 永 
真 的。 原因 是 ， 任 何 满足 $ 的 模型 也 满足 Y zp， 因 为 关于 满足 的 定义 中 z 一 部 分 变 得 不 
相干 了 。 我 们 总 结 如 下 : 

性 质 5.8 ”如果 工 不 在 上 中 自由 出 现 ， 则 #> Yzg 也 是 永 真 的 。 

最 后 ， 永 真性 可 能 也 来 自 量词 和 布尔 逻辑 的 一 个 有 趣 互动 : 全 称 量词 对 于 条 件 量词 可 
分 配 ， 即 FCCYz(g 人 她 ) 全 (Yzg) 全 (VZzgW)。 作 为 证 明 ， 一 个 模型 具有 在 以 下 三 个 条 件 
发 生 时 才 不 满足 这 个 表达 式 : MFCVz(CgO))，MFVZzh 和 ME 攻 YVzn。 第 三 个 条 件 是 指 
存在 一 个 使 得 M;=w 括 Jy。 然而 ,我 们 知道 M,-, 乒 4， 而 且 M,-wF$ 二 yy。 这 显然 矛盾 。 

性 质 5. 9 对 于 所 有 $$ 和 yy，(Yz($ 坟 四) 二 ((YVz8) 志 (Vzxy)) 都 是 永 真 的 。 回 

前 束 范式 

永 真性 可 以 为 简化 表达 式 带 来 方便 。 显 然 ， 如 果 gSSy 是 永 真 的， 那么 我 们 就 可 以 用 8 
自由 替换 y。 灵 活 地 使 用 这 一 点 将 能 够 简化 表达 式 (至 少 不 会 那么 “混乱 ”)。 如 果 gSy 是 
永 真 的 ， 我 们 写作 $4 二。 很 多 这 样 有 用 的 相等 关系 继承 自 布尔 逻辑 ( 见 性 质 5.3)。 下 面 
这 些 相 等 关系 将 量词 与 布尔 逻辑 联系 起 来 : 
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性 质 5. 10 设 #$ 和 vy 为 任意 一 阶 逻 辑 表达 式 。 那 么 : 

(1) Vz(§ NNEC(Vr$A YI. 

(2) 如 果 工 不 在 中 自由 出 现 , 则 Yz($ 人 VD 二 (Vzxg 人 内 。 

(3) 如 果 z 不 在 y 中 自由 出 现 , 则 VYzCgVyW) 三 (Vz$Vy)。 

(4) 如 果 y 不 在 8 中 出 现 , 则 VY zg 三 Y ygLx<-yj。 口 

事实 上 ， 前 面 三 个 性 质 可 以 从 性 质 5.7、 性 质 5.8 和 性 质 5. 9 得 到 证 明 。 最 后 一 个 性 
质 本 质 上 是 说 表达 式 中 的 约束 变量 可 以 换 一 个 完全 不 同 的 新 名 字 ， 以 免 为 表达 式 的 其 他 部 
分 带 来 麻烦 (证 明 请 见 问题 5. 8. 4) 。 

使 用 这 些 相 等 关系 ， 我 们 可 以 证 明 任 何 一 阶 逻辑 表达 式 都 能 够 改写 成 一 个 方便 的 范 
式 ， 甚 中 所 有 量词 都 放 在 前 面 。 特 别 地 ， 如 果 一 个 表达 式 的 形式 是 一 连 串 量词 后 跟 一 个 没 
有 任何 量词 的 表达 式 〈 即 原子 表达 式 的 布尔 组 合 ) ， 那 么 我 们 称 其 为 前 束 范式 。 

例 5.3 让 我 们 将 以 下 表达 式 改写 成 一 个 等 价 的 前 束 范式 。 

CVXG(T rz A (VyGltr VV y=G(y ,yAG(E,0)) 

为 此 ， 我们 首先 应 用 性 质 5. 10 中 的 等 式 (4) 为 某 些 约束 变量 和 自由 变量 换 一 个 新 的 变 
量 名 : 














(VZCGGCzZ)ACVyGCGCrzyy)V dz— Gz,z))) AG(w,0)) 
然后 我 们 应 用 性 质 (2) 将 Vz 移 到 外 面 : 
VX((G(z,7)A(VyG(ryy) V jz-—G(z,z))) MG(w,0)) 
接 下 来 我 们 应 用 性 质 . (3) 和 性 质 (2) 将 Vy 移出 来 : 
Vi Vy((G(zsr) NM (Gry) V dz—G(z32))) NGw 0)) 
我 们 可 以 改写 最 里 面 的 括号 ， 应 用 德 。 摩根 律 ( 见 性 质 4. 1 中 的 (8)) 将 3z 转 化 成 Vz。 
Vi Vy((G(zsX) 人 一 (一 C(zZy)AVzGGCz 2))) AG(w,0)) 
现在 Vz 也 可 以 被 移出 一 层 : 
YEVYCCGGCz zz) An-VYz(CnGGzyy)AG(Czz))7 人 G(Cy0)) 

















再 重复 一 次 : 
VZzYVy(Cn( Gr TV Vz Gz,y) AGCz,z))) AGlw,0)) 
现在 Vx 可 以 再 移出 一 层 : 
VZVy YG(rT NV (A I NANG))) NGCws0)) 、 
再 一 次 应 用 德 。 摩根 律 : 
VXVy#m Vz Gr TV CnGGCzy)AGGzz)))V 一 GCCw)0)) 
又 一 次 将 Vz 移出 一 层 : 
VrVy—Vz(( GT TV (PGT,Yy) NAG(z,z))) Va GWw,0)) 
最 后 ,将 Vz 转换 成 一 个 了 z。 
VzVydz— Gr TV CCGrzy)AGGzz))) Va GWw,0)) 
我 们 终于 得 到 一 个 前 东 范 式 的 表达 式 。 注 意 量词 后 面 的 表达 式 可 以 按照 布尔 表达 式 的 性 质 
进行 进一步 的 修改 和 简化 。 比 如 ， 它 可 以 被 整理 成 一 个 合 取 范式 。 回 
定理 5.2 任何 一 阶 逻辑 表达 式 都 能 够 改写 成 一 个 等 价 的 前 束 范 式 。 
证 明 : 见 问 题 5. 8. 5。 口 ] 
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5.4 公理 和 证 明 


我 们 已 经 为 我 们 用 于 表达 数学 推理 的 系统 装备 了 语法 和 语义 。 不 过 肯定 还 缺少 了 一 些 
什么 : 一 个 展现 真理 的 系统 方法 。 

但 是 首先 要 问 ， 什 么 是 真理 ? 一 个 可 能 的 答案 是 一 阶 逻辑 中 的 真理 与 永 真 性 的 概念 一 
致 。 让 我 们 先 介绍 一 个 展现 表达 式 永 真性 的 系统 方法 。 我 们 的 系统 基于 我 们 所 知 的 最 基本 
的 三 种 永 真性 : 布尔 永 真性 、 相 等 关系 性 质 和 量词 性 质 。 

我 们 将 要 提出 的 系统 对 任何 指定 的 词汇 表 5 中 的 表达 式 都 可 行 。 因 此 我 们 不 妨 假定 3 
是 固定 的 《不 过 在 我 们 的 例子 中 将 使 用 熟悉 的 词汇 表 的 常用 搭配 )。 首 先 ， 我 们 的 系统 有 
一 个 可 数 无 限 的 (事实 上 ， 还 是 递归 的 ， 见 问题 5. 8. 6) 逻辑 公理 集合 。 公 理 是 我 们 基本 
的 永 真 表达 式 。 我 们 的 逻辑 公理 集合 A 包含 所 有 的 具有 性 质 5.4、 性 质 5.5、 性 质 5.6、 性 
质 5.8 和 性 质 5.9 中 所 讨论 形式 的 表达 式 ， 以 及 它们 的 扩展 ， 也 就 是 加 上 任意 数目 的 形 如 
Vz 的 前 缀 〈 见 性 质 5. 9)。A 包含 图 5.4 中 所 列 出 的 基本 公理 的 所 有 扩展 。 





AX0: ”任何 布尔 形式 为 重 言 式 的 表达 式 。 
AX1: 任何 具备 以 下 形式 的 表达 式 





AXla: tt。 
AXlb: (t=t A N= ft te) = ft ,th) 。 
AXlc: (t=t{ A Mt=t) >(RO ,tSR(! ,th))。 





AX2: ”任何 形 如 Y zg>$Lx 一 的 表达 式 。 
AX3: ”任何 形 如 8 二 VY zy 的 表达 式 ， 其 中 工 不 在 8 中 自由 出 现 。 
AX4; 任何 形 如 (Yz(y 二 办 ) 二 (VY x$ 过 YY Xz) 的 表达 式 。 

图 5.4 基本 逻辑 公理 


从 公理 开始 ， 我 们 的 系统 通过 一 个 基于 性 质 5. 4 的 方法 生成 “证明”) 新 的 永 真 表达 
式 。 特 别 地 ， 考 虑 一 个 有 限 的 一 阶 逻 辑 表达 式 序 列 5 二 (7,$2，… ,pr)， 如 果 其 中 的 每 一 
个 表达 式 $i (1 过 in) 都 满足 要 么 a) 8$EX4， 要 么 b) 表达 式 各，… ,$i-1 中 存在 两 个 形 如 y 
和 y=>$ 的 表达 式 (这 就 是 Modus Ponens， 我 们 用 来 往 已 知 的 永 真 语句 里 添加 新 成 员 的 方 
法 ， 见 性 质 5.4 之 前 的 讨论 )。 那 么 我 们 说 S 是 表达 式 8; 的 一 个 证 明 。 表 达 式 如 称 为 一 
个 一 阶 逻辑 定理 ， 记 作 上 加 〈 试 比较 片 加 ) 。 

例 5.4 相等 关系 的 自 反 性 (zx 二 x) 是 一 个 一 阶 公理 。 相 等 关系 的 对 称 性 z 王 y 之 yy 一 工 
是 一 个 一 阶 逻 辑 定理 。 它 的 证 明 如 下 : 

$1 二 (X 二 yA 人 zx=zx) 访 (zx 二 zx 访 y 一 xz) 是 公理 族 AXIlc 中 的 一 员 ， 这 里 二 2，R 为 相等 
关系 ， 直 一 名 一 刀 一 2 上 县 站 一 y。 

$2 二 (Xx 二 ZX) 属 于 公理 族 AX1a。 

$3 二 Tz 二 + 之 ((x 二 y 人 x 二 Xx) 这 (Xx 二 Xx 访 y 二 Xx)) 访 (zx 二 y 访 y 王 Xx) 属于 公理 族 AX0 (这 个 
可 能 要 花 点 时 间 去 检验 )。 

4 二 ((X 二 y 人 ZX 二 Xx) 访 (X 二 + 访 y 二 xX)) 访 (Xz 二 yy 二 Xx) 可 以 从 $2 和 83 运用 假 言 推 理 
推出 。 

$5 二 (Xx 三 y 访 y 二 7) 可 以 从 加 和 $4 运用 假 言 推理 推出 。 

因此 ， 上 zx 三 y 全 y 三 z。 
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相等 关系 的 传递 性 ，(z=yAy 一 六 一 z 一 =， 也 是 一 个 一 阶 逻辑 定理 〈 证 明 类 似 ， 见 
问题 5. 8. 8) 。 口 

我 们 在 后 面 将 给 出 更 多 证 明 实 例 ， 此 前 我 们 得 先 设计 一 个 能 够 使 其 证 明 不 像 前 述 论证 
过 程 那 般 繁 元 的 方法 。 

但 是 ， 不 要 忘记 我 们 的 兴趣 是 要 识别 重要 的 计算 问题 。 一 阶 逻辑 表达 式 可 以 编码 成 某 
个 适当 的 字母 集 上 的 串 。 让 我 们 首先 指定 一 个 词汇 表 = (G, 了 ,~) 。 一 个 可 能 的 编码 将 使 
用 符号 下 R、z、0 和 1 (为 了 表达 函数 、 关 系 和 变量 ， 它 们 都 带 有 二 进 制 索引 )， 还 有 逻 
辑 符 号 人 和、V、 一 、 习 和 Y， 以 及 括号 。 同 样 的 字母 集 当 然 还 能 够 用 来 对 证 明 进 行 编码 
〈 它 只 不 过 是 表达 式 的 串 ) 。 以 下 算法 可 以 检验 一 个 串 是 否 为 一 个 证 明 : 一 个 一 个 地 检查 所 
有 表达 式 ， 测 定 它 是 否 属于 一 阶 逻 辑 中 的 某 个 公理 族 。 这 不 是 很 明显 ， 但 也 并 不 太 难 ( 见 
问题 5. 8. 6)。 然 后 ， 对 每 个 并 非 公 理 的 表达 式 ， 检 测 它 是 否 可 以 从 之 前 的 两 个 表达 式 出 发 
根据 假 言 推理 推导 出 来 。 

这 里 有 一 些 读者 可 能 想 问 的 重要 计算 问题 : 给 定 一 个 表达 式 # (的 编码 )， 它 是 否 有 
FF$， 即 $ 是 否 为 一 个 一 阶 定理 ? 我 们 称 这 个 问题 为 THEOREMHOOD (一 阶 定理 问题 )。 

性 质 5. 11 THEOREMHOOD 是 递归 可 枚 举 的 。 

证 明 : 接受 THEOREMHOOD 语言 的 图 灵机 将 按照 字典 序 测试 所 有 可 能 的 证 明 〈 表 
达 式 组 成 的 有 限 串 ) ， 如 果 其 中 有 一 个 是 那个 给 定 表达 式 的 正确 证 明 ， 就 回答 “yes”。 口 

男 一 个 问题 是 : 给 定 一 个 w%， 它 是 否 为 永 真 的 ? 我 们 称 这 个 问题 为 VALIDITY ( 永 真 
性 问题 ) 。 这 个 问题 的 定义 在 计算 量 方面 是 可 怕 的 : 它 看 起 来 似乎 需要 检查 一 个 语句 的 所 
有 模型 〈 而 这 样 的 模型 多 得 不 可 数 ) 。 就 这 一 点 而 言 ， 我 们 无 从 知晓 是 否 VALIDITY 是 递 
归 可 枚 举 的 。 在 5. 5 节 中 我 们 将 给 出 肯定 的 回答 ， 通 过 确定 一 个 惊人 的 事实 : VALIDITY 
与 THEOREMHOOD 是 相符 的 。 也 就 是 说 , Fy 当 且 仅 当 Fp (这 是 定理 5.7 的 一 个 特 
例 ) 。 换 言 之 ， 我 们 繁 元 而 笨拙 的 证 明 系 统 其 实 已 经 强大 到 它 所 能 达到 的 极限 。 如 果 一 阶 
逻辑 中 的 永 真性 是 数学 真理 的 一 个 满意 的 概念 ， 那 么 这 对 我 们 力图 系统 化 数学 真理 搜寻 方 
法 的 任务 而 言 已 经 是 游 刀 有余 了 。 

可 惜 ， 它 当然 不 是 。 作 为 数学 学 者 ， 我 们 很 有 兴趣 想 要 发 现 不 同 词汇 表 所 讲述 的 论 域 
的 性 质 ， 比 如 ， 整 数 及 其 操作 、 实 数 、 图 。 一 阶 逻 辑 只 是 一 个 概念 ， 它 使 我 们 可 以 通过 一 
种 统一 的 方法 来 学 习 对 这 些 有 趣 论 域 的 推理 。 在 任何 时 候 ， 我 们 想 知 道 一 个 语句 是 否 不 被 
所 有 模型 满足 (和 否则 就 是 永 真 的 )， 但 是 被 我 们 感 兴趣 的 模型 满足 ， 不 论 这 时 我 们 感 兴趣 
的 是 什么 模型 。 

我 们 怎样 才能 够 填补 我 们 能 够 做 到 的 〈 系 统 化 永 真性 ) 和 我 们 需要 做 到 的 〈 系 统 化 
我 们 感 兴趣 模型 中 的 真理 ) 之 间 的 缺口 呢 ? 一 个 很 自然 的 途径 是 公理 化 方法 。 我 们 不 妨 
假定 对 所 有 能 够 被 一 个 特定 模型 Mo 满足 的 语句 感 兴趣 ， 然 后 用 一 个 非常 理想 的 情况 来 
演示 这 个 方法 。 假 设 我 们 已 经 发 现 一 个 表达 式 qo 使 得 Mo 上 加， 并 且 有 Mo 上 # 当 且 仅 当 
瞩 go 二 $。 那 么 ,为 了 研究 我 们 “ 感 兴趣 的 模型 ”Mo 中 的 真理 ， 在 这 种 情况 下 我 们 能 够 使 
用 永 真性 。 

例 5.5 公理 化 其 实 也 不 像 看 起 来 那样 毫 无 希望 。 事 实 上 ， 数 学 中 一 些 有 趣 的 部 分 可 以 
被 公理 化 。 例 如 ， 群 论 有 一 个 词汇 表 包 含 二 元 函数 。( 作 为 中 级 符号) 和 常量 1。 Vx (xey)==xz 
是 这 个 词汇 表 里 一 个 典型 的 表达 式 。 所 有 群 的 性 质 都 能 够 从 以 下 非 逻 辑 公 理 推导 出 来 : 

GRI1: VYzVyVz(CCrey)sz 一 Ze(yez)) (。 的 结合 律 ) 
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GR2 : Vr (rz°1) 王 工 (1 是 单位 元 ) 
GR3:  Vz3ay(z。y=1)  ( 逆 元 的 存在 性 ) 

(我 们 也 可 以 在 群 论 的 词汇 表 里 加 入 一 个 一 元 函数 (， )-! 来 表示 逆 运 算 。 但 这 没有 什 
么 必要 ， 因 为 我 们 可 以 认为 公理 GR3 定义 了 送 函 数 。 它 的 唯一 性 可 以 从 其 他 公理 推出 。) 
这 三 个 简单 的 公理 构成 了 群 的 一 个 完备 的 公理 化 系统 。 所 有 和 群 的 性 质 都 能 够 从 它们 开始 通 
过 我 们 的 证 明 方 法 推导 出 来 。 如 果 我 们 想 要 公理 化 阿 贝 汞 群 ， 只 需 追 加 一 个 公理 ， 

GR4: VZzVyCroy) 王 (yeZz) (。 的 交换 律 ) 
另 一 方面 ， 若 要 研究 无 限 群 ， 也 只 需 对 每 个 二 1 添加 语句 如 三 了 zl 了 zz "xn 人 地 ; 
(Czi 天 zi)。 这 个 无 限 语句 集合 就 是 无 限 群 的 一 个 完备 的 公理 化 集 。 口 

不 过 ,一 般 来 说 ,我 们 感 兴趣 的 模型 可 能 有 一 个 包含 无 穷 多 表达 式 的 公理 化 集 (回想 
在 前 面 例子 中 的 无 限 群 );。 所 以 ， 我们 的 证 明 系 统 必须 拓展 到 允许 从 无 限 多 个 前 提 得 来 的 
证 明 。 令 A 为 一 个 表达 式 集合 ， 而 $ 是 另外 一 个 表达 式 。 如 果 任 何 满足 A 中 所 有 表达 式 的 
模型 都 必定 满足 $4， 我 们 说 $ 是 A 的 一 个 永 真 推论 ， 记 做 AFy。 在 公理 化 集 的 设想 应 用 
中 ，A 的 永 真 推论 可 能 将 是 Mo 的 所 有 性 质 ， 而且 也 仅 限 于 它们 。 所 以 ， 我们 对 怎么 系统 
地 生成 A 的 所 有 永 真 推论 非常 感 兴趣 。 

接 下 来 我 们 介绍 另 一 个 证 明 系统 ， 它 是 前 面 针 对 永 真性 的 那个 系统 的 自然 延 拓 ， 对 于 
识别 永 真 推论 很 有 帮助 。 令 A 为 一 个 表达 式 集合 。 令 S 为 一 个 有 限 的 一 阶 表达 式 序列 ， 
S 二 (81,62z，… ,$n)， 且 序列 中 每 个 表达 式 8; (1 二 in) 都 必定 满足 以 下 三 个 情况 中 的 一 
种 : (a) %EA; (b) 8gEA; (c) 在 表达 式 序列 $1 ,…,$;-1 中 存在 两 个 表达 式 形 如 yy 和 
精 ~g。 那 么 我 们 说 S 是 二 加 的 基于 A 的 一 个 证 明 。 表 达 式 $ 由 此 称 为 A 一 阶 定理 ， 记 
做 A 上 4( 试 比较 AF $)。 

换 而 言 之 , 一 个 A 一 阶 定 理 将 是 一 个 普通 的 一 阶 定 理 ， 如 果 我 们 允许 将 A 中 所 有 表达 
式 都 添加 到 我 们 的 逻辑 公理 中 去 。 在 这 种 情况 下 ,A 中 的 表达 式 称 为 我 们 系统 中 的 非 逻 辑 
公理 9 。 

利用 这 个 基于 表达 式 集合 的 证 明 思 路 ,我 们 其 至 可 以 简化 永 真性 (这 个 不 需要 前 提 ) 
的 证 明 。 这 主要 通过 使 用 接 下 来 的 三 个 有 趣 结 论 得 以 实现 。 这 些 结论 形式 化 了 数学 推理 中 
三 个 十 分 常见 的 思维 模式 : 它们 将 称 为 演绎 法 、 反 证 法 和 合理 概 化 。 

在 演绎 法 中 我 们 希望 证 明 g-=>y 并 因此 声明 说 :“ 让 我 们 假设 $ 成 立 …… 站 

定理 5. 3 (演绎 法 ) ”假设 AU{y} Fy, 那么 A 上 y=y。 

证 明 : 试 考虑 从 AU {84) 推导 出 y 的 一 个 证 明 S 二 (gi ,$2z，… ,pr)。 我 们 将 按 i(i 二 
0,…,n) 归纳 地 证 明 从 A 出 发 存在 一 个 $y 过 $i 的 证 明 。 最 后 只 要 取 i 三 nn 就 可 以 得 到 结论 。 

当 i 二 0 时 结论 显然 为 真 ， 因 此 不 妨 假设 对 于 所 有 j 二 i(i 二 n) 都 成 立 。$ 过 #7 的 证 明 包 
含 对 所 有 表达 式 $ 二 $8; (1 志 j 二 i) 的 证 明 ， 当 然 还 有 能 够 证 明 $=>$i; 的 一 些 新 表达 式 ， 取 决 
于 $; 的 性 质 。 如 果 $; 属于 AUA〈 即 它 是 一 个 逻辑 公理 或 非 逻辑 公理 )， 我 们 就 在 证 明 中 
添加 表达 式 … ,9; ,$i; 二 ($8 二 $1) 和 8 二 $i:。 第 一 个 表达 式 可 以 作为 公理 加 入 (根据 假设 它 是 
公理 ); 第 二 个 作为 AX0 的 公理 加 入 ; 第 三 个 根据 假 言 推理 加 入 。 如 果 S 中 的 $; 是 从 某 
个 $j (jj 二 和 页 局 依 据 假 言 推理 得 来 的 ， 那么 按照 归纳 我 们 的 证 明 现 在 包含 $$ 和 

















日 、 术语 非 逻辑 将 A 中 的 表达 式 和 A 中 的 逻辑 公理 区 分 开 来 。 它 并 不 包含 A 中 表达 式 为 “不 符合 逻辑 ”的 贬损 含义 。 
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$ 产 (87 庆 $87)。 我 们 可 以 在 证 明 中 添加 表达 式 ($ 地 $8) 地 (8 二 (6 二 $1)) 二 (48 二 $1))、(8 和 过 
(6 二 8) 二 (8 二 $2) 和 5g 过 8;。 第 一 个 作为 AX0 的 公理 加 入 ,第 二 个 和 第 三 个 则 是 根据 假 
言 推 理 加 入 。 

最 后 ， 如 果 #8; 二 %， 那 么 我 们 在 证 明 中 将 8g 一 $ 作 为 AX0 的 公理 加 入 。 口 

大 家 可 能 更 加 熟悉 下 面 的 证 明 方法 : 为 了 证 明 #4， 我 们 先 假设 一 $， 然 后 由 此 推出 一 
个 艺 盾 。 从 形式 上 ,一 个 矛盾 可 以 定义 为 表达 式 y 人 一 y， 这 里 yy 是 任意 表达 式 。 如 果 
yA 人 一 J 能够 从 A 出 发 得 到 证 明 ， 那 么 所 有 表达 式 ， 包括 所 有 其 他 的 了 矛盾， 都 可 以 证 明 为 重 
言 草 涵 式 。 如 果 A Fp， 对 任意 表达 式 上 (包括 上 面 提 到 的 了 矛盾 )， 我 们 说 A 是 不 协调 的 ; 
否则 ， 如 果 没 有 矛盾 能 够 从 A 出 发 得 到 证 明 ， 我 们 就 说 A 是 协调 的 。 

定理 5. 4 ( 反 证 法 ) 如 果 AU {~-$) 是 不 协调 的 ， 那么 A 上 4。 

证 明 : 假设 AU (-$) 是 不 协调 的 ， 那么 AU {-$8) Fp (以 及 任意 其 他 表达 式 )。 根 据 
定理 5. 3， 我 们 知道 A 上 -8 二 >$g， 这 等 于 就 是 $3。 从 形式 上 ,我们 在 -8 过 $ 的 证 明 中 加 入 
一 个 序列 … (一 gg 二 8g，#$， 前 者 作为 布尔 公理 ， 后 者 根据 假 言 推理 。 口 

在 定理 5. 4 的 证 明 里 ， 最 后 一 个 论证 (从 一 $ 二 $$ 证 明 8%) 很 常见 ， 而 且 相 当 程 序 化 。 
它 主要 涉及 证 明 某 个 表达 式 ， 而 这 个 表达 式 则 是 其 他 已 经 得 证 的 表达 式 的 “布尔 推论 ”。 
以 后 我 们 将 压缩 这 样 的 步骤 ， 避 开 烦 琐 细 节 直 接 引 入 布尔 推论 。 

在 数学 证 明 中 我 们 经 常 如 此 结束 :“…… 由 于 xz 可 以 取 任 意 整数 ,证 明 完成 。” 这 类 论 
证 可 以 形式 化 为 : 

定理 5.5 (合理 概 化 ) ”假设 A 上 Fs, 而 x 在 A 的 所 有 表达 式 中 没有 自由 出 现 ， 那 么 
Hv xy。 

证 明 : 试 考虑 从 A 推导 出 y 的 一 个 证 明 S= (页 ,8p2，,… ,$n)。 我 们 将 按 i(i 二 0,…,n) 
归纳 地 证 明 从 A 出 发 存在 一 个 Vz; 的 证 明 。 同 样 ， 只 要 取 i=n 就 可 以 得 到 结论 。 

当 i 二 0 时 结论 显然 为 真 ， 因 此 不 妨 假设 对 于 所 有 j 二 i(i 二 n) 都 成 立 。Y x$i; 的 证 明 包 
含 对 所 有 表达 式 Y zx#j (lj 一 让) 的 证 明 ， 当 然 还 有 能 够 证 明 V zx#$i 的 一 些 新 表达 式 。 这 些 
新 表达 式 取决 于 $;。 

如 果 $; 属于 A〔 即 它 是 一 个 逻辑 公理 )， 那 么 VY xy; 也 是 一 个 公理 ， 可 以 加 入 证 明 。 

如 果 $; 属于 A〈 即 它 是 一 个 非 逻辑 公理 )， 那 么 我 们 知道 x 在 8; 中 不 是 自由 的 ， 因 此 
可 以 添加 序列 …，y;，(8i; 过 Vx$i) 和 VY xyp;。 第 一 个 表达 式 作为 非 逻 辑 公理 加 入 ; 第 二 
作为 AX3 的 公理 加 入 ; 最 后 一 个 根据 假 言 推理 加 入 。 

最 后 ， 如 果 $8; 是 从 某 个 $8; (Ij 二?) 和 上 之 大 依据 假 言 推理 得 来 的 ， 那么 按照 归纳 我 们 
的 证 明 现 在 包含 Vz 贞 和 YYZ (而 之 贞 ) 。 我 们 可 以 在 证 明 当 中 添加 表达 式 … VY zx(8j 声 $i) 声 
((YVzpji)>(VYI$i)), (Vrgi)>(Vzrpi) 和 VY zp;。 第 一 个 作为 AX4 的 公理 加 入 ， 而 第 二 
个 和 第 三 个 则 是 根据 假 言 推理 加 入 。 口 

下 面 让 我 们 用 几 个 例子 来 展示 这 些 新 的 概念 和 证 明 技巧 : 

例 5.6 事实 上 ，FVzVyg>VYVyVzh。 这 是 大 家 熟知 的 一 个 事实 ， 即 在 逻辑 表达 式 
中 相继 连续 出 现 的 同类 型 量词 的 顺序 并 不 重要 。 下 面 是 证 明 : 

向 二 VZVyg， 为 了 应 用 演绎 法 ， 我 们 先 假设 所 需 表 达 式 的 前 提成 立 ， 即 假设 A= 
{VzVy$}o 
一 VZYyg%>VYyh， 这 是 AX2 的 公理 。 
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$3 二 V y$>$， 这 也 是 AX2 的 公理 。 

$894 二 $p， 前 面 三 个 表达 式 的 布尔 推论 。 

8 一 VYzg， 这 是 合理 概 化 的 一 次 应 用 。 注 意 工 并 不 自由 出 现 于 A 的 任何 表达 式 中 
(这 里 只 有 一 个 ， 即 Yz Vyg) 。 

% 一 YyYZzg， 同 样 又 是 应 用 合理 概 化 。 

由 于 我 们 已 经 有 了 {VYzxVy$) 上 VYZzYyg， 按 照 演绎 技巧 ,我们 得 出 结论 上 VzY yy$ 志 
VyVZ8。 口 ] 

例 5.7 ”让 我 们 证 明 上 Vzg=> 村 zg。 

1 二 VYx8p， 也 是 为 了 应 用 演绎 法 的 前 提 假 设 。 

$2 一 (YX$) 福 8 是 AX2 的 公理 。 

$3 二 $6， 根据 假 言 推理 。 

4 二 Yz-$ 庆 一 $ 是 AX2 的 公理 。 

$5 二 (Vz-$ 坟 一 四 庆 ($ 玉 jz8)， 一 个 布尔 公理 ， 试 回想 我 们 前 文中 提 到 过 是 一 
个 简写 。 

$6 二 8 六 导 xp， 根 据 假 言 推理 。 

$7 二 习 x8， 对 $3 和 pe 应 用 假 言 推理 。 加 

例 5.8 我 们 将 证 明 下 述 性 质 : 假设 和 y 是 两 个 除了 以 下 区 别 之 外 其 他 都 一 样 的 表 
达 式 : $ 中 zz 的 每 个 自由 出 现 的 位 置 ， 其 在 y 中 都 恰好 是 y 的 一 个 自由 出 现 ， 反 之 亦 然 。 
那么 上 VYzxgp 二 Vyy 。 这 是 一 个 大 家 熟知 的 事实 ， 即 被 量词 约束 的 变量 的 具体 名 称 无 关 紧 
要 。 换 句 话 说， 如果 一 个 表达 式 是 永 真 的 ,那么 它 所 有 的 字母 替换 变 式 也 是 。 下 面 是 
证 明 , 

加 二 VZzg， 我 们 还 是 要 应 用 演绎 法 。 

$2 二 YX$ 这 J，AX2 的 一 个 公理 , y 二 gL[x<yj]。 

#3 二 Jy， 根据 假 言 推 理 。 

$4 二 VY yy， 根 据 合 理 概 化 ，y 在 V zp 中 没有 自由 出 现 。 日 

我 们 接 下 来 证 明 一 个 可 靠 的 结论 ， 它 说 明 我 们 的 证 明 系 统 是 可 靠 的 ， 即 它 只 证 明永 真 
的 推论 。 

定理 5.6 (可 靠 性 定理 ) 如果 A Hg， 那 么 AFY 。 

证 明 : 考虑 从 A 推导 出 的 任意 证 明 S==(#81 ,82，… ,pr)。 我 们 将 归纳 地 证 明 A 瞩 84;。 若 
$i 是 一 个 逻辑 公理 或 非 逻 辑 公 理 ， 显 然 有 A 上 8;。 那 么 ,假设 点 是 从 某 个 $j; (j 二 i) 和 
大 之 庆 依据 假 言 推理 得 来 的 ， 按 照 归 纳 则 有 A 瞩 $; 或 者 A 上 晤 之 大 二 所 以 任何 满足 A 的 模 
型 必定 也 满足 $4; 和 $j 过 $8:， 因 此 也 满足 8;。 这 样 我 们 就 证 明了 A 片 辐 。 回 


5.5 完备 性 定理 


与 可 靠 性 定理 相对 应 ，Kurt G6del 证 明了 一 阶 逻 辑 的 完备 性 定理 ， 即 5. 4 节 中 介绍 的 
证 明 系 统 能 够 证 明 所 有 永 真 的 推论 。 

定理 5.7 ( 哥 德 尔 的 完备 性 定理 ) 如 果 AFy， 那 么 A 上 y。 

我 们 将 证 明 这 个 结论 的 另外 一 种 形式 ， 即 下 面 的 这 个 定理 : 

定理 5. 7 ( 哥 德 尔 的 完备 性 定理 ， 第 二 种 形式 ) 如 果 A 是 协调 的 ， 那 么 它 有 一 个 模型 。 

若 要 说 明 原 来 的 形式 由 第 二 种 形式 可 得 ， 不 妨 假设 A 上 Fw。 这 意味 着 任意 满足 A 中 所 
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有 表达 式 的 模型 也 满足 & (自然 地 ， 可 以 推翻 -8$)。 因 此 ， 没有 模型 可 以 满足 AU {一 $) 
中 的 所 有 表达 式 ， 所 以 〈 这 里 我 们 按照 第 二 种 形式 推断 ) 这 个 集合 是 不 协调 的 。 根 据 反 证 
法 〈 见 定理 5.4)，A Hg。 同 时 ， 明 显 可 以 看 出 第 二 种 形式 是 原来 形式 的 推论 (参见 问题 
5. 8. 10) 。 接 下 来 我 们 将 证 明 第 二 种 形式 。 

证 明 : 给 定 词汇 表 三 上 的 一 个 表达 式 集合 A， 我 们 知道 A 是 协调 的 。 单 赁 这 些 信 息 ， 
我 们 必须 找到 A 的 一 个 模型 ， 这 个 任务 看 起 来 很 艰巨 : 我 们 必须 从 现 有 的 语法 信息 着 手 建 
立 一 个 语义 结构 。 下 面 的 解决 方案 虽 显 简单 但 颇 为 巧妙 : 这 个 模型 将 是 一 个 语法 模型 ， 基 
于 语言 的 要 素 上 (在 计算 机 科学 和 逻辑 学 里 还 有 其 他 几 个 例子 ， 当 中 我 们 也 是 由 语法 入 语 
义 ) 。 特 别 地 ， 我 们 的 论 域 必 须 是 三 上 所 有 项 的 集合 。 而 这 个 模型 的 细节 〈 比 如 关系 和 函 
数 的 值 ) 将 按照 A 中 表达 式 所 指 代 的 来 定义 。 

要 实现 这 个 计划 还 有 很 大 障碍 。 首 先 ， 包 含 所 有 项 的 论 域 可 能 还 没有 丰富 到 可 以 提供 
一 个 模型 : 考虑 A=({( 了 3zPGz))U{(-P(GD)) :是 瑟 上 的 项 }。 虽 然 这 是 一 个 协调 的 表达 式 
集合 ， 但 容易 看 出 没 法 找到 一 个 论 域 只 包含 三 中 项 的 模型 来 满足 它 。 另 外 一 个 困难 是 A 中 
表达 式 可 能 太 少 而 且 不 得 “要 领 ”， 无 法 导出 所 需 模型 的 定义 。 对 于 某 个 项 上 ， 它 们 可 能 无 
从 得 知 P(t) 是 否 成 立 。 

为 了 绕 开 这 些 难点 ， 我 们 将 采取 Leon Henkin 提出 的 策略 ， 解 释 如 下 。 首 先 ， 我 们 在 
三 中 添加 可 数 无 限 个 常量 cl ，c:z ，…， 称 所 得 的 词汇 表 为 3 。 我 们 不 得 不 证 明 最 初 的 假设 
仍然 是 永 真 的 : 

断言 ” 当 作为 上 的 表达 式 集合 考虑 时 ，A 仍然 是 协调 的 。 
证 明 : 假设 存在 一 个 从 A 推导 出 某 个 矛盾 的 证 明 S 二 (#1,82，…，,pn)， 它 使 

用 马上 的 表达 式 。 我 们 不 妨 假定 存在 无 限 多 个 不 在 A 中 出 现 的 变量 zl，xz2，… 

等 。 要 明白 为 什么 这 些 变 量 肯定 存在 ， 因 为 变量 的 解释 域 是 无 穷 的 。 即 便 它们 都 

出 现在 A 中 ， 我 们 也 可 以 重新 定义 A 使 它 仅 使 用 集合 中 的 奇数 序号 变量 ,那么 就 

仍然 有 无 限 多 个 变量 是 没有 用 到 过 的 。 

从 这 个 矛盾 的 证 明 S 中 ， 我们 将 构建 一 个 新 的 证 明 S ， 其 中 常量 c; 的 每 个 

出 现 都 被 替换 成 变量 xi 。 这 个 S 证 明了 A 原来 的 词汇 表 中 的 一 个 矛盾 是 荒废 的 ， 

因为 按照 假设 A 是 协调 的 。 口 

在 引入 常量 c; 以 后 ， 我 们 在 A 中 添加 下 述 新 表达 式 (多 到 使 它 有 足够 的 “要 领 ”)。 
考虑 马上 所 有 表达 式 的 一 个 枚 举 : 加 ，#pz ，…。 我 们 将 定义 一 系列 A 的 后 继 改 进 版 本 
Ai(i 一 0,1,…)。 定 义 Ao= 二 A， 并 假设 A1，…"，Ai-i 已 经 定义 好 。A; 取决 于 A;_1 和 加 。 有 
以 下 4 种 可 能 的 情况 : 

o 情况 1: A;-1U{$i) 是 协调 的 ， 并且 8; 的 形式 不 是 3xy。 那 么 A; 二 Ai;-_1U {8i)。 

o 情况 2: A;-1U {8;) 是 协调 的 ,并且 $i; 二 3xy。 令 cc 为 没有 出 现在 表达 式 $1，…， 

$8 一 1 中 的 一 个 常量 (由 于 我 们 有 无 限 多 的 常量 ， 所 以 总 能 找到 这 样 的 常量 )。 那 么 我 

们 令 A; 二 A;_-1U{3jzy,yLz<cl]}。 

o 情况 3: Ai-1U 18i) 是 不 协调 的 ,并且 $i; 的 形式 不 是 Yzy。 那 么 A; 二 Ai-1U {一 $8)。 

o 情况 4: A;-1U1{8) 是 不 协调 的 ， 并 且 $8; 二 Yzy。 令 cc 为 没有 出 现在 表达 式 $1，…， 

$8 一 1 中 的 一 个 常量 (由 于 我 们 有 无 限 多 的 常量 ， 所 以 总 能 找到 这 样 的 常量 )。 那 么 我 

们 令 A;==Ai-1U{Vzry,- glx<e 1}。 
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请 注意 这 些 添加 对 A 的 作用 : 在 所 有 4 种 情况 中 ,我 们 在 其 中 加 入 所 有 种 类 的 兼容 表 


达 式 ， 慢 慢 地 解决 前 面 提 到 的 “不 得 要 领 ” 问 题 。 当 然 ， 在 情况 3 和 情况 4 中 我 们 没有 往 
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A 添 加 将 会 导致 其 不 协调 的 表达 式 ， 但 是 我 们 加 入 了 它 的 非 。 最 后 ， 在 情况 2 和 情况 4 
中 ， 当 表达 式 3zp 加 入 A 中 时 ， 另 一 个 表达 式 JLz<-c] 作为 见证 伴随 着 它 。 
断言 对 于 所 有 i 宇 0，A; 是 协调 的 。 
证 明 : 对 i 进行 归纳 。 作 为 基础 ，Ao 二 A 肯定 是 协调 的 。 不 妨 假设 A;-1 是 协 
调 的。 如 果 A; 是 根据 情况 1 得 来 的 ， 那 么 它 显然 是 协调 的 。 如 果 是 情况 3， 那 么 
我 们 知道 A;_1U {8;) 是 不 协调 的 ， 由 于 已 知 A;-1 为 协调 的 ， 所 以 可 以 推 知 A; 二 
Ai-1U {=pi) 也 是 协调 的 。 
最 后 ， 假 设 符合 情况 4， 且 Ai 是 不 协调 的 (下 面 的 论证 对 情况 2 同样 有 效 ) 。 
按照 反 证 法 ，Ai_1U {oy [zx<cj]) 上 Yzxy， 但 是 我 们 知道 A;-1 FY xy， 因 此 
Ai-1U {~-y [x<-cj]) 是 不 协调 的 。 再 由 反 证 法 ，A;-1 Fy Lz<ec]。 可 是 ， 我 们 
知道 c 不 出 现在 A;-1 的 任何 表达 式 中 ， 因 此 在 前 面 的 这 个 证 明 中 可 以 将 c 替换 成 
一 个 新 的 变量 y， 即 A;_1 Fy [xz<-y]。 根 据 全 称 推广 ，A;_1 上 Vyy [z <yj。 
现在 我 们 可 以 应 用 例 5. 8 生成 前 面 表达 式 的 一 个 字母 变 式 ， 得 到 A;_1 上 V zy。 
但 是 我 们 知道 A;-1U {VYxy) 是 不 协调 的 ， 因 此 A;-1 也 是 不 协调 的 ， 由 此 得 
出 矛盾 。 口 
我 们 可 以 定义 A' 为 所 有 A; 的 并 集 ， 即 A' 包 含 所 有 在 某 个 A;(i 宇 0) 中 出 现 过 的 表达 
式 。A' 包 含 了 最 初 的 A， 并 且 还 有 一 些 值得 注意 的 性 质 ， 首先 ， 对 于 任意 了 上 的 表达 式 $， 
A' 必 定 至 少 包含 $ 或 者 -$8 中 的 一 个 : 我 们 说 A' 是 完备 的 。 其 次 ， 对 于 A’ 中 的 任意 表达 式 
本 zg， 相 对 应 地 A' 中 还 有 一 个 形 如 8[Lr<-cj 的 表达 式 : 我 们 说 A 是 封闭 的 。 最 后 ， 容 易 看 
出 A' 是 协调 的 : 任何 一 个 对 于 矛盾 的 证 明 都 将 包含 有 限 多 个 表达 式 ， 因 此 只 是 某 个 Ai 中 
的 表达 式 。 但 我 们 知道 A; 是 协调 的 ， 所 以 没有 矛盾 能 够 由 它 得 到 证 明 。 
现在 我 们 可 以 应 用 最 初 的 “由 语法 入 语义 ”思想 。 考 虑 了 上 所 有 项 的 集合 工 。 定 义 这 
个 集合 上 的 一 个 等 价 关 系 : t=t 当 且 仅 当 t= 二 + € A’。 我 们 将 说 明志 在 这 里 是 一 个 等 价 关 
系 ， 即 它 是 自 反 的 、 对 称 的、 传递 的 。 作 为 证 明 ， 这 三 个 性 质 如 果 看 成 是 项 :、t 和 4 之 间 
的 表达 式 ， 它 们 要 么 是 公理 要 么 是 一 阶 定理 ( 见 例 5. 4 并 参考 问题 5. 8. 8)， 因 此 它们 都 包 
含 在 A 中 ， 因 为 A' 是 协调 的 而 且 是 完备 的 。T 中 项 1 的 等 价 类 标记 为 [tj]。 令 U 为 中 
按照 圭 关 系 划 分 的 等 价 类 的 集合 。U 是 我 们 要 寻找 的 模型 M 的 论 域 。 
接 下 来 我 们 定义 模型 M 中 函数 和 谓词 的 值 。 如 果 f 是 5 中 的 一 个 上 元 函数 符号 ， 而 





二 ，…， 帮 都 是 项 ， 那 么 f(D ，… [tj]) 二 [f(t1，…, 克 )]。 如 果 尺 是 35 中 的 一 个 元 关 
系 符 号 ， 而 五 ，…， 太 都 是 项 ,那么 RMC[ti],…,[ts]) 当 且 仅 当 R G1, …, 1 坟 )EA’。 
这 就 完成 了 对 M 的 定义 。 


我 们 还 需要 验证 这 个 模型 “有 意义 ”， 即 fM 和 RM 的 定义 独立 于 类 [ti;] 的 具体 代表 
元 。 假 设 项 磋 ,…,t, 直 ，… st 之 间 对 任意 i 都 有 ti 三 坟 ， 那 么 我 们 断言 (11,，…, 4) 三 
fli,t%)， 因 此 [f(t ，…,t)」] 的 确 是 独立 于 代表 元 ti 的 选择 。 因 为 如 果 对 任意 i 都 有 
ti 三 t;， 这 就 意味 着 对 任意 i 都 有 ti 二 ti EA 。 所 以 按照 公理 AXlb 有 A’ 上 ft，…,th) 二 
f(z1,…, 丸 )。 于 是 前 面 的 表达 式 就 在 A 中， 即 fa,… 4) 三 f (74,…,t%)。 而 且 ， 我 们 同 
样 可 以 按照 t 的 结构 进行 归纳 ， 得 出 Y= 二 [1]。 至 于 RM 的 定义 : 如 果 对 任意 i 都 有 ti; 寺 1， 
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那么 按照 公理 AXlc 有 Mj-RO,…,t) 当 且 仅 当 MF 睹 R(t ,…,t%)。 下 面 的 结论 就 可 以 
完成 对 完备 性 定理 的 证 明 : 
断言 MFA“。 
证 明 : 我 们 现在 将 按照 $ 的 结构 归纳 地 证 明 M 上 4 当 且 仅 当 $$EA 。 作 为 归 
纳 的 基础 ， 假 设 $ 是 原子 的 ， 且 有 $= 二 R(t ，…,t)。 按 照 RM 的 定义 ， 我们 知道 
RM(Y,… ,ty ) 当 且 仅 当 $EA。 
假设 % 一 二 内 则 MFEF$ 当 且 仅 当 M 医 gy。 按照 归纳 M 据 yy 当 且 仅 当 y 人 A。 
如 果 $ 二 gn V pz， 那么 M 久 gg 当 且 仅 当 M 基 凡 对 至 少 一 个 i 成立， 按照 归纳 ， 也 
就 是 当 且 仅 当 至 少 有 一 个 y; 属于 A’。 根 据 协调 性 和 完备 性 ， 这 当 且 仅 当 8€A 时 
发 生 。$ 一 gn A ys 的 情况 同 理 可 得 。 
假设 4 二 VYxy。 我 们 断言 %gEA' 当 且 仅 当 对 于 所 有 的 项 上 都 有 y[z<t]EA' 
(这 就 完成 了 证 明 ) 。 假 定 4YEA' ， 那 么 对 于 每 个 项 :有 A ”Fy [xz<tj] (调用 公理 
Vzxy=>y [zx<t] 和 假 言 推理 )。 因 为 A' 是 完备 的 ,我 们 有 yLzx<-tj]EA 。 相 反 ， 
假设 $A ， 那 么 -VY zy 是 在 A 的 构造 过 程 中 引入 的 并且-y [zx<c] 随同 它 一 
起 被 加 入 。 因 此 ，y[zx<-c] A 。 由 于 < 是 该 语言 的 一 个 项 ,证明 完成 。 口 


5.6 完备 性 定理 的 推论 


由 于 完备 性 定理 和 可 靠 性 定理 识别 有 关 一 阶 定理 的 永 真 语句 ， 所 以 VALIDITY (给 
定 一 个 表达 式 ， 它 是 否 为 永 真 的 ?) 这 个 计算 问题 与 THEOREMHOOD 其 实 是 一 样 的 。 
因此 ， 按 照 性 质 5. 11， 有 : 

推论 1 VALIDITY 是 递归 可 枚 举 的 。 口 

另外 一 个 完备 性 定理 的 直接 推论 是 下 面 的 属于 一 阶 逻 辑 的 一 个 重要 性 质 〈 布 尔 逻 辑 也 
有 相同 的 结论 ， 而 且 更 容易 证 明 ， 参 见 问题 4. 4. 9) : 

推论 2 ( 紧 致 性 定理 ) 如 果 一 个 语句 集合 A 所 有 的 有 限 子 集 都 是 可 满足 的 ， 那么 A 
是 可 满足 的 。 

证 明 : 假设 A 不 是 可 满足 的 ， 但 是 它 所 有 的 有 限 子 集 都 是 可 满足 的 。 那 么 ， 按 照 完 备 
性 定理 ， 从 A 出 发 可 以 得 到 一 个 对 矛盾 的 证 明 : A 上 上 人 一 此。 这 个 证 明 使 用 了 A 中 的 有 限 
当 个 请 刁 人 0. 和 光宗 对 公国 的 站 各 2 因 于 。 轨 新 省 一 个 有 有 恨 的 于 案 即 。 对 小 短 出 证 由 
用 的 那个 ) 是 不 可 满足 的 ， 而 这 与 我 们 的 假设 矛盾 。 口 

紧 致 性 定理 的 第 一 个 应 用 显示 一 阶 语句 无 法 将 数论 的 非 标准 模型 N (自然 数 加 上 整 
数 的 一 个 不 相交 复制 ， 在 5. 2 节 中 有 介绍 ) 和 标准 模型 N 区 分 开 来 。 

推论 3 如果 A 是 一 个 一 阶 语句 的 集合 ， 它 满足 N 上 FA, 那么 存在 一 个 模型 N 使 得 
NA， 并 且 N 的 论 域 是 N 的 论 域 的 一 个 真 扩 集 。 

证 明 : 考虑 语句 点 = 3x(( zx 关 0) 人 (zx 关 1) 人 …( zx 关 让 ) 和 集合 AU {$8;: i 宇 0}。 我 们 
断言 这 个 集合 是 协调 的 。 因 为 ， 如 果 它 不 是 协调 的 ， 它 必定 有 一 个 有 限 子 集 是 不 协调 的 。 
这 个 有 限 子 集 只 包含 $; 系列 语句 中 的 有 限 多 个 。 但 是 N 显然 满足 A 和 这 些 语句 的 任意 有 
限 子 集 。 所 以 ， 存 在 一 个 AU {yi: i 宇 0) 的 模型 ， 而 且 这 个 模型 的 论 域 必定 是 N 的 论 域 的 

一 个 严格 扩 集 。 口 

对 完备 性 定理 的 证 明 也 确立 了 下 面 一 个 关于 模型 的 基本 事实 : 
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推论 4 如 果 一 个 语句 有 一 个 模型 ， 那 么 它 有 一 个 可 数 的 模型 。 

证 明 : 在 完备 性 定理 的 证 明 中 ， 构 建 的 模型 M 是 可 数 的 ， 因 为 词汇 表 习 是 可 数 的 。 口 

不 过 ， 一 个 可 数 模型 可 以 是 有 限 的 ， 当 然 也 可 以 是 无 限 的 。 在 完备 性 定理 的 证 明 中 ， 
模型 M 通常 是 无 限 的 。 那 么 是 否 每 个 语句 都 有 一 个 可 数 无 限 的 模型 呢 ? 答案 是 “no”。 有 
些 语句 ， 比 如 ，Yx YyCz=y) 和 3 了 z 3j3yVYz(z 一 +V zx 一 y) 就 没有 无 限 的 模型 。 但 是 ， 这 
是 通过 给 模型 的 基数 指定 一 个 上 界 (前 面 的 语句 是 一 个 ， 后面 的 是 两 个 ) 来 实现 的 。 我 们 
接 下 来 的 这 个 推论 本 质 上 是 说 对 于 一 个 语句 而 言 这 也 是 唯一 的 方法 来 避免 被 一 个 无 限 的 模 
型 满足 。 

推论 5 (L5wenheim-Skolem 定理 ) ”如果 语 句 $ 拥有 基数 任意 大 的 有 限 模 型 ， 那 么 它 
有 一 个 无 限 模型 S 。 

证 明 : 考虑 语句 二 了 zi… 3 xs 人 i1<i<j<4 一 (Xi 二 Xj))， 这 里 有 这 1 是 一 个 整数 。 显 然 ， 
必 说 明 论 域 中 至 少 有 上 个 不 同 的 元 素 ， 它 不 能 被 一 个 论 域 只 有 不 多 于 一 1 个 元 素 的 模型 
满足 ， 但 是 任何 论 域 具有 不 少 于 & 个 元 素 的 模型 都 可 以 满足 它 。 

为 了 应 用 反 证 法 ， 我们 不 妨 假设 4 有 任意 大 的 模型 ， 但 是 没有 无 限 模型 。 考 虑 语句 集 
合 A 二 {8)U {yr :二 2,3,…)}， 如 果 A 有 一 个 模型 M， 那么 M 不 可 能 是 有 限 的 〈 因 为， 如 
果 它 是 有 限 的 ， 而 且 有 个 元 素 ， 它 就 会 满足 yr+1)， 而 且 不 可 能 是 无 限 的 (否则 它 将 满 
是 $)。 所 以 ，A 没有 模型 。 

根据 紧 致 性 定理 ， 存 在 一 个 有 限 集合 DCA 没有 模型 。 这 个 子 集 必定 包含 上 (否则 ， 
任何 足够 大 的 模型 都 将 满足 中 D 的 所 有 yi)。 假 设 k 是 满足 yi ED 的 最 大 整数 。 根 据 我 们 
的 预 设 ，y 有 一 个 基数 大 于 k 的 有 限 模 型 。 因 此 可 以 推出 这 个 模型 满足 D 中 的 所 有 语句 ， 
这 是 一 个 矛盾 。 口 

最 后 ， 让 我 们 应 用 L6wenheim-Skolem 定理 来 证 明 一 阶 逻辑 表达 能 力 的 一 个 限制 。 在 
5. 3 节 中 我 们 给 出 了 图 能 够 被 一 阶 逻 辑 表 达 的 一 些 有 趣 性 质 (出 度 为 1、 对 称 性 、 传 递 性 
等 ) 的 实例 。 我 们 还 展示 了 图 能 够 被 语句 $ 表达 的 属性 都 很 容易 得 到 验证 (相应 的 计算 问 
题 ， 称 为 GRAPHS 问题 ， 有 一 个 多 项 式 时 间 算 法 ) 。 那 么 很 自然 大 家 会 问 : 是 否 所 有 多 
项 式 时 间 可 验证 的 图 的 性 质 都 是 可 表达 的 呢 ? 

答案 是 “no”， 而 且 导 致 这 个 答案 的 问题 是 REACHABILITY (可 到 达 性 问题 ) (给 定 
一 个 图 G 和 C 中 的 两 个 结 点 z 和 y， 问 是 否 存 在 一 条 从 x 到 yy 的 路 径 ) 。 

推论 6 不 存在 一 个 一 阶 表 达 式 上 (包含 两 个 自由 变量 zx 和 y) 使 得 $FGRAPHS 和 
REACHABILITY 相同 。 

证 明 : 假设 存在 这 样 一 个 表达 式 &$。 我 们 来 考虑 语句 yo 二 YxYy$， 它 意味 着 图 G 是 
强 连通 的 ， 即 所 有 结 点 都 能 够 互相 到 达 。 接 下 来 考虑 yn 与 语句 yy 和 内 的 合 取 式 ， 这 里 
=(VrIyG(ryy) A VrVyVe((G(r,y) NAG(zTz)) y=2)), =(VrIyG(y;r) A 
VxVyVzx((G(y;X) 人 Gl(z,7X)) 祈 y 二 x))。 语句 yn 是 指 图 G 中 的 每 个 结 点 都 有 出 度 为 1， 
而 内 则 说 图 G 中 的 每 个 结 点 都 有 入 度 为 1。 因 此 ， 合 取 式 Jy 二 go 人 gn 人 内 说 明 这 个 图 是 
强 连 通 的 ， 并 且 所 有 结 点 的 出 度 和 入 度 都 为 1。 这 样 的 图 有 一 个 名 称 : 它们 叫 作 环 〈 见 
图 5. 5)。 














仿 ” 应 至 多 是 无 限 可 数 模型 。 一 一 译 者 注 
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显然 ， 存在 一 些 有 限 环 ， 其 中 结 点 想 要 多 少 就 有 多 少 。 这 意味 着 y 有 任意 大 的 有 限 模 
型 。 因 此 ， 按 照 L5wenheim-Skolem 定理 ， 它 有 一 个 无 限 模型 ， 3 
称 为 C- 。 一 个 矛盾 呼之欲出 : 无 限 环 是 不 存在 的 ! 具体 地 ， 

让 我 们 考虑 G- 中 的 一 个 结 点 ， 称 其 为 结 点 0。 结 点 0 有 一 条 单 
边 扇 出 ， 到 达 结 点 1; 结 点 1 有 一 条 单 边 扇 出 ， 到 达 结 点 2; 然 
后 又 到 结 点 3， 如 此 继续 。 如 果 我 们 沿 着 这 条 路 走 下 去 ， 我们 
最 终 将 经 历 从 结 点 0 出 发 经 过 一 个 路 径 可 以 到 达 的 所 有 结 点 。 
由 于 G- 是 强 连 通 的 ， 所 以 这 些 结 点 必定 包含 图 中 的 所 有 结 点 。 " . 
但 是 ， 结 点 0 的 入 度 为 1， 因 此 肯定 存在 某 个 结 点 j 使 得 存在 人 
一 条 边 从 结 点 7 到 结 点 0。 这 是 一 个 矛盾 : 前 面 所 指 的 “无 限 ” 环 其 实 是 有 限 的 。 E] 

一 阶 逻辑 可 达 性 的 不 可 表达 性 是 非常 有 趣 的 ， 因 为 以 下 几 个 原因 : 首先 ， 它 是 一 个 不 
平凡 的 不 可 能 性 定理 ， 而 不 可 能 性 定理 正 是 我 们 在 复杂 性 理论 中 想 要 证 明 的 结论 〈 现 在 离 
证 明 还 相差 很 远 …… )。 另 外 ， 这 个 不 可 能 性 结论 激发 了 对 一 阶 逻 辑 的 适当 延 拓 的 学 习 ， 
并 最 终 引 出 了 复杂 性 和 逻辑 之 间 紧 密 黏合 的 另 一 个 重要 方面 。 这 些 附加 的 能 力 是 本 章 的 最 
后 一 个 主题 。 

5.7 二 阶 逻 辑 

我 们 需要 往 一 阶 逻 辑 添加 哪些 “特征 ”才能 使 得 REACHABILITY 可 以 被 表达 呢 ? 
从 直觉 上 ， 在 REACHABILITY 中 我 们 想 要 表述 的 是 “存在 一 条 从 x 到 y 的 路 径 ”。 就 字 
面 上 来 看 ， 一 个 以 “存在 ”开头 的 陈述 句 似乎 很 适合 于 用 一 阶 逻 辑 表达 ， 因 为 它 刚 好 有 一 
个 量词。 不 过 当然 这 里 有 一 个 陷阱 ， 因为 我 们 的 量词 后 面 紧 跟着 一 些 变 量 ， 比 如 工 ， 而 
变量 代表 单个 结 点 ,一 阶 逻 辑 只 容许 我 们 表述 “存在 一 个 结 点 …… ”。 显然 ， 这 里 所 需要 
的 是 一 种 可 以 让 语句 以 关联 于 复杂 对 象 的 存在 量词 开端 的 能 力 。 

定义 5.4 词汇 表 = (@,J,r) 上 的 一 个 存在 性 二 阶 逻 辑 表达 式 是 一 个 形 如 习 Py 的 表 
达 式 ， 其 中 % 是 词汇 表 3 = 二 (8B,IIU {P},r) 上 的 一 阶 表达 式 。 这 就 是 说 ，P& 工 是 一 个 新 
的 r(P) 元 关系 符号 。 自 然 ， P 可 以 在 #$ 中 被 提 到 。 从 直觉 上 ， 表 达 式 3 Py 表明 存在 一 个 
关系 己 使 得 $ 成 立 。 

二 阶 逻辑 表达 式 的 语义 体现 了 这 个 直觉 : 我 们 说 一 个 适合 于 三 的 模型 M 满足 导 Pg， 
如 果 存 在 一 个 关系 PMC(UM)"?) 使 得 M， 在 经 过 PM 的 扩充 包含 一 个 适合 于 5 的 模型 以 
后 ， 满 足 $。 器 

例 5.9 在 数论 的 词汇 表 中 考虑 二 阶 表达 式 g% 一 了 3PVz(CCPCz) VPCr 二 1))A-CPCz)A 人 
P(xz 十 1)))。 它 声称 存在 一 个 集合 P 使 得 对 所 有 的 x 都 有 要 么 x EP 成 立 要 么 x 十 1 EP 成 
立 , 但 是 两 者 不 能 同时 成 立 。$ 能 够 被 数论 的 标准 模型 N 满足 ， 只 需 取 PN 为 所 有 偶数 的 
集合 即 可 。 回 

例 5.10 图 论 词汇 表 中 的 语句 3 PYVzxVY y(P(z,y) 过 G(x,y)) 声 称 图 G 存在 一 个 子 图 。 它 是 
一 个 永 真 的 语句 ， 因 为 每 个 图 都 有 至 少 一 个 子 图 : 它 自己 (不 用 说 ， 还 有 空 集 ……)。 口 

例 5.11 我 们 的 下 一 个 二 阶 逻 辑 表 达 式 抓 住 了 图 中 的 可 到 达 性 质 。 更 准确 地 说 ， 它 表 
达 了 可 达 性 的 反面 ， 即 不 可 达 性 : 

gz y) 王 本 PCVUVYVUVYZICCOPCuey ut ) A (Gl(usv Pu,v)) 人 














((Pl(u,v) A Plv,w))—>P(u,w)) 和 一 PCzyy))) 

yz,y) 是 说 存在 一 个 包含 G 为 子 图 的 图 P， 它 是 自 反 和 传递 的 ， 而 且 在 这 个 图 中 不 存在 从 
工 到 y 的 边 。 但 容易 看 到 ， 在 任何 满足 最 开始 三 个 条 件 的 已 中 ,任意 两 个 在 图 G 中 可 到 达 的 
点 之 间 都 必定 有 一 条 边 ( 换 句 话 说 ， 它 必定 包含 G 的 自 反 - 传 达 闭 包 )。 所 以 ， 一 PCz,y) 这 
个 表达 式 意 味 着 图 G 中 不 存在 从 工 到 y 的 路 径 : $ (zx,y)-GRAPHS 刚好 是 REACH- 
ABILITY 的 补 。 

再 多 花 一 点 功夫 我 们 就 可 以 表达 REACHABILITY 本 身 ， 可 以 使 用 一 些 表达 式 ， 它 
们 类 似 于 下 面 例子 中 为 了 其 他 目的 而 将 用 到 的 那些 表达 式 ， 参 见 问题 5. 8. 13 (我 们 不 能 靠 
简单 地 取 y 的 非 来 达到 这 个 目的 : 因为 存在 性 二 阶 逻 辑 在 非 操作 下 不 是 明显 封 团 的 )。 因 
此 ， 就 本 节 旨 在 解决 的 问题 而 言 存 在 性 二 阶 逻 辑 是 成 功 的 。 口 

例 5.12 事实 上 ， 存 在 性 二 阶 逻 辑 的 能 力 远 远 不 止 
上 面 所 提 到 的 。 它 能 够 用 来 表达 一 些 比 REACHABILI- 
TY 更 加 复杂 的 图 论 性 质 ， 这 些 性 质 其 至 还 没有 已 知 的 
多 项 式 时 间 算 法 。 例如， 考虑 以 下 的 HAMILTON 
PATH (哈密 顿 路 问题 ); 给 定 一 个 图 ， 是 否 存在 一 条 
刚好 经 历 每 个 结 点 一 次 的 路 径 ? 作为 例子 ， 图 5.6 中 的 
图 就 有 一 条 哈密 顿 路 ， 用 粗 线段 表示 。 这 个 问题 是 一 个 
可 以 证 明 为 难 解 的 问题 ( 它 与 1. 3 节 中 TSP 问题 的 相似 图 5.6 哈密 顿 路 
实在 是 太 明 显 了 )。 目 前 还 没有 一 个 已 知 的 多 项 式 时 间 《图 中 的 粗 线条 路 径 ) 
算法 可 以 回答 一 个 图 中 是 否 有 一 条 哈密 顿 路 。 

有 趣 的 是 ， 下 面 的 语句 描述 了 含有 哈密 顿 路 的 图 : yy 二 3 Px。 这 里 x 要 求 P 为 G 中 结 
点 上 的 一 个 线性 序 ， 即 G 中 结 点 上 一 个 同 态 于 过 的 二 元 关系 (不 失 一 般 性 ， 可 以 设 这 些 结 
点 为 {1,2,…,n})， 其 中 前 后 相继 的 结 点 在 G 中 是 连通 的 。x 必须 具备 以 下 几 点 : 首先 ， 
G 中 所 有 不 同 的 结 点 在 P 中 是 可 以 相互 比较 的 : 

ViVaytCP(E YY V PlysE) YE 二 瑟 (5-1) 
其 次 ，P 必须 是 传递 的 但 不 能 是 自 反 的 : 
VrzVyVe((= P(rz)) A (CP(lrxyy) 人 Plyy2z)))> P(rs2)) 
最 后 ，P 中 任意 两 个 相继 的 结 点 在 G 中 必须 是 邻接 的 : 
YrVyl(Plzsy) A Vz Plzy2) V ~ Plzyy))) G(r y)) 

容易 验证 yGRAPHS 与 HAMILTONPATH 是 一 样 的 。 这 是 因为 任何 具有 以 上 性 质 
的 了 都 肯定 是 一 个 线性 序 ， 其 中 任意 两 个 相继 的 元 素 在 G 中 都 是 邻接 的 一 一 它 必定 是 一 
条 哈密 顿 路 。 口 

上 面 的 最 后 一 个 例子 表明 ， 我 们 本 来 着 眼 于 将 一 阶 逻 辑 拓展 到 可 以 表达 一 些 简单 性 
质 ， 比 如 图 的 可 到 达 性 ， 结 果 我 们 被 带 得 更 远 : 存在 性 二 阶 逻辑 太 强 大 了 ， 它 能 够 表达 非 
常 复杂 的 性 质 ， 比 如 哈密 顿 路 的 存在 性 这 样 一 般 不 被 认为 属于 了 的 问题 。 不 过 ， 不 难看 出 
下 面 的 内 容 : 

定理 5.8 对 任意 存在 性 二 阶 逻 辑 表达 式 3 Py 而 言 ， 问题 3 Py-GRAPHS 属于 NP。 

证 明 : 给 定 任意 一 个 具有 n 个 结 点 的 图 G 二 (V,E), 一 个 非 确定 性 图 灵机 能 够 “ 猜 
测 ” 一 个 关系 PMCV" 中 使 得 G 在 扩 增 了 PY 以 后 满足 4$， 如 果 这 样 的 关系 存在 。 这 个 图 
灵机 然后 可 以 在 多 项 式 时 间 内 确定 性 地 检验 M 是 否 真 的 满足 一 阶 表 达 式 $ (使 用 定理 5.1 
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中 的 多 项 式 时 间 算 法 )。 猜 测 和 检验 总 共 所 需要 的 时 间 是 多 项 式 的 ， 因 为 PM 最 多 只 有 
mr 个 元 素 可 供 测 验 。 口 

现在 让 我 们 回头 看 看 两 个 表达 式 ， 一 个 是 CUN)REACHABILITY 的 ， 另 一 个 是 
HAMIL-TONPATH 的 。 我 们 想 知 道 为 什么 前 者 对 应 于 一 个 容易 的 问题 ， 而 后 者 则 是 一 
个 难 解 的 问题 。REACHABILITY 的 表达 式 $(z,y) 是 前 束 范式 ， 它 只 有 全 称 一 阶 量词 和 
合 取 范 式 形 式 的 母 式 。 更 重要 的 是 ， 假 设 我 们 从 母 式 的 子 句 中 删除 所 有 不 是 与 已 相关 的 原 
子 表 达 式 的 内 容 。 下 面 是 所 得 到 的 三 个 子 句 : 

CCP(lwsm)Ys P(ry))y™ (Pry Va Py VY Plrsz)) 

注意 这 里 所 有 的 三 个 子 句 都 有 最 多 一 个 不 是 非 出 现 的 关联 于 了 的 原子 公式 。 这 让 我 们 
想起 布尔 逻辑 中 的 Horn 子 句 ( 见 定 理 4.2)。 相 应 地 ， 我们 称 存在 性 二 阶 逻 辑 中 的 一 个 表 
达 式 为 Horn 表达 式 ， 如 果 它 是 一 个 前 束 范 式 ， 只 有 全 称 一 阶 量词 ， 而 且 它 的 母 式 都 是 其 
子 句 的 合 取 范式 ， 那 么 每 个 子 句 只 包含 最 多 一 个 不 是 非 出 现 的 关联 于 二 阶 关 系 符号 P 的 原 
子 公 式 。 显 然 ， 上 面 的 $ 是 一 个 Horn 表达 式 。 相 反 ，HAMILTON PATH 的 表达 式 y 包 
含 了 一 些 违反 Horn 形式 的 地 方 。 如 果 将 它 调 整 为 前 束 范式 ,那么 其 中 会 有 存在 量词 ， 而 
且 它 的 子 句 ( 式 (5-1)) 本 质 上 是 非 Horn 形式 的 。 

下 面 的 结论 解释 了 $ 与 y 之 间 的 区 别 : 

定理 5.9 对 于 任意 存在 性 二 阶 Horn 表达 式 3 Py 而 言 ， 问 题 3 PyGRAPHS 属 
于 P。 

证 明 : 令 3 Py 为 : 

3Pg = I3PVzi Vz (5-2) 

其 中 7 是 Horn 子 句 的 合 取 式 ， 而 P 的 元 数 为 x。 假 设 有 一 个 图 G 包含 个 结 点 〈 不 失 一 
般 性 ， 可 以 设 G 的 结 点 为 {1,2,…,n))， 我们 要 判定 G 是 否 为 3 Py GRAPHS 问题 的 一 
个 “yes” 实 例 。 即 我 们 需要 回答 是 否 存在 关系 PC(1,2,…,n)" 使 得 8 被 满足 。 

由 于 7 必须 对 zi 值 的 所 有 组 合 都 成 立 ， 而 这 些 x; 在 {1,2,…,n) 中 取 值 ， 我 们 可 以 
将 式 (5-2) 改写 为 一 个 庞大 的 由 7 的 不 同 变 式 组 成 的 合 取 式 ， 在 这 些 变 式 中 我 们 已 经 代 
入 zi; 的 所 有 可 能 的 取 值 : 





人 [za (5=3) 


这 个 表达 式 包含 了 刚好 hn* 个 子 句 ， 这 里 hh 是 w 中 子 句 的 数目 。 

现在 , 式 (5- 3) 中 每 个 子 句 的 原子 表达 式 只 可 能 是 以 下 三 种 形式 之 一 : G(vi,vj)、 
vi 二 V;， 或 者 PCu ,… ,vi )。 不 过 ， 前 面 两 种 可 以 很 容易 地 检验 其 为 真 还 是 为 假 ， 然 后 做 
出 相应 处 理 ( 记 住 ， 这些 v; 其 实 是 图 G 的 结 点 ， 而 我 们 已 知 C)。 如 果 发 现 一 个 文字 为 
假 ， 它 将 被 从 子 句 中 删除 ;如 果 发 现 它 为 真 ， 它 的 子 句 将 被 删除 。 如 果 最 后 得 到 一 个 空 的 
子 句 ， 我 们 就 说 这 个 表达 式 是 不 可 满足 的 并 且 G 不 能 满足 4。 因 此 ， 直 到 结束 ， 我们 将 有 
一 个 包含 最 多 hn* 个 子 句 的 合 取 式 ， 其 中 每 个 子 句 是 形 如 PCvi ,… ,vi ) 的 原子 表达 式 或 
者 它们 的 非 析 取 范 式 。 

我 们 还 需要 一 个 最 后 的 思路 : 这 些 原子 表达 式 中 每 一 个 都 可 以 独立 地 为 真 或 者 为 假 。 
那么 ， 何 不 将 每 一 个 原子 表达 式 都 替换 成 一 个 不 同 的 布尔 变量 。 这 就 是 说 ， 我 们 系统 地 将 
P(vi ，… ,vi ) 的 每 一 个 出 现 都 替换 成 新 的 布尔 变量 x …%， 。 最 后 得 到 一 个 布尔 表达 式 
下 。 从 我 们 的 构造 过 程 可 以 迅速 得 知 ， 正 是 可 满足 的 当 且 仅 当 存在 一 个 卫 使 得 P 和 G 能 够 
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满足 $。 

最 后 ， 由 于 7 是 二 阶 Horn 子 句 的 合 取 式 , 下 是 一 个 有 着 最 多 hn* 个 子 句 和 n" 个 变量 
的 Horn 布尔 表达 式 。 因 此 ， 我 们 能 够 解决 下 的 可 满足 性 问题 (从 而 能 够 检验 一 个 给 定 的 
导 PyGRAPHS 问题 的 一 个 实例 ) ， 通 过 我 们 在 定理 4. 2 中 提 到 的 用 于 HORNSAT 的 多 项 
式 时 间 算 法 。 口 


5.8 注解 、 参 考 文献 和 问题 


5. 8.1 逻辑 学 是 数学 的 一 个 广阔 而 深 徐 的 分 支 ， 本 部 分 的 这 三 章 (第 4 章 、 第 5 章 和 第 6 章 ) 只 是 
触及 了 一 些 皮毛 一 一 具体 地 说 ， 只 是 那些 与 我 们 力图 理解 复杂 性 的 目标 相关 的 一 些 内 容 。 以 下 的 书籍 有 
更 加 详细 的 介绍 : 

o H. B. Enderton. A Mathematical Introduction to Logic, Academic Press, New York, 1972. 

OJ. R.Schoenfield. Mathematical Logic, Addison-Wesley, Reading, Massachusetts,1967. 

o H.R.Lewis. C. H.Papadimitriou, Elements of the Theory of Computation, Prentice-Hall, Englewood 

Cliffs, 1981. 

5. 8.2 问题 : 请 证 明 对 于 5. 2 节 中 所 提 到 的 关于 图 的 三 个 一 阶 性 质 ( 出 度 为 1、 对 称 性 、 传 递 性 )， 
其 中 每 一 个 性 质 都 有 相应 的 多 项 式 算法 可 以 进行 检验 。 并 说 明 你 的 算法 中 的 复杂 度 指 数 与 定义 相关 问题 
的 逻辑 表达 式 之 间 的 关系 。 

5. 8.3 问题 : 请 归纳 地 (对 $$ 做 归纳 ) 证 明 #GRAPHS 问题 能 够 在 对 数 空间 内 进行 计算 (定理 5.1 
的 推论 ) 。 并 说 明 量 词 的 个 数 对 算法 复杂 度 的 影响 。 

5.8.4 问题 : 请 证 明 性 质 5. 10 中 的 4 个 恒等式 ， 通 过 说 明 某 些 模型 满足 恒 等 号 两 边 式 子 的 这 样 一 
个 方法 。 

5. 8.5 问题 : 请 证 明定 理 5. 2 意味 着 任何 表达 式 都 能 够 改写 成 一 个 等 价 的 前 束 范式 。 

5. 8.6 问题 : 请 证 明 存 在 一 个 算法 可 以 判断 一 个 给 定 的 表达 式 是 否 为 图 5.4 中 的 一 个 公理 。 请 说 明 
算法 的 复杂 度 。 

5. 8.7 问题 : 给 定 一 个 词汇 表 ， 它 只 有 一 个 关系 LOVES (当然 还 有 三 关系 ) 以 及 两 个 常量 ME 和 
MYBABY。 请 为 以 下 的 一 句 老 歌 写 出 相应 的 表达 式 $: 

每 个 人 都 爱 我 的 孩子 ,我 的 孩子 不 爱 别 人 只 爱 我 …… 

(a) 请 说 明 以 下 表达 式 是 永 真 的 : %>MYBABY 王 ME。 

(Cb) 请 用 公理 系统 论证 {$8} 上 MYBABY 王 ME (这 个 无 意识 的 结论 展示 了 简单 地 将 自然 语言 论述 转 
换 成 一 阶 逻辑 的 危险 性 )。 

(c) 请 为 上 写 出 一 个 更 加 仔细 的 版 本 ， 使 其 免 受 上 述 批评 的 诉 病 。 

5. 8.8 问题 : 对 于 以 下 每 一 个 表达 式 ， 如 果 它 是 对 的 ， 请 按照 公理 系统 为 其 提供 一 个 逐 行 递 进 的 证 
可 以 使 用 演绎 法 、 反 证 法 和 合理 概 化 ; 如 果 它 不 是 永 真 的 ， 请 提供 一 个 模型 来 证 明 它 : 

(a) VXIVyVYz((z=yN\y=z)>Zzx=z)s 

(b) JyVYz(zr=y+1) VY wy z(w=z), 

(c) Vyjdx(rz=y+1)S> VY wy z(w=z)。 

(d) VXIyG(z,y)= IyYrG(r,y)。 

(e) Yz 了 了 yGGCzyy) 呈 了 >yVZzGCzyy) 。 

CD Yzg5YygLz<y]， 这 里 y 不 出 现在 #$ 中 。 

5. 8.9 完备 性 定理 为 Kurt G6del 所 证 明 ， 参见 文 献 : 

o K. Godel. “Die Vollstindigkeit der Axiome der Logischen Funktionenkalkiils” (The completeness of 


明 


- 











the axioms of the logical function calculus), Monat. Math. Physik, 37, pp. 349-360, 1930. 
虽然 我 们 的 证 明 遵 循 了 Leon Henkin 的 方法 : 
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o L. Henkin, “The completeness of first-order function calculus,” J Symb. Logic, 14, pp.159-166, 1949. 

5. 8. 10 问题 : 请 证 明 完备 性 定理 的 第 一 种 形式 蕴涵 了 它 的 第 二 种 形式 。 

5. 8. 11 推论 3， 关 于 数论 非 标准 模型 的 必要 性 ， 出 自 于 挪威 数学 家 Thoralf Skolem， 参 见 : 

o T. Skolem. “Uber die Unma6glichkeit einer vollstindingen Charakterisierung der Zahlenreihe mittels 
eines endlichen Axiomsystems” (On the impossibility of the complete characterization of number the- 
ory in terms of a finite axiom system), Norsk Mathematisk Forenings Skrifter, 2,10, pp.73- 
82, 1933. 

5. 8. 12 Herbrand 定理 ”除了 完备 性 定理 外 ， 还 有 另 一 个 重要 的 结论 为 一 阶 逻 辑 中 的 永 真性 提供 了 

一 个 语义 刻画 ， 它 由 法 国 数学 家 Jacques Herbrand 提出 。 请 参见 : 

oJ. Herbrand. “ Sur la théorie de la démonstration” (On the theory of proof), Comptes Rend. Acad 
des Sciences, Paris, 186, pp. 1274-1276，1928. 

这 个 结论 假定 我 们 的 语言 没有 相等 关系 (不 过 只 需 多 花 一 点 功夫 就 可 以 加 入 相等 关系 )。 考 虑 一 个 前 

束 范式 语句 %。 将 其 中 每 一 个 被 存在 性 量词 约束 的 变量 替换 为 一 个 新 的 函数 符号 广 ， 其 元 数 等 于 在 习 工 
前 面 的 全 称 量 词 数 目 。 在 所 有 f; 的 出 现 中 它 的 参数 都 刚好 是 在 3z 前 面 的 被 全 称 量词 约束 的 变量 。 我 们 
称 所 得 语句 的 母 式 为 &”。 

例如 ， 如 果 $ 是 导 xVy3zx(z 十 1 二 y 十 z 人 y<z)， 那么 8*' 是 fz 十 1<y 十 f-(y) 人 y 三 f(y)。 注 意 ， 

f(y) 抓 住 了 一 个 直觉 的 观念 ， 即 “存在 一 个 < 依赖 于 y”，f: 是 一 个 常数 。 考 虑 在 我 们 的 新 词汇 表 上 所 
有 不 带 变 量 的 项 的 集合 人 (包括 f; 的 ， 如 果 词 汇 表 没有 常量 符号 ,那么 将 是 空 的 ， 那么 在 这 种 情况 下 
我 们 将 常量 1 加 入 词汇 表 )。 假 设 $8" 的 变量 (4 中 被 全 称 量词 约束 的 变量 ) 是 zi ，…,z,。#$ 的 Herbrand 
扩展 是 包含 所 有 形 如 $8" [zi 一 Hh,… ,zn<-ts」 的 不 带 变 量 的 表达 式 的 无 限 集合 ， 对 于 所 有 ，… ,tn ET。 
比如 ， 前 面 所 列表 达 式 的 Herbrand 扩展 其 开端 如 下 : 
4 庆 二 主 妥 工 寺 大 人) 由 下 过 大井 ) 丰 瘦 妥 大寺 访 人 让 在 用友 Ge 
DD 雪 碟 ( 雹 看) 可 

(a) 请 证 明 Herbrand 定理 : $$ 有 一 个 模型 当 且 仅 当 $$ 的 Herbrand 扩展 是 可 满足 的 。 

也 这 就 是 说 ， 一 阶 可 满足 性 被 归结 为 一 个 包含 可 数 无 限 个 “本 质 上 布尔 ”表达 式 集 合 的 可 满足 性 ， 

(b) 请 通过 Herbrand 定理 证 明 完 备 性 定理 的 推论 2( 即 紧 致 性 定理 ) 以 及 布尔 表达 式 的 紧 致 性 定理 

(问题 4. 4. 9) 。 
5. 8. 13 问题 : (a) 请 给 出 REACHABILITY 的 一 个 存在 性 二 阶 表达 式 (使 用 例 5. 12 中 的 构造 ， 只 
是 不 用 要 求 每 个 结 点 都 为 线性 序 。 然 后 要 求 第 一 个 结 点 为 xz， 而 最 后 一 个 结 点 为 y)。 

(b) 请 给 出 UNREACHABILITY 的 一 个 存在 性 二 阶 表达 式 使 得 其 中 的 二 阶 关系 符号 都 是 一 元 的 。 

事实 上 (a) 中 用 到 的 REACHABILITY 的 二 元 存在 性 二 阶 关系 符号 是 必要 的 ,参见 : 

oO R. Fagin. “Monadic generalized spectra,” Zeitschrift fiir Match. Logik und Grund. der Math., 21, 
pp. 123-134，1975. 








o R. Fagin, L. Stockmeyer, and M. Vardi. “A simple proof that connectivity separates existential and 
universal monadic second-order logics over finite structures,” Research Report RJ 8647 (77734 ) ， 
IBM, 1992. 
5. 8. 14 不 动 点 逻辑 与 Horn 二 阶 逻 辑 一 样 地 能 够 刻画 图 论 的 性 质 。 考 虑 一 个 一 阶 表达 式 $ 和 5 中 
的 一 个 关系 符号 P。 我 们 说 PP 在 $ 中 正 出 现 ， 如 果 没 有 一 个 P 出 现在 $8 的 任何 一 $ 形式 子 表达 式 中 (我 
们 假定 $ 中 没有 二 联结 词 ， 因 此 没有 “隐藏 的 ”一 符号 )。 
(a) 假设 已 在 上 中 正 出 现 , 而 M 和 M' 都 是 适合 于 $ 的 模型 ,而 且 除 了 PMS PM 以 及 MY 外，M 
和 M 在 其 他 地 方 完 全 相同 。 那么 有 My 。 
一 个 词汇 表 上 的 不 动 点 表达 式 是 指 一 个 形 如 “$$:P 二 gy* ”的 表达 式 ， 其 中 1) $$ 是 上 的 一 个 一 阶 
表达 式 ; 2) y 是 上 的 一 个 一 阶 表达 式 并 且 有 个 自由 变量 , 不 妨 令 它们 为 z1,… ,zx,; 3) P 是 词汇 表 
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上 的 一 个 + 元 关系 ， 它 在 中 正 出 现 。 换 名 话说 ,不 动 点 逻辑 只 是 简单 地 为 一 个 一 阶 表 达 式 $ 标注 上 神 
秘 的 声明 “P= 二 yg* ”。 

为 了 定义 不 动 点 逻辑 的 语义 , 令 “$: P 二 Jy" ”为 一 个 不 动 点 表达 式 。 适 合 于 $ 的 模型 〈 因 此 也 适合 
于 yy， 因为 我 们 知道 $ 和 vy 是 在 同一 个 词汇 表 上 的 ) 将 记 做 (M，F)， 其 中 下 二 PM 是 特定 的 7 元 符号 P 
所 取 的 值 。 我 们 说 (M，F) 是 某 个 一 阶 表 达 式 x 的 一 个 P 最 小 模型 ， 如 果 CM,F) 上 FX 并且 不 存在 一 个 
下 的 真子 集 F 满足 C(M,F') 睛 Xx。 最 后 ， 我 们 说 (M，F) 满足 “8:P= 二 gy*”， 如 果 它 满足 $ 并 且 它 是 表 
达 式 V zzr PCzyzr) 后 人 的 一 个 也 最 小 模型 ; 否则 ，M 二 (40,1,2,…}),{0)) 是 PCz) ; P=(zx= 
0V 3y(P(y) Az=y 十 2)) (如 果 z=0) 的 模型 。 

(b) 请 证 明 “ 了 > 一 P(z): P=(z=0V 3y(P(y) 和 x=y 十 2))* ”被 算术 的 标准 模型 N 满足 ， 其 中 P 
是 所 有 偶数 的 集合 {0,2,…}。 

(c) 考虑 以 下 不 动 点 表达 式 : 

P(xz,y): P= ((z= y):V Iz(P(z,z) MN G(z,y)))” 

请 证 明 模 型 (G，f) 满足 这 个 表达 式 当 且 仅 当下 是 G 的 自 反 -传递 闭 包 ， 即 F(x,y) 当 且 仅 当 存在 一 条 
从 工 到 y 的 路 径 。 如 果 “y :P=u ”是 图 论 词汇 表 上 的 一 个 不 动 点 表达 式 ，($:P 二 y* )-GRAPHS 问题 
力图 判定 对 一 个 给 定 的 图 G 是 否 存在 一 个 有 着 适当 元 数 的 关系 下 使 得 (G,F) 满足 4， 而 且 (G,F) 是 
表达 式 PSYy 的 一 个 P 最 小 模型 。 对 于 上 面 (c) 中 的 不 动 点 表达 式 ，($:P 二 Jy* )-GRAPHS 恰好 就 是 
REACHABILITY。 

考虑 下 面 的 对 于 (8:P 二 J )-GRAPHS 的 算法 : 我 们 从 Fo = 和 0 开始 一 步 一 步 地 构建 下。 每 一 步 中 我 
们 只 为 下 添加 那些 必须 包含 任何 已 全 少 的 模型 中 的 > 元 组 〈 试 比较 定理 4. 2 的 证 明 )。 也 就 是 说 ， 在 第 ; 
(i 这 >0) 个 步骤 中 ，F 是 G(uw ,…,ur) 中 结 点 的 所 有 这 些 -元 组 ， 它 们 使 得 〈G,Fi-i) 片 zl<m yzr 
-Vr J 

(d) 请 证 明 FS F;。 

(e) 假设 (G,F) 是 P(xzi,…,z;)SYy 的 一 个 模型 。 请 证 明 对 每 个 i 二 0 都 有 已 S 下。 

({) 请 证 明 在 经 过 多 项 式 个 步骤 以 后 我 们 将 得 到 y 的 唯一 的 最 小 模型 下。 接 下 来 我 们 就 能 在 多 项 式 
时 间 内 检测 C 加 上 下 是否 满足 $。 

(Cg) 请 证 明 (4:P 一 y* )-GRAPHS 属于 P。 

Ch) 当 这 个 算法 应 用 于 前 面 的 REACHABILITY 的 不 动 点 表达 式 时 ， 那 些 已 会 是 什么 ? 

5. 8.15 问题 : (a) 假设 词汇 表 只 有 一 个 二 元 关系 符号 ，CANFOOL(p,t) (直觉 的 意义 :“ 你 可 以 
在 上 时 刻 思 弄 某 人 思 ”) ， 而 且 没 有 函数 和 常量 符号 。 请 为 下 面 的 林肯 (Abraham Lincoln) 名 言 写 出 一 个 
一 阶 逻辑 表达 式 : 





你 可 以 愚弄 全 体 人 民 于 一 时 ， 也 可 以 愚弄 部 分 人 民 于 永远 ， 
但 你 无 法 是 弄 全 体 人 民 于 永远 。 

(b) 现在 回头 看 看 你 写 出 的 表达 式 。 它 可 能 要 么 就 是 一 个 翡 观 的 版 本 ， 其 中 至 少 有 一 个 人 能 够 被 永 
远 轴 和 弄 ， 而 且 存在 一 种 情况 使 得 所 有 人 都 能 够 被 思 弄 ; 要 么 就 是 一 个 乐观 的 版 本 ， 其 中 很 有 可 能 没有 人 
能 够 被 永远 思 和 弄 ， 但 是 不 同 的 人 可 能 每 次 都 被 思 弄 (关于 “全 体 人 民 ” 部 分 也 是 一 样 )。 请 写 出 第 二 个 表 
达 式 。 

(c) 上 面 的 两 个 表达 式 中 一 个 蕴涵 了 另外 一 个 。 请 使 用 公理 系统 形式 化 地 证 明 它们 确实 如 此 。 
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我 们 可 以 用 逻辑 陈述 来 表达 计算 。 我 们 已 经 知道 ， 这 种 能 力 是 有 有 局限 性 的 ， 它 在 数论 
中 非常 清楚 地 体现 了 自己 。 


6.1 数论 公理 

如 果 你 必须 写 出 整数 的 基本 性 质 ， 那么 它们 会 是 哪些 ?” 在 图 6. 1 中 我 们 列 出 了 大 家 熟 
知 的 一 些 能 够 被 非 负 整 数 的 模型 N 满足 的 语句 。 我 们 以 x 三 y 作 为 x 二 yV zx 二 y 的 简写 ， 以 
Z 天 yy 作为-(z=y) 的 简写 。 在 NT14 中 ,我 们 使 用 mod(zx,y,z) 作为 表达 式 3 w(z=(yX 
世 ) 十 zx 人 Az<y) 的 简写 〈 注 意 ， 实 际 上 这 个 表达 式 是 说 = 是 过 除 以 y 所 得 到 的 余数 ) 。 另 
一 方面 ， 表 达 式 xz(z 三 (yXw) 十 zx 人 z<y) (注意 与 前 面 表达 式 的 差别 ) 可 以 简写 成 
div(x ,yw)., 





NT1: 天 0 
NT2: Yzyy(c(z) = o(y) = 7=Y) 

NT3: Yrz(z = 0V 3yo(y) = 7) 
NT4: vz(zT +0= 7) 
NTS: Vzvy(z +o(y) = 0o(z+Y)) 
NT6: vz(z x 0=0) 
NT7: YzyYy(z x o(y) = (7 x Y)+7) 


NT8: vz(z 10=0(0)) 
NT9: Vrvy(z 1o(y) = (z 1 9Y) x 7) 
NT10: Yr(z < o(7)) 
NTI11: Vrvy(z <y> (ol7) <Y) 
NT12: Yrvy(-(T <Y) YZ) 
NT13: Vzyyvz(((Z< 切 A(V< 2 人 ) 一 Z<2) 
NT14: Vzvyvzvz'(mod(z,y,z)A\mod(z,y,z') = z= 2) 


图 6.1 数论 的 非 逻 辑 公 理 





显然 ,这些 语句 都 是 真实 的 整数 性 质 。 公 理 NT1、NT2 和 NT3 说 明 函 数 o 是 一 个 图 ， 
其 中 只 有 结 点 0 入 度 为 0， 而 其 他 所 有 结 点 的 出 度 和 入 度 均 为 1。 公 理 NT4 和 NTS 本 质 上 
就 是 加 法 的 一 个 归纳 定义 。 同 样 ， 公 理 NT6 和 NT7 定义 了 乘法 ,公理 NT8 和 NT9 定义 了 
指数 运算 ， 而 公理 NT10、NT11、NT12 和 NT13 都 是 不 等 式 的 有 用 人 性质 。 最 后 ， 公 理 
NT14 指出 mod 是 一 个 函数 。 我 们 将 用 NT 来 指 代 合 取 式 NTI1 A NT2 人... A NT14。 

这 个 公理 集合 的 能 力 怎 么 样 呢 ? 我 们 知道 它 是 可 靠 的 〈 即 它 不 包含 假 的 N 的 性 质 ) 。 
理想 情况 下 ， 我 们 希望 它 还 是 完备 的 ， 即 它 能 够 证 明 所 有 N 的 真实 性 质 。 本 章 中 我 们 最 终 
的 结论 是 对 N 而 言 这 样 既 可 靠 又 完备 的 公理 系统 是 不 存在 的 ， 因 此 有 很 多 整数 的 真实 性 质 
是 不 能 够 从 NT 出 发 得 到 证 明 的 (一 个 简单 的 例子 是 加 法 的 交换 性 ， 参 见 下 面 的 例 6. 3 ) 。 
不 过 ， 我 们 在 这 一 节 里 将 证 明 对 相当 广泛 的 一 个 语句 集合 来 说 NT 是 完备 的 。 这 就 是 说 ， 
我 们 将 在 数论 的 词汇 表 上 定义 一 个 语句 子 类 (数论 的 一 个 “语法 片段 ”)， 使 得 对 于 类 中 的 
任意 语句 $$ 都 有 NT 上 4p( 当 为 整数 的 一 个 真 的 性 质 ) 或 者 NT 上 -yy ( 当 N 长 $)。 要 完成 
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这 个 工作 我 们 还 得 从 零 开 始 : 

例 6.1 读者 对 下 面 这 个 结论 也 许 不 会 很 吃惊 ,但 是 的 确 有 {NT} 上 Fl 二 1 十 1。 以 下 是 
其 证 明 的 来 龙 去 脉 : 

我 们 首先 论证 {NT} 上 FY xlo(x) 二 x 十 1)。 这 个 结论 可 以 由 NTS 推出 ， 只 需 指定 y 三 0， 
并 按照 NT4 将 zx 十 0 替换 成 z-。 当 得 出 Yzx(zr 十 1 二 (x)) 以 后 ，Yx(o(zx) 王 x 十 1) 也 就 显 而 
易 见 了 。 

接 下 来 我 们 应 用 NT10， 指 定 zx 二 co(0)〉 王 1， 就 可 以 得 出 1<c(1)。 这 与 前 面 证 明 的 
“ 引 理 ”Vz(CoCz) 一 z 十 1) 一 起 产生 了 我 们 想 要 的 结论 1 1 十 1。 

顺便 提起， 请 注意 完备 性 定理 对 我 们 的 证 明 风格 所 带 来 的 突破 性 影响 : 由 于 我 们 现在 
知道 所 有 永 真 的 蕴涵 式 都 是 可 以 证 明 的 ， 所 以 如 果 我 们 假装 所 知道 的 关于 整数 的 唯一 事实 
是 定理 群 NTl 到 NT14， 那 么 要 证 明 {NT) 上 y 我 们 只 需 简 单 地 说 明 y 是 整数 的 真实 性 质 。 
所 有 一 阶 表 达 式 的 有 效 操作 都 是 允许 的 。 口 

事实 上 ， 我 们 可 以 证 实 上 面 的 例子 不 过 是 一 个 很 通用 模式 中 的 一 部 分 。 一 个 无 变量 语 
名 是 一 个 没有 变量 出 现 〈 不 论 自 由 的 还 是 约束 的 ) 的 语句 。 我 们 将 会 看 到 ，NT 已 经 足够 
证 明 所 有 真实 的 无 变量 语句 ， 并 且 证 伪 所 有 假 的 无 变量 语句 : 

定理 6. 1 假设 是 一 个 无 变量 语句 。 那 么 N 片 风 当 且 仅 当 {NT}》 Fy。 

证 明 : 任何 无 变量 语句 都 是 表达 式 t 二 + 或 :<v 的 布尔 组 合 。 因 此 只 要 针对 这 两 种 表达 
式 证 明定 理 就 行 了 。 

首先 假设 1 和 z 都 是 “ 数 ”， 即 形 如 olol…o(0)…)) 的 项 。 那么 如 果 t==t 是 正确 的 ， 
则 它 直接 可 证 。 为 了 证 明 在 “ 数 ” 的 情况 下 正确 的 不 等 式 t:<t， 我 们 可 用 NT10 证 明 
ft 过 ol(t)、oa(t?) 过 alo(1)) 等 一 系列 不 等 式 ， 直 到 t ， 然 后 应 用 NT13。 所 以 ,我 们 知道 怎么 
从 NT 出 发 证 明 只 与 “ 数 ” 相 关 的 正确 等 式 和 不 等 式 。 | 

接 下 来 假设 1 和 zt 是 通常 的 无 变量 项 ， 比 如 1 二 (3 十 (zX 2)) 个 (2X1)。 显 然 任何 这 
样 的 项 1 都 有 一 个 值 。 即 存在 一 个 “ 数 ”to 使 得 NFFt 二 to (在 上 例 中 如 一 49)。 如 果 我 们 能 
够 证 明 {NT} 上 一 如 和 {NT} 上 Fz = 二 6， 我 们 就 能 替换 要 证 明 的 等 式 或 者 表达 式 中 的 那些 
“ 数 ”， 使 用 前 面 一 段 中 用 过 的 相同 方法 即 可 。 所 以 ， 剩 下 的 任务 是 说 明 对 于 任意 的 无 变量 
项 :有 {NT} FF 一 加， 这 里 为 是 1 的 “ 值 ”; 这 就 是 说 ， 在 NT 中 ， 可 以 证 明 将 任意 无 变量 
项 转换 成 它 的 值 都 是 正确 的 。 

我 们 按照 1 的 结构 归纳 地 展开 证 明 。 如 果 :二 0， 那 么 结论 立即 可 得 。 如 果 1 二 c(t )， 那 么 
按照 归纳 我 们 首先 有 t= 二 {4 ， 从 而 可 得 o (1 ) 二 o (10) (以 及 0 二 go (to0))。 最 后 ， 如 果 t 二 =H 。 
(这 里 *E {十 , XX, 个))， 那么 我 们 首先 归纳 地 证 明 对 于 适当 的 “ 数 ”， 有 {NT} 上 二 to 和 
{NT) Fis 二 tz6o。 然 后 我 们 对 上 一 ho。tzo 重 复 地 应 用 定义 这 些 运算 〈 对 个 为 NT9、 对 X 为 
NT7、 对 十 为 NT5) 的 公理 ， 直 到 可 以 应 用 那些 基本 公理 (它们 分 别 为 NT8、NT6 和 
NT4) 。 容 易 看 到 表达 式 最 终 将 被 归 约 到 它 的 值 。 回 

注意 ， 对 于 任意 无 变量 语句 $， 如 果 N 括 4， 那么 {NT} 上 一 $8。 这 可 以 从 定理 6. 1 立 
即 推出 ， 因 为 如 果 N 长 $ 则 有 NF-$， 所 以 我 们 能 够 从 NT 出 发 证 明 任意 不 带 量 词 的 整数 
的 正确 性 质 ， 并 证 伪 所 有 假 的 性 质 。 

不 过 ， 我 们 也 能 从 NT 出 发 证 明 带 量词 的 表达 式 。 我 们 在 例 6. 1 中 已 经 这 样 做 过 : 我 
们 证 明了 Yz(eCz) 王 z 十 1)， 通 过 让 这 个 语句 “继承 ”公理 NTS 中 两 个 全 称 量词 中 的 一 
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个 。 对 于 存在 量词 ， 则 有 一 个 相当 一 般 的 证 明 技巧 。 

例 6.2 让 我 们 从 NT 出 发 证 明 丢 番 图 (Diophantine) 方程 zz 十 zz 一 4z 一 0 有 一 个 整 
数 解 〈 这 个 解 不 是 0)。 这 个 陈述 被 表达 为 3z(CCz+z) 十 (zh+2 ) 王 4Xz)。 让 我 们 称 这 个 
表达 式 的 母 式 为 $。 要 证 明 {NT} 上- 3 zp， 我 们 只 须 证 明 $[x<-2] 可 以 由 NT 推出 。 而 根 
据 定理 6. 1， 我 们 已 经 知道 如 何 证 明 ， 因 为 NEF yg[x<-2]。 口 

例 6.3 尽管 有 定理 6.1 和 上 面 的 例子 ， 但 总 体 上 公理 族 NT1 到 NT14 对 公理 化 数论 
仍然 力不从心 。 例 如 ，{NT} HK VzVYy(Czr 二 y= 王 > 十 z)。 要 证 明 这 个 语句 〈 加 法 的 交换 性 ) 
需要 用 到 妇 纳 法 ， 这 就 是 说 要 用 到 下 面 的 公理 族 〈 它 针对 每 个 带 有 一 个 自由 变量 x 的 表达 
式 $(z) 采 用 一 阶 逻 辑 公理 的 风格 ， 见 图 5. 4) : 

NT1S: C$ (0) A Vz ($CD>$60(7)))) > VY yg (y) 

之 所 以 没有 将 NT15 添加 到 我 们 的 公理 系统 ， 仅 仅 是 因为 想 保持 这 个 系统 的 有 限 性 ， 
于 是 我 们 就 能 够 将 其 看 成 单个 语句 NT 来 考虑 。 品 

显然 ，NT 对 于 证 明 带 全 称 量词 的 语句 是 尤其 乏力 的 。 不 过 ， 有 一 种 特殊 形式 的 全 称 量 
词 能 够 得 到 解决 。 我 们 用 (Yz 去 Dg 作为 Yzx((x 过 过 8) 的 简写 ， 其 中 上 是 一 个 项 。 类 似 的 
还 有 (了 x 过 DD)$。 我 们 称 它们 为 受 限量 词 。 当 所 有 的 量词 都 在 表达 式 的 最 前 端 时 ， 我们 就 说 
这 个 表达 式 是 受 限 前 束 范式 。 所 以 ,语句 (Vx 二 9) j] y( VY z 二 2Xy) (zx 十 z 十 10 二 4Xy) 是 受 
限 前 束 范式 (虽然 如 果 我 们 拓展 简写 Y x 二 9， 它 就 不 再 是 前 束 范式 )。 我 们 称 一 个 语句 是 
受 限 的 ， 如 果 它 所 有 的 全 称 量词 都 是 受 限 的 ， 并 且 这 个 语句 是 受 限 前 束 范式 。 例 如 ， 上 面 
的 语句 是 受 限 的 。 现 在 我 们 可 以 评价 NT 的 表达 能 力 : 

定理 6.2 假设 y 是 一 个 受 限 的 语句 ， 那 么 N 片 $ 当 且 仅 当 {NT}) Fy。 

证 明 : 我 们 将 按照 4 中 量词 的 个 数 k 归 纳 地 证 明 N 上 FF $ 蕴 涵 {NT} 上 Fp (另外 一 个 方 
向 显然 成 立 ， 因 为 NT 是 可 靠 的 )。 首 先 ， 如 果 上 为 零 ， 则 $ 是 一 个 无 变量 语句 ， 因 此 结 
论 由 定理 6. 1 可 以 推出 。 现 在 假设 $ 二 3xy。 由 于 N 上 FF$， 所 以 存在 一 个 整数 nn 使 得 NF 
y [z<-n]。 按 照 归 纳 ，{NT} Fy[Lz<-n]， 因 此 {NT) 上 Fp (这 个 技巧 在 例 6. 2 中 用 到 过 ) 。 

最 后 ,假设 $= 二 (Vx 二 Dy。 那么 t 是 一 个 无 变量 项 (因为 表达 式 中 的 这 个 位 置 没 有 
其 他 约束 变量 ， 而 且 表 达 式 中 没有 自由 变量 )。 因 此 ， 按 照 定理 6.1 我 们 可 以 假设 1 是 一 
个 数 ， 设 为 n 否则 ， 我 们 从 NT 出 发 证 明 4 二 n， 然 后 将 t 替换 成 n)。 对 于 任意 整数 n， 通 
过 重复 运用 NT10 和 NT11， 不 难 证 明 po VY zz< 7 之 (zz 一 0VZ 一 1VZz 一 2V…VZ 一 7 一 
1))。 现 在 将 每 个 值 j(0<j<<n) 代入 y。 按照 归纳 ，{NT) HLz<- 门 。 因 此 有 {NT} Fx, == 
Vz((z==0Vzx=1Vz 一 2V…Vz=n 一 1) 祈 办。 在 通过 NT 证 明 x, 和 x, 以 后 ,我 们 可 以 
推出 $= 二 Yrx((z<n)>y)。 加 | 

从 定理 6. 2 并 不 能 推出 对 任意 受 限 的 语句 Y 都 有 “如 果 N 久 8 那么 {NT} 上 -8g”。 原 
因 是 受 限 语句 这 个 类 对 于 取 “ 非 ”操作 不 是 封闭 的 ! 不 过 ， 这 个 类 仍然 是 相当 丰富 而 且 有 
用 的 。 在 6.2 节 中 我 们 将 看 到 ， 使 用 受 限 语句 ， 我 们 能 够 描述 图 灵机 计算 的 有 趣 性 质 。 按 
照 定 理 6.2， 这 些 性 质 将 能 够 从 NT 推导 出 来 。 


6.2 作为 一 个 数论 概念 的 计算 


本 节 我 们 将 展示 怎样 把 图 灵机 的 计算 用 数论 中 的 某 些 表达 式 来 表达 。 为 了 达到 这 个 目 
标 ， 有 必要 先 对 机 器 做 一 些 标准 化 工作 。 本 章 中 所 有 的 图 灵机 都 有 一 条 单 带 ， 并 且 停 机 时 
会 处 在 “yes” 或 者 “no” 的 位 置 (当然 它们 也 有 可 能 不 停机 )。 它 们 永远 都 不 会 在 自己 的 
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带 上 写 > (除非 它们 看 见 一 个 )， 所 以 户 总 是 一 个 字符 串 址 庸 置疑 的 开始 标志 。 在 停机 之 
前 ， 机 器 一 直 往 右 走 ， 直 到 所 处 理 串 的 尽头 〈 显 然 ， 它 必须 有 一 种 方法 可 以 记 住 这 个 串 的 
右 端 ， 比 如 避免 写 下 任何 D 符 号 ) ， 然 后 进入 “yes” 或 者 “no” 的 状态 。 大 家 应 该 清楚 ， 
不 失 一 般 性 ， 我 们 完全 可 以 假设 所 有 的 图 灵机 都 为 标准 形 。 

现在 考虑 图 灵机 M=( 开 ,Y,6,s) 。 我 们 将 仔细 地 学 习 用 数论 中 的 数 和 表达 式 来 表示 M 
的 计算 和 计算 性 质 的 所 有 可 能 的 方法 。 思 路 与 3. 1 节 是 一 样 的 : KUS 中 的 状态 和 符号 可 
以 编码 成 不 同 的 整数 。 即 我 们 假设 3 王 10,1,…,| 了 | 一 1)》 以 及 K={|5|,|5| 十 1,…， 
| 了 十 | 天 | 一 1)。 初 始 状态 * 总 是 编码 成 | | ， 而 户 则 固定 为 0。“yes” 与 “no” 分 别 编 
码 成 | 下 十 1 和 | 下 十 2， 而 LU 则 总 是 编码 为 1 (与 第 3 章 中 一 样 ， 这 里 没有 必要 编码 h、 
一 、 阅 和 一 )。 这 就 需要 总 共 5b 二 |3| 十 |K | 个 整数 。 

我 们 现在 可 以 将 图 灵机 的 格局 表示 成 -10,1,…,b 一 1} 中 的 整数 所 组 成 的 串 。 同 样 ， 
我 们 可 以 将 这 样 的 串 看 成 是 用 5 进 制 表示 的 整数 ， 其 中 左边 第 一 个 数字 为 最 高 位 。 例 如 ， 
格局 C 二 (gq,w,u)， 其 中 gEK 而 w，wuE5*， 该 格局 将 编码 成 C 王 (rol ,vwz ,wm ;qsUl， 
uz,"…yUn)， 这 里 | ww| 二 m， | | 二 n。 同 样 也 可 以 用 其 5 进 制 表示 为 这 个 串 的 特定 整数 ， 

















即 D wi bmi 二 ge br Du bi, peK, ses | élp,o) 
i=1 i=1 8, a (so 一 ) 
例 6.4 让 我 们 考虑 图 灵机 M 一 (K,3,6,s), 其 中 K={s,g, | | 
“ves”, “hor}., 5={bB,L,a,6b}, 而 6 如 图 6.2 所 示 。 跟 以 往 一 样 ， 站 和 人 
我 们 总 是 省 略 那些 在 合法 的 计算 中 不 会 碰 到 的 规则 。M 是 一 个 简单 | 人 2 





的 机 器 ， 它 从 右 到 左 检查 是 否 所 有 的 输入 符号 都 是 a， 如 果 不 是 就 

拒绝 。 它 还 会 擦 除 自己 所 发 现 的 a 并 用 覆盖。M 偏离 了 我 们 的 标 

准 形 〈 它 将 指针 停 在 带 的 中 间 ， 而 不 是 右 端 ) ， 不 过 这 个 偏离 目前 不 是 很 重要 。 对 于 这 个 

机 器 ，|K| 一 4、|3|= 二 4， 所 以 有 5b 二 8。 我 们 将 户 编 为 0, LU 编 为 1，a 编 为 2, 5 编 为 3，;s 

编 为 4,， “yes” 编 为 5,，“no” 编 为 6，g 编 为 7。 格 局 (g, >aa ,LU) 编码 为 (0,2,2,7,1， 

1)， 或 者 为 整数 022711s 二 96731。。 注 意 ， 按 照 惯例 ， 所 有 格局 的 编码 以 一 个 0 开始， 对 

应 于 >。 由 于 我 们 可 以 假定 图 灵机 从 不 写 )> (因此 合法 的 格局 不 会 以 > 上 开头)， 所 以 这 

个 编码 是 唯一 的 。 口 
我 们 的 主要 兴趣 在 于 图 灵机 的 产生 关系 。 例 如 ， 图 6.2 所 示 图 灵机 中 的 (gq, BP aa， 


UD 一 (g, > a ,UUL)。 现 在， 通过 我 们 对 格局 实施 的 5 进 制 整数 编码 ， 在 M 格局 上 的 
“下 一 步 产生 ”关系 定义 了 在 整数 上 的 关系 YwSN:。 这 里 有 一 个 迷人 的 可 能 性 : 我 们 能 否 
将 这 个 关系 表示 成 数论 中 的 一 个 表达 式 ? 在 数论 中 是 否 存在 一 个 有 两 个 自由 变量 zx 和 y 的 
表达 式 “yieldsm (x,，y)”， 使 得 Ni=m,y=w| yieldsm (zx,y) 当 且 仅 当 Ym (m,n)? 

让 我 们 考虑 关联 于 Ym 的 两 个 整数 ， 比 如 ， 与 上 面 提 到 的 格局 (g, >aa'UD) 和 (9， 
Da ,UULU) 相关 联 的 两 个 整数 mx 二 0227118 和 n= 二 0271118。 显 然 ，Ym (m,n)。 问 题 是 ， 
我 们 怎么 才能 说 明 ， 难 道 仅 赁 看 一 看 这 两 个 数 就 断定 吗 ? 有 一 个 简单 的 方法 : 除了 m 的 5 
进 制 整数 表示 中 的 子囊 2718 在 nn 的 5 进 制 整数 表示 中 被 替换 成 7118 外 ，m 与 是 一 样 的 。 
回想 这 些 数字 的 意义 就 知道 ， 它 们 代表 规则 (gq,a) 二 (gqg,U, 一 ) ( 见 图 6.2 中 的 第 五 行 )。 
注意 这 个 特定 的 变化 本 来 可 以 描述 成 一 个 两 位 数字 的 局 部 替换 ，27s-> 718。 不 过 ， 当 存在 
一 个 往 右 的 动作 位 时 ， 第 三 个 数字 将 会 有 用 。 为 了 表达 一 致 ， 我 们 认为 M 的 一 个 动作 将 


图 6.2 一 个 图 灵机 
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引发 三 个 数位 的 局 部 替换 。 我 们 将 图 6.2 所 示 的 图 灵机 M 中 的 所 有 三 元 组 以 及 它们 的 替 
换 都 列举 在 图 6.3 中 。 

我 们 可 以 用 数论 中 的 表达 式 来 表达 图 6.3 中 的 表 ， 称 其 为 
tablev(x,y)， 这 里 M 是 要 被 模拟 的 机 器 。 在 我 们 的 例子 中 ， 
tablev (zx,y) 是 下 面 的 表达 式 : 

(( 工 一 0428 人 y 一 0248) V (z= 043s A y= 034s) 
VV (z=.371s A y= 3618)) 

显然 ， 如 果 两 个 整数 区 和 n 满足 这 个 表达 式 ， 那 么 它们 必定 都 是 机 

代表 M 的 一 个 动作 的 三 位 数 。 ol 一 9 

让 我 们 考虑 在 输入 串 aa 上 与 图 灵机 M 的 计算 相关 的 八进制 整 
数 串 : 04228 ，0242s ，0224g ，02241s ，02214s ，02271s ，… 注 意 第 4 图 6.3 图 6.2 所 示 图 灵 
个 八进制 数 是 第 3 个 数 添上 一 个 1] 一 一 一 个 U。 这 样 的 步骤 是 必要 机 居中 的 所 有 三 元 组 
的 ， 虽 然 偏离 了 我 们 的 三 元 组 替换 。 因 为 当 机 器 在 串 的 右 端 磁 到 一 以 及 它们 的 车 换 表 
个 空白 符号 时 ， 需 要 用 它 来 表示 串 的 扩充 。 假 如 没有 插 和 人 这 第 4 个 数字 ， 我 们 将 无 法 运用 三 
元 组 替换 式 241s~ 214s 来 继续 计算 。 我 们 说 0224 被 填充 了 一 个 Li 来 获得 02241。 因 此 只 有 那 
些 末尾 数字 是 一 个 状态 〈 一 个 大 于 等 于 | 三 | 的 数 ) 的 八进制 数 可 以 被 填充 。 

现在 我 们 已 经 准备 好 将 “产生 ”关系 Ym (m,n) 表示 成 一 个 数论 表达 式 。 表 达 式 
yieldsm (xz,Xx') 的 表示 如 下 。 表 达 式 padsm (zx,x') 是 说 二 所 代表 的 格局 其 末尾 部 分 是 一 个 
状态 ,而 x 就 是 x 填充 了 一 个 U (我 们 将 填充 视 为 一 种 特殊 的 产生 )。 另 外 ，confw(z) 是 
说 z 为 一 个 格局 的 编码 ，padsw(Cz,z') 和 confw(z) 在 后 面 都 会 更 加 详细 地 论 及 。yieldsm 
的 第 二 行 包 含 了 一 个 受 限 存在 量词 的 串 ， 它 引入 了 几 个 被 工 限制 了 上 界 的 数 。 第 一 个 这 样 
的 数 y 指向 x 和 xz 的 5b 进 制 表示 中 的 一 个 位 。 数 zi 是 由 zx 和 x 的 最 后 y 个 数字 拼写 成 的 
6b 进 制 数 。zs 为 工 中 接 下 去 的 三 位 数 (zs 则 是 x 中 接 下 去 的 三 位 数 )。 另 外 ， 除 了 最 后 的 
y 十 3 位 数 以 外 ，z 和 z" 必 须 一 致 (这 两 个 数 都 必须 拼写 出 zx ) 。 因 此 ， 除 了 三 个 数位 外 ， 
工 和 zZ 在 其 他 地 方 必须 一 致 。 最 后 一 行 要 求 剩 下 的 三 位 数 按照 M 的 动作 表 相关 联 。 

yieldsw(zyz) 一 padswvCzyz )V 

(Jy<z)( Iz) (Iz < I zr)( Iz rz <r) (Iz<z) 
(confy (zx) Aconfy (x’) A 

mod(z,b ty,z1) Ndiv(r,b  y,z2) Nmod(x’ ,5 个 y,zl) 人 divCz ,by,z2) A 
mod(z2,b¢ 43,z3) A divC(z2 sb 3,z1) Amod(z2 043,z3) A div(z2 ,643,z4) A 











tablem (zs ,z3)) 
这 里 有 一 个 简单 的 办 法 可 以 表达 padsm (zx ,x ): 
(Vy<z)(mod(zx,b,y)>y|3|)Az =xX6b+tl 

回想 一 下 ，confm (x) 是 说 zz 的 4b 进 制 表 示 正 确 地 编码 了 M 的 一 个 格局 ， 也 就 是 说 ， 只 包 
含 了 一 个 状态 数字 ,而且 没有 0 数字 

(了 y<z)(Vz 玫 zz)(Cstatey(ryy) NM (statem (rz)—>y = zx) MA nozerosm (x)) 
这 里 nozerosm (x) 表示 在 xz 的 6 进 制 表示 中 不 存在 0 数字 〈 也 许 开 头 部 位 除外 ， 那 里 不 能 
被 检测 到 ) : 
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(Vy=x)(VYu<zr)(mod(rb yu) AmodCzp+(y 十 1),z) 之 工 一 ww) 

而 statev(z,y) 是 说 xz 的 5 进 制 表 示 中 最 后 的 y 位 数 为 一 个 状态 的 编码 ， 即 它 是 一 个 不 小 
于 |3 | 的 数字 : 

stateM(Z,y) = (Jz dw rdiv(r,b ty,z) 人 mod(z,bz) 入 | 了 | 过 也 ) 

最 后 ， 我 们 能 够 将 相继 的 格局 拼合 成 一 个 单一 的 2 进 制 整数 〈 最 后 面 添加 一 个 0， 使 

得 所 有 的 格局 都 以 0 开头 并 以 0 结尾 ) 来 作为 M 的 整个 计算 过 程 的 编码 。 下 面 的 方法 可 
以 用 来 说 明 xz 为 M 从 一 个 空 串 开始 到 停机 的 计算 编码 : 每 个 格局 (在 xz 的 5 进 制 表示 中 
两 个 相继 的 0 之 间 的 一 个 子 串 ) 产生 下 一 个 格局 ， 并 且 z 最 初 为 三 个 数 0、 | 三 | 和 0《〔 代 
表 [>s>)， 最 终 为 两 个 数 | 三 | 十 1 和 0 (如 果 回 答 为 “yes”)， 或 者 | 王 | 十 2 和 0 如 果 
回答 为 “no”) 。 我 们 可 以 将 这 写成 一 个 表达 式 ， 称 为 compw (z) : 

(Vy (Vy (Vy Va < 二 (Ya Vs (Vu (Vu 一 过 ) 

((mod(z,b6¢ yi,z1) A mod(zsb¢ (yl) ,a) A divir,b ht (y+1),z) A 

mod(z2 5b yz su) A mod(z2 ,0 (Cyst1)u) A divGz2 ,0 Cy 二 1),z3) A 

mod(z3a,b ys3su) A mod(zs3,6¢ (ys 二 1),u) 入 


























confm (1) A confv (wu ))=> 





yieldsm (wu ,1)) 
MN (Vu=z)(mod(zb¢h2,w) = (3+1) Vu=6* (3|+2))) 
A(Vu<r (yy divirb ty 人 二 02 AbZwiu= 6 .|3|) 

第 二 行 是 说 z 的 右 数 第 yi 十 1 位 数字 是 0， 同 样 ， 第 三 行 是 指 第 y2 十 1 位 数字 而 第 四 
行 是 指 第 ys 十 1 位 数字 。 第 五 行 断言 w 和 ww ， 它 们 之 间 的 数字 拼 成 的 数 是 格局 ， 因 此 其 中 
没有 零 。 当 这 些 条 件 都 被 满足 时 ， 第 六 行 指定 w 产生 ww。 第 七 行 是 说 最 后 两 位 数 为 |3| 十 
1、0 或 者 |3| 十 2、0〈 即 机 器 停机 )， 而 最 后 一 行 是 指 最 初 的 三 个 数字 为 0、13| .0,， 代表 P> 
sl>《〈 即 机 器 从 空 串 开始 计算 ) 。 

上 面 对 于 表达 式 compw(Cz) 及 其 成 分 的 讨论 确立 了 本 章 的 主要 结论 : 

引 理 6. 1 对 于 每 个 图 灵机 M， 我 们 都 能 构造 一 个 受 限 的 数论 表达 式 compm (zx) 以 满 
足 : 对 于 所 有 非 负 整数 n， 我们 有 Nz=, 片 compw(z) 当 且 仅 当 的 5 进 制 表示 是 M 从 空 串 
开始 的 一 个 停机 计算 的 连续 格局 的 并 列 式 。 口 


6.3 不 可 判定 性 与 不 完备 性 


万 事 俱 备 ， 一 个 重要 的 结论 呼 之 
欲 出 。 图 6.4 描绘 了 数论 词汇 表 中 的 

几 个 有 趣 的 语句 集 。 从 左 往 右 ， 我 们 

首先 看 到 永 真 语句 的 集合 ， 它 们 被 所 | 永 真 的 

有 模型 满足 。 我 们 知道 这 个 语句 集合 \ 

是 递归 可 枚 举 的 ， 因 为 按照 完备 性 定 

理 它 与 包含 所 有 存在 永 真性 证 明 的 语 

句 集合 是 一 致 的 。 接 下 来 的 集合 包含 

整数 的 所 有 能 够 从 NT 出 发 得 到 证 明 图 6.4 数论 的 所 有 语句 
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的 性 质 (显然 ， 这 也 包含 永 真 的 语句 ， 因 为 它们 无 须 借助 于 NT 就 可 以 得 到 证 明 )。 进 一 
步 的 扩 集 是 包含 整数 所 有 性 质 的 集合 ， 即 能 够 被 模型 N 满足 的 所 有 语句 。 这 是 一 个 很 重要 
的 语句 集合 ， 在 某 种 意义 上 它 就 是 我 们 学 习 逻 辑 的 动机 所 在 。 最 后 ， 一 个 进一步 的 扩 集 是 
包含 所 有 有 着 某 个 模型 语句 的 集合 ， 这 些 语句 不 能 是 不 可 满足 的 或 不 协调 的 。 与 前 面 的 同 
类 型 图 一 样 ， 取 非 操 作 关联 于 沿 垂直 对 称 轴 的 “镜像 ”操作 。 

我 们 接 下 来 证 明 包含 所 有 不 协调 语句 的 集合 与 包含 所 有 从 NT 出 发 可 证 明 语 句 的 集合 
是 递归 不 可 分 的 。 也 就 是 说 ， 不 存在 一 个 递归 集 可 以 将 二 者 分 离开 来 〈 见 3.3 节 )。 这 个 
结论 有 着 一 系列 很 重要 的 含义 : 图 6.4 中 所 示 的 5 个 “边界 ”没有 一 个 是 递归 的 ! 

定理 6.3 包含 所 有 不 协调 语句 的 集合 与 包含 所 有 从 NT 出 发 可 证 明 语 句 的 集合 是 递 
归 不 可 分 的 。 

证 明 : 我 们 将 应 用 语言 Li = {M: M(e) 二 “yes”) 和 语言 L2 二 {M: M(e) 王 “no” 的 
递归 不 可 分 性 质 ( 见 定理 3.4 的 推论 )。 给 定 任意 一 个 图 灵机 的 描述 M， 我 们 将 展示 怎样 
构造 一 个 语句 $m 使 得 : (a) 如 果 M(e)= 二 “yes”,， 则 {NT} F#m; (b) 如 果 M(e) = 
“no”， 则 gpm 是 不 可 满足 的 。 这 将 证 明定 理 ， 因 为 ， 假 如 存在 一 个 算法 可 以 将 不 可 满足 的 
语句 与 整数 的 正确 性 质 区 分 开 来 ， 那 么 我 们 就 能 使 用 这 个 算法 与 下 面 的 构造 gw 的 算法 一 
起 将 接收 空 串 的 图 灵机 与 拒绝 空 串 的 图 灵机 区 分 开 来 ， 从 而 得 出 矛盾 。 

很 简单 ，%w 就 是 语句 NTA 人 y， 这 里 : 

y= 了 rzCcompM(z) A ((Vy 7x) 一 compM(Cy)) A mod(z,b,b， (| 53|+ 1))) 

直觉 上 , yy 是 指 存在 一 个 整数 ， 它 是 可 以 对 空 串 上 M 的 计算 进行 编码 的 最 小 整数 ， 而 且 
计算 是 可 接受 的 。 

假设 MGe) 王 “yes”。 那 么 显然 存在 一 个 唯一 的 M 计算 ， 它 从 空 串 开 始 并 且 最 后 停 在 “yes” 
状态 。 这 就 是 说 ， 存 在 一 个 唯一 的 整数 n( 它 可 能 难以 想象 地 大 ) 使 得 NFcompw [x<-n]。 所 
以 ，N 上 3 了 zcompw (Xx), 而且， 因为 n 是 唯一 的 ， 所 以 N 瞩 jzxcompm (zx)A((Vy<=z) 
一 compm(y))。 最 后 ， 由 于 的 5 进 制 表 示 的 最 后 两 个 数字 是 |5| 十 1 和 0， 所 以 NFV。 

现在 ,，y 包 含 受 限 的 量词 (除了 最 外 面 的 存在 量词 ， 见 6. 2 节 中 compm (Xx) 的 构造 过 
程 )， 因 此 它 可 以 改写 成 一 个 前 束 范式 形式 的 受 限 语句 。 根 据 定理 6.2， 有 {NT} Fy， 
此 当然 也 有 {NT} Fgm。 所 以 ,我 们 断定 M(e) 二 “yes” 蕴 涵 了 {NT) 上 Fy$m。 

现在 假设 M(e) 二 “no”， 我 们 将 说 明 pm 是 不 协调 的 。 因 为 M(e) 二 “no”， 按照 上 面 
的 方法 我 们 可 以 证 明 NF $y， 其 中 
$M= 3 zx (compm (zx) A ((Vy < )— compm(y)) A mod(Cz ,6:,6. (| 5 |++2))) 
其 中 我 们 省 略 了 NT， 并且 将 |5| 十 1 替换 为 |3| 十 2 (“no” 的 编码 )。 

与 前 面 一 样 ， 容 易 验 证 $M 能 够 被 改写 成 为 一 个 受 限 的 语句 ， 因 此 有 {NT} FpMm。 我 
们 将 说 明 gm 和 $m 是 不 协调 的 。 

这 其 实 也 不 难看 出 : gm 断言 zx 是 使 得 compm (x) 的 最 小 整数 ， 它 最 后 一 位 数字 是 
13 引 十 1。 而 $m 断言 x 是 使 得 compw(z ) 的 最 小 整数 ， 它 最 后 一 位 数字 是 | 引 十 2。 但 
是 我 们 能 够 从 NT ( 它 包含 于 yw 中 ) 出 发 证 明 这 是 不 可 能 的 。 下 面 是 这 个 证 明 的 内 容 : 
我 们 知道 (公理 NT12) 要 么 工 志 x， 要 么 x 二 zx， 要么 x 二 zx。 由 于 compw(z) 而且 
(Vy 过 并)-compwy(y)， 所 以 第 一 种 可 能 性 被 排除 ， 相 应 地 第 二 种 也 可 被 排除 。 所 以 
xz 二 x'。 但 是 NT14 断言 mod 是 一 个 函数 。 我 们 得 出 上。(| 了 十 1) 三 2。(|3 引 十 2)， 而 这 违 
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背 了 公理 NT10 和 NT13。 因 此 ， 如 果 M(e) 二 “no”， 则 gm 是 不 协调 的 。 证 明 完 成 。 口 

推论 1 对 于 一 个 给 定 的 语句 $， 下 面 的 问题 是 不 可 判定 的 : 

(a) VALIDITY， 即 $ 是 永 真 的 吗 ? 而且， 按照 完备 性 定理 ，THEOREMHOOD 也 
是 一 样 的 。) 

(b) 是 否 有 NF $? 

(c) 是 否 有 {NT} 上 Fy? 

证 明 : 这 些 语句 集合 中 的 每 一 个 都 能 够 区 分 开 定理 6. 3 中 证 明 为 递归 不 可 分 的 两 个 
集合 。 口 

更 糟糕 的 是 ， 定 理 6. 3 粉碎 了 我 们 试图 将 数论 公理 化 的 美梦 : 

推论 2 ( 哥 德 尔 不 完备 性 定理 ) ”不 存在 一 个 递归 可 枚 举 的 公理 集合 三 可 以 满足 对 于 
所 有 表达 式 上 有 号 上-$ 当 且 仅 当 NF y。 

证 明 : 我 们 首先 注意 到 ， 由 于 号 是 递归 可 枚 举 的 ， 所 以 包含 从 瑟 出 发 的 所 有 可 能 证 明 
的 集合 也 是 递归 可 枚 举 的 。 给 定 一 个 声称 为 证 明 的 序列 ， 接 收 这 个 语言 的 图 灵机 对 于 序列 
中 每 个 表达 式 都 检查 其 是 否 为 一 个 逻辑 公理 ， 或 者 是 否 可 以 根据 假 言 推理 得 出 ， 又 或 者 它 
在 号 当中 。 最 后 面 这 个 检测 将 调用 接收 号 的 机 器 。 如 果 序 列 中 的 每 个 表达 式 都 合格 ， 那 么 
这 个 证 明 就 被 接受 ， 和 否则 这 个 机 器 就 会 分 贫 。 

由 于 包含 从 马 出 发 的 所 有 可 能 证 明 的 集合 是 递归 可 枚 举 的 ， 存 在 一 个 图 灵机 可 以 枚 举 
它 “〈 见 性 质 3. 5 之 前 的 定义 )， 因 此 存在 一 个 图 灵机 可 以 枚 举 集合 {$8:SSF+$}， 按 照 假设 这 
个 集合 等 于 {8:N 睹 $ }。 因 此 后 面 的 这 个 集合 ( 见 图 6.4 的 左 半 部 分 ) 是 递归 可 枚 举 的 。 
类 似 地 ，{8:N 上 FF- 8) ( 见 图 6.4 的 左 半 部 分 ) 也 是 递归 可 枚 举 的 。 由 于 这 两 个 集合 互 为 补 
集 ， 所 以 根据 性 质 3.4， 可 以 断定 它们 是 递归 的 ， 而 这 与 之 前 的 推论 是 矛盾 的 。 口 

注意 以 下 声明 的 强度 : 不 可 能 存在 一 个 公理 集合 能 够 表达 所 有 整数 的 正确 性 质 ， 哪 怕 
是 无 限 集合 ， 甚 至 一 个 非 递归 的 集合 一 一 只 要 它 是 递归 可 枚 举 的 。 任 何 这 样 可 靠 的 公理 系 
统 必定 是 不 完备 的 ， 而 且 必 定 存 在 一 个 整数 的 正确 性 质 不 能 够 由 它 推出 。 

推论 2 也 证 实 了 {8:N 瞩 $4) 不 是 递归 可 枚 举 的 因为， 如果 它 是 ， 那 么 它 肯定 会 构成 
自身 的 一 个 完全 公理 化 集 )。 同 理 可 知 它 的 补 集 也 不 是 递归 可 枚 举 的 。 因 此 ， 我们 曾经 希 
望 理解 和 攻克 所 有 数 的 正确 性 质 的 集合 ， 其 实 是 图 3. 1 中 广 弯 上 界 的 一 个 标本 ， 一 个 既 不 
是 递归 可 枚 举 集 又 不 是 某 个 递归 可 枚 举 集 的 补 集 的 集合 实例 。 


6.4 注解 、 参 考 文献 和 问题 


6.4.1 David Hilbert，20 世纪 最 伟大 的 数学 家 之 一 ， 他 预言 终 有 一 天 数学 证 明 会 被 机 械 化 和 自动 
化 。 他 的 主要 动机 是 想 机 械 化 地 验证 数学 家 所 用 的 公理 系统 的 一 致 性 ; 虽然 在 今天 看 来 ，Hilbert 的 工程 
因为 他 野心 勃勃 的 乐观 主义 而 几 近 愚 春 ， 但 这 个 现象 本 身 却 正 是 这 个 工程 为 数学 思想 和 文化 带 来 巨大 影 
响 的 一 个 证 明 。 

o A. N. Whitehead，B. Russell. Principia Mathematica, Cambridge Univ. Press, 1913. 

一 些 早期 的 试图 系统 化 数学 的 庞大 工作 以 及 几 个 关于 一 阶 逻 辑 的 重要 肯定 性 结论 〈 不 仅 包括 对 于 特 
殊 情 况 的 算法 ， 见 20. 1 节 和 问题 20. 2. 11; 而 且 还 包括 Hilbert 自己 的 学 生 Kurt G6del 发 现 的 完备 性 定 
理 ， 见 定理 5.7) 都 可 以 视 为 这 个 卓越 智慧 工程 的 一 部 分 。 另 一 方面 ，Turing 以 及 其 他 科学 家 所 推动 的 
计算 理论 的 发 展 〈 见 2. 8. 1 中 的 参考 资料 ) 也 是 受 这 个 工程 的 启发 ， 只 不 过 是 从 相反 的 方向 (因此 还 有 
这 些 文章 中 经 常 提 及 的 Entscheidungsproblem 即 “ 判 定性 问题 ”) 。 

不 完备 性 定理 以 及 它 的 毁灭 性 结论 〈 见 定理 6. 3 及 其 推论 ) 也 是 Kurt G6del 发 现 的 ， 它 为 Hilbert 工 
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程 突然 地 画 上 了 句号 。 

o K. Godel. “Uber formal unentscheidbareSatze der Principia Mathematica und verwandter Systeme ” 
(On formally undecidable theorems in Principia Mathematica and related systems), Monatshefte fiir 
Mathematik und Physik, 38, pp. 173-198, 1931. 

事实 上 ，Gédel 证 明了 数论 在 没有 指数 函数 个 情况 下 的 不 完备 性 。 指 数 函 数 是 我 们 将 计算 表达 为 数 

论 陈 述 的 技巧 基础 。 缺 少 了 它 我 们 就 必须 采用 一 个 详细 而 且 拐 弯 抹 角 的 编码 技巧 。 如 果 对 这 样 的 实例 感 
兴趣 ， 不 妨 参考 : 

© M, Machtey and P. R. Young. An Introduction to the General Theory of Algorithms, Elsevier, New 
York, 1978. 


而 且 ，G6del 对 于 不 完备 性 定理 的 原始 证 明 是 纯 逻 辑 的 ， 并 未 诉 诸 计算 ， 因 此 它 不 能 立即 推出 一 阶 


逻辑 永 真性 的 不 可 判定 性 ， 这 一 任务 的 最 终 完 成 还 有 赖 于 Church 和 Turing 的 工作 (参见 第 2 章 中 提 到 ， 


的 哈 文 ) 

6. 4.2 作为 一 个 能 够 展示 其 宏伟 工程 的 特殊 实例 ，Hilbert 在 1900 年 提问 是 否 存在 一 个 算法 可 以 判 
定 一 个 多 变量 多 项 式 方程 ， 比 如 x?y 十 3yz 一 六 一 17 二 0 是 否 有 一 个 整数 解 ， 并 且 满 怀 希望 地 以 为 会 有 一 
个 肯定 的 回答 。 这 个 问题 就 是 广为人知 的 Hilbert 第 十 问题 ， 因 为 它 是 Hilbert 在 下 面 的 演讲 中 提出 的 一 
些 基 本 数学 问题 中 的 第 十 个 问题 : 

o D. Hilbert. “Mathematical Problems”, Bull. Amer. Math. Soc., 8, pp. 437-479, 1902. 

这 是 Hilbert 在 召开 于 巴黎 的 1900 年 世界 数学 家 大 会 上 做 的 演讲 。 

Hilbert 第 十 问题 是 对 于 给 定 的 语句 $ 判定 其 是 否 有 N 上 4 (特别 地 ， 限 制 $ 不 得 含有 布尔 连接 词 ， 
不 得 有 指数 运算 符号 ， 不 得 有 全 称 量词 以 及 不 得 有 不 等 式 ) 这 个 问题 中 的 一 个 非常 特殊 的 情况 。 但 即便 
这 个 特例 ， 也 是 不 可 判定 的 : 

oO Y. Matiyasevich. “Enumerable sets are Diophantine”, Dokl. Akad. Nauk SSSR, 191, pp. 279-282; 

translation in Soviet Math. Doklady, 11, pp. 354-357, 1970. 

作为 这 个 结论 的 一 个 良好 展示 ， 请 参考 : 

© M. Davis. “Hilbert’s tenth problem is unsolvable”, American Math. Monthly, 80, pp. 233-269，1973. 

但 是 数论 的 其 他 限制 (基本 上 没有 指数 运算 和 乘法 的 情况 ,参见 问题 20.2.12) 以 及 实数 的 定理 
(参见 问题 20. 2. 12) 都 是 可 以 判定 的 。 

6.4.3 问题; G6del 的 不 完备 性 定理 基于 这 样 一 个 事实 ， 即 如 果 数 论 可 以 公理 化 ， 那 么 它 就 是 可 以 判 
定 的 。 在 例 5. 5 中 我 们 注意 到 群 论 肯定 是 可 以 公理 化 的 〈 见 公理 GR1 到 GR3)。 但 是 ， 群 论 不 是 可 判定 
的 。 这 个 结论 来 自 : 

© A. Tarski, A. Mostowski, and R. M. Robinson. Undecidable Theories, North-Holland, Amster- 

dam，1953. 

请 问 群 论 (对 于 所 有 的 群 为 真 的 语句 ) 与 数论 (对 于 N 为 真 的 语句 ) 之 间 的 哪些 基本 不 同 点 可 以 解 
释 这 个 差异 ? 
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P 和 NP 





“区 分 已 知 有 好 算法 的 问题 类 和 尚未 发 现 好 算法 的 问题 类 具有 很 大 的 

理论 意义 。[…] 我 猜 不 存在 好 的 算法 解决 旅行 商 问 题 ， 理 由 和 任何 其 他 
数学 猜想 一 样 :1) 它 是 一 个 合理 的 数学 可 能 性 ; 2) 我 不 知道 结论 。” i 
Jack Edmonds, 1966 138 
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第 7 章 | 


Computational Complexity 


复杂 性 类 之 间 的 关系 





本 章 讲 述 所 有 我 们 已 知 的 关于 复杂 性 类 之 间 包 含 关 系 的 结论 。 不 幸 的 是 ， 我 们 所 知道 


7.1 复杂 性 类 


在 探讨 我 们 对 图 灵机 的 理解 和 它们 的 能 力 时 ， 我 们 已 经 看 到 复杂 性 类 的 概念 。 现 在 将 
认真 学 习 复杂 性 类 。 

一 个 复杂 性 类 由 多 个 参数 确定 。 首 先 ， 所 采用 的 计算 模型 一 我 们 通常 约定 为 多 带 图 
灵机 。 如 前 所 述 ， 这 并 非 很 重要 。 其 次 ， 一 个 复杂 性 类 以 计算 的 方式 〈 此 时 ， 我 们 仅仅 考 
虑 机 器 接受 它 的 输入 ) 来 表征 。 我 们 已 经 看 到 两 种 最 重要 的 方式 ， 即 确定 性 的 方式 和 非 确 
定性 的 方式 。 后 面 还 将 讲 到 其 他 方式 〈 参 见 问题 20. 2. 14， 那 里 有 更 为 一 般 和 综合 的 处 理 
方式 ) 。 再 次 ， 我 们 必须 固定 一 个 希望 关于 的 资源 一 它 对 机 器 是 昂贵 的 。 我 们 已 经 看 到 
基本 的 资源 是 时 间 和 空间 ， 但 是 还 有 许多 其 他 资源 〈 例 如， 问题 7.4.12)。 最 后 ， 我 们 必 
须 规定 一 个 界 ， 那 就 是 映射 非 负 整数 到 非 负 整数 的 函数 。 于 是 ， 复 杂 性 类 定义 为 以 适当 方 
式 运作 的 多 带 图 灵机 判定 的 所 有 语言 的 集合 ， 即 对 任意 输入 z，M 耗费 至 多 f(|zx|) 单位 
的 特定 资源 。 

我 们 应 当 考 虑 用 怎样 的 界 函 数 f? 原则 上 ， 任 何 非 负 整数 到 非 负 整数 的 函数 都 可 以 用 
来 定义 复杂 性 类 ， 其 中 包括 下 述 怪异 的 函数 f(n)， 例 如 ,， “如 果 nn 是 素数 ， 则 f (nm) 二 2"; 
否则 ， 它 是 满足 某 条 件 的 最 小 数 ”等 。 我 们 甚至 可 以 有 一 个 复杂 度 函 数 ， 它 是 如 此 的 复 
杂 ， 以 至 于 它 不 能 在 它 所 容许 的 时 间 和 空间 内 自我 计算 出 来 ! 运用 这 类 函数 就 打开 了 十 分 
错综复杂 和 混淆 之 门 〈 见 定理 3.7)。 这 对 于 理解 自然 计算 问题 的 复杂 性 仍然 是 很 无 趣 的 。 

定义 7.1 现在 ， 我 们 将 定义 广泛 而 自然 的 函数 类 ， 用 它 来 作为 本 书 的 界 ， 设 f 是 一 
个 从 非 负 整 数 到 非 负 整 数 的 函数 。 如 果 了 非 递减 〈 即 对 所 有 nn,fCn 十 1) 三 f(n)),， 并 且 下 
述 条 件 为 真 ， 则 我 们 称 三 为 真 复杂 度 函 数 。 这 个 条 件 是 : 有 一 个 & 带 图 灵机 Mj 二 (K,5,6,s) 


具有 如 下 输入 和 输出 ， 对 任何 整数 和 任何 长 度 为 的 输入 zz， (5 ze 
(hszs Doss Ds, Ds DD 其 中 t= 二 fx j=O(f(|z|)), i= 
2,…,k 一 1， 而 t 和 ji 仅 依赖 于 n。 换 句 话说, 输入 zx 后 ，Mj 计 算 n" ,中 n 是 “ 拟 
似 空格 ”符号 。 而 且 ， 对 任何 z+，Mjy 在 O(|z | 十 f(|z|)) 步 后 停机 ， 除 了 输入 外 ， 
用 COCFCIzl)) 空间 。 加 

例 7.1 函数 f(n) 二 c，c 是 一 个 固定 整数 ， 就 是 一 个 真 复杂 度 函 数 , 不 管 输入 是 什 
么 ，Mr 在 最 后 带 上 总 输出 下。 函数 /(n) 二 n 也 是 一 个 真 复杂 度 函 数 : My 重 写 所 有 输入 
作为 尾部 串 的 拟 似 空格 。 函 数 f(n) ==「 log n ] 也 是 真 复杂 度 函数 ，Mj 是 如 下 3 带 图 灵机 : 
它 的 第 一 个 读 写 头 慢 慢 地 从 左 向 右 移动 ， 第 二 个 读 写 头 按 二 进 制 核 计 输 入 的 符号 (运用 二 
进 制 后 继 图 灵机 ， 像 例 2. 2 那样 ) 。 当 它 看 到 输入 带 上 的 第 一 个 空格 时 ， 第 二 个 带 的 长 度 
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为 f(n) 二 [log n 1|，Mj 仅 仅 擦 去 第 二 条 带 上 的 串 ， 改 写 第 二 条 带 上 的 符号 为 到 输出 带 上 。 
花费 时 间 O(f(n))。 自 然 地 ， 所 有 这 些 孔 数 也 都 符合 定义 要 求 ， 是 非 递 减 函 数 。 

真 复 杂 度 函数 类 是 很 广泛 的 ， 它 可 能 排除 许多 “病态 ”区 数 ， 但 是 它 却 包含 许多 本 质 
上 “合理 ”的 函数 ， 人 们 期 竺 用 于 分 析 算 法 和 研究 它们 的 复杂 性 。 例 如 ， 函 数 log xn?、 
nlognsn?2 .m3 十 3n、2" Wn 和 n1 都 是 真 的 。 为 了 知道 缘故 ， 容 易 证 明 ， 如 果 函 数 f 和 g 是 真 
的 ， 则 f 十 g、f，g 和 2s 也 是 真 的 ， 除 了 其 他 以 外 (计算 新 函数 的 机 器 首先 计算 组 成 该 函 
数 的 各 分 函数 ， 然 后 通过 适当 移动 读 写 头 计算 新 函数 ， 参 见 问题 7. 4.3)。 对 于 Vn 和 nn1， 
其 他 论证 也 正确 (参见 问题 7. 4. 3) 。 加 

从 今 以 后 ， 在 涉及 复杂 性 类 时 ， 我 们 将 仅仅 用 真 复杂 度 函 数 。 今 后 我 们 会 解释 ， 这 有 
助 于 实现 便捷 化 和 标准 化 。 我 们 说 一 个 图 灵机 M (无 论 有 没有 输入 /输出 ， 确 定性 或 者 非 
确定 性 ) 是 精确 的 ， 如 果 有 函数 f 和 g 对 每 个 2 过 0 和 每 个 长 度 为 n 的 输入 xz 和 非 确 定 情 
况 下 M 的 每 个 计算 ，M 恰好 在 f(n) 步 停 机 ， 并 且 除 了 第 一 条 串 和 最 后 一 条 串 外 ， 它 的 
所 有 串 都 停 在 长 度 为 g(n) 的 位 置 处 。 

性 质 7. 1 假定 有 一 个 〈 确 定性 或 非 确 定性 的 ) 图 灵机 M 在 时 间 (或 空间 ) f(n) 内 
判定 一 个 语言 L， 这 里 的 f 是 个 真 函 数 。 则 有 一 个 (确定 性 或 非 确定 性 的 ) 精确 的 图 灵机 
M 恰好 在 时 间 (或 空间 ) O(f(n)) 判定 一 个 语言 工 。 

证 明 : 在 全 部 4 个 类 〈 确 定性 时 间 、 确 定性 空间 、 非 确定 性 时 间或 非 确定 性 空间 ) 的 
情况 下 ， 机 器 M' 对 输入 xz， 开始 时 在 真 函数 f 时 段 内 模拟 机 器 My ， 用 新 串 集 合 ， 对 输入 
运行。 一 旦 My 计算 结束 ，M 用 Mj 的 输出 串 作为 长 度 为 1(|x|) 的 “ 码 尺 ”， 指 导 随 后 
的 计算 。 如果 f(n) 是 时 间 界 ， 则 M 在 不 同 的 串 集 合 上 模拟 M， 用 码 尺 作为 “时 钟 "。 即 
机 器 在 码 尺 上 推进 读 写 头 ， 先 模拟 M 的 每 一 步 ， 然 后 当 且 仅 当 精确 地 在 M 的 f(|z|) 步 
遇 到 真空 格 时 停机 。 如 果 f(n) 是 空间 界 ， 则 M 在 My 的 输出 串 的 拟 似 空格 上 模拟 M。 无 
论 哪 种 情况 ， 机 器 都 是 精确 的 。 如 果 M 是 非 确定 性 的 ， 则 M' 在 x 上 的 所 有 可 能 的 计算 都 
用 同样 的 时 间或 空间 作为 精确 的 界 ， 这 个 时 空 量 仅仅 依赖 于 M (模拟 My) 的 确定 节拍 。 
在 上 述 两 种 情形 中 ， 时 间 和 空间 就 是 My 的 时 间或 空间 加 上 M 消耗 的 时 间 和 空间 ， 因 此 是 
OCFCz)) 。 

在 空间 园 界 机 器 情形 ，M “所 用 的 “空间 码 尺 ”以 适当 的 基 去 “计数 ”M 字符 的 尺寸 ， 
M' 永 不 容许 无 意义 的 长 计算 。 于 是 我 们 可 以 认为 空间 轿 界 机 器 总 停机 。 加 | 

下 面 我 们 将 考虑 形 为 TIME(f) 〈 确 定性 时 间 )、SPACE( 刀 (确定 性 空间 )、NTIME( 有) 
( 非 确 定性 时 间 )、NSPACE(f)( 非 确定 性 空间 〉 的 复杂 性 类 。 在 所 有 4 种 情形 中 ， 函 数 f 
总 是 为 真 复杂 度 函 数 (除了 定理 7.3 以外， 因为 它 的 目的 就 是 要 解释 缺少 这 个 约定 后 结果 
会 很 范 雇 的 问题 )。 

有 的 时 候 ， 我 们 不 把 f 看 成 一 个 特定 的 函数 ， 而 是 看 成 一 个 带 有 参数 & 二 0 的 函数 类 。 
函数 类 标记 所 有 & 值 的 各 个 复杂 性 类 的 并 。 两 类 重要 的 参数 复杂 性 类 是 : 

TIMECn:) = U TIME(m) 
和 它 的 非 确定 性 对 应 函数 类 S 
NTIME(Cn:) = 内 NTIME(ni) 


加 ”这 里 合适 的 记号 应 是 TIME(poly) 代替 TIME(n*)，NTIME(poly〉 代 震 NTIME(x) 。 一 一 译 者 注 
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88 锣 三 亡 分 PP 和 和 NP 





我 们 已 经 知道 它们 分 别 是 P 和 NP。 其 他 重要 复杂 性 类 有 PSPACE 一 SPACE(n*)、NPSPACE== 


NSPACE(n*) 和 EXP 二 TIME(2”)。 最 后 ， 对 于 空间 类 ， 我 们 可 以 考察 亚 线性 类 。 两 个 重 
要 类 是 L= 二 SPACE(log n) 和 NL 二 NSPACE(log n)。 

非 确 定性 类 的 补 

当 我 们 第 一 次 在 2.7 节 定 义 非 确 定性 类 时 ， 我 们 被 输入 “yes” 和 “no” 的 反对 称 性 
如 何 处 理 难 住 了 。 对 于 语言 内 (一 个 “yes” 输 入 ) 的 串 ， 一 个 成 功 的 计算 路 径 已 经 足够 。 
与 此 相反 ， 对 于 不 在 语言 内 的 串 ， 所 有 的 计算 路 径 必须 不 成 功 。 由 于 类 似 的 反对 称 性 结 
果 ， 可 证 明 RE (递归 可 枚 举 语言 ) 和 coRE (递归 可 枚 举 语言 的 补 ) 两 个 类 ( 见 3.3 节 ) 
是 不 同 的 〈( 例 如， 停机 语言 HERE - coRE。 见 图 3.1) 。 

设 LE3* 是 一 个 语言 。L 的 补 L==3* 一 LL 是 所 有 不 在 LL 中 的 相应 字符 集合 的 串 集 
合 。 我 们 现在 将 这 个 定义 推广 到 判定 问题 。 判 定 问题 A 的 补 ， 称 为 A COMPLEMENT， 
定义 为 它 的 回答 是 “yes”， 当 A 对 输入 的 回答 是 “no”， 反之 亦 然 。 例 如 ，SAT COM- 
PLEMENT 是 这 样 一 个 问题 : 给 一 个 合 取 范式 的 布尔 表达 式 $， 它 是 不 可 满足 的 吗 ? 
HAMILTON PATH COMPLEMENT 是 : 给 一 个 图 G， 它 为 真 ， 当 G 没 有 哈密 顿 路 ? 等 
等 。 注 意 ， 严 格 地 说 ， 对 应 于 问题 HAMILTON PATH 和 HAMILTON PATH COM- 
PLEMENT, 例如 ， 并 不 彼此 互补 ， 因 为 它们 的 并 不 是 5 ， 所 以 它们 只 是 全 部 能 编码 
成 图 的 串 。 这 是 通常 意义 下 的 补 ， 而 不 会 引起 严重 的 后 果 。 

对 复杂 性 类 C，co C 标 记 类 {L: LEC)。 显 然 ， 如 果 C 是 确定 性 时 间 和 空间 复杂 性 类 ， 
则 C=coC。 即 所 有 确定 性 时 间 和 空间 复杂 性 类 对 补 封闭 。 其 理由 是 ， 在 某 个 时 间或 空间 
界 内 判定 工 的 任何 确定 图 灵机 ， 可 以 转换 为 在 同样 的 时 间或 空间 界 内 判定 工 的 确定 性 图 灵 
机 : 用 同样 的 机 器 ， 只 不 过 将 “yes” 和 “no” 对 换 。 我 们 将 在 7. 3 节 看 到 ， 对 非 确定 性 
空间 类 有 更 为 精细 的 议论 。 但 对 于 非 确 定性 时 间 复 杂 性 类 ， 是 否 在 补 运算 下 封闭 是 个 悬 而 
未 决 问题 。 


7.2 谱系 定理 


计算 理论 从 一 开始 就 关注 谱系 〈 见 问题 3. 4. 2， 关 于 递归 可 枚 举 语言 的 Chomsky 谱 
系 )。 许 多 结果 阐述 ,增加 新 的 特性 (下 推 栈 、 非 确定 性 、 允 许 改写 输入 等 ) 增强 了 计算 
模型 的 能 力 。 我 们 已 经 看 到 许多 经 典 和 基本 的 结果 : 在 第 3 章 ， 我 们 已 经 证 明 递 归 语 言 
递归 可 枚 举 语言 的 真子 集 。 换 句 话 说， 图 灵机 有 能 力 在 一 个 更 丰富 的 语言 类 里 拒绝 它 的 输 
入 而 得 到 发 散 的 结果 ， 而 这 个 更 丰富 的 语言 包含 非 递 归 语 言 互 。 

本 节 ， 我 们 将 证 明 一 个 量 级 的 谱系 结果 : 若 给 予 充分 大 的 时 间 ， 则 图 灵机 有 能 力 执行 
更 为 复杂 的 计算 任务 。 可 以 预测 ， 我 们 的 证 明 将 运用 对 角 线 量化 。 

令 f(n) 宇 n 是 个 真 复 杂 度 函数 ，Hy 是 如 下 HALTING 语言 了 H 的 时 间 界 版 本 : 

Hj 二 {M;z: M 至 多 在 大 (| 工 |) 步 内 接受 输入 工 } 

其 中 M 包 含 所 有 确定 性 多 带 图 灵机 ( 见 3.1 节 ， 那 里 有 图 灵机 的 标准 描述 ) 。 虽 然 一 个 机 
器 可 以 有 任意 多 个 字符 〈 于 是 ， 我 们 可 以 用 定理 2. 2) ， 但 我 们 可 以 假定 ， 我 们 所 感 兴趣 的 
语言 和 输入 zx 仪 仅 包含 编码 图 灵机 所 需要 的 符号 (0、1、“(”、“;” 等 ， 见 3. 1 节 )。 这 并 
不 失去 一 般 性 ， 因 为 即使 有 其 他 字符 ， 显 然 可 以 有 一 个 同样 复杂 性 的 仅仅 包含 两 个 字符 的 
语言 来 代替 。 因 此 ， 输 入 z 不 编码 ， 就 按照 字面 上 的 字符 来 使 用 。 
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下 面 的 结果 类 似 于 性 质 3. 1: 

引 理 7.1 H/ETIME((f(n)3), 

证 明 : 我 们 将 描述 一 个 在 时 间 (f(n))? 内 判定 互 7 的 4 带 图 灵机 Uy。Uy 是 基于 前 述 
的 多 个 机 器 ， 它 们 是 : 3.1 节 描 述 的 通用 图 灵机 ; 多 带 图 灵机 的 单 带 模 拟 机 ( 见 定理 
2.1); 削 去 时 间 界 的 常数 项 的 线性 加 速 机 ( 见 定理 2.2); 计算 长 度 精 确 f(n) 的 “ 码 尺 ” 
和 Mr ， 因 为 我 们 假定 f 是 真 复杂 度 函 数 ， 所 以 这 样 的 码 尺 是 存在 的 。 所 有 这 些 简单 思路 
不 涉及 概念 性 问题 ， 但 是 我 们 还 是 要 注意 一 些 细节 。 

首先 ，U 在 它 输 大 的 第 二 部 分 z 上 使 用 My ， 在 第 四 条 带 上 初始 化 “时 钟 ”rY' = ， 
用 于 模拟 M (这 里 ， 我 们 假设 Mr 至 多 只 有 四 条 带 ; 如 果 不 是 ，Uy 相应 ;地 必须 增加 带 的 
数目 )。Mj 在 时 间 OCFCIzl)) 内 运行 (常数 仅仅 依赖 于 f， 不 依赖 于 x 或 M)。Uy 也 把 
待 模拟 机 器 M 的 描述 复制 到 第 三 条 带 上 ， 并 将 第 一 条 带 上 的 工 转 换 为 >z。 第 二 条 带 初 始 
值 为 初始 状态 * 的 编码 。 在 这 个 时 刻 ， 我 们 可 以 检查 M 是 否 是 合法 的 图 灵机 描述 ， 如 果 不 
是 ， 则 拒绝 (花费 两 条 带 的 线性 时 间 )。 总 时 间 为 O(f(|z1) 十 n) 二 OC(f(|z1))，。 

在 初始 阶段 后 ，Uy 开始 主要 的 操作 。 与 3.1 节 中 的 口 一 样 ，Uy 一 步 一 步 地 模拟 M 
对 于 输入 z 的 每 一 步 。 如 定理 2. 1 的 证 明 一 样 ， 模 拟 限制 在 第 一 条 带 ， 那 里 保留 着 M 所 
有 带 上 内 容 的 编码 。 通 过 连续 扫描 Uj 的 第 一 条 带 来 模拟 M 的 每 一 步 。 在 第 一 次 扫描 中 ， 
Uj 收集 所 有 有 关 M 当前 扫描 过 的 符号 信息 ， 并 且 将 这 些 信息 写 在 第 二 条 带 上 。 第 二 条 带 
还 包含 目前 状态 的 编码 。 然 后 ,，Uj 根据 第 二 条 上 的 内 容 与 第 三 条 带 上 M 的 描述 进行 匹 
配 ， 寻 找 M 的 对 应 的 转移 。 在 第 二 遍 扫 描 时 ,Uy 对 第 一 条 带 执行 适当 的 改变 ， 而且 将 时 
钟 向 前 拨 1。 

Uj 在 时 间 OC(ykMmf (1x|)〉 内 模拟 M 的 每 一 步 ， 此 处 km 是 M 的 带 数 ，&w 是 描述 M 
的 每 个 符号 和 状态 的 描述 符 的 长 度 。 因 为 ， 对 一 个 合法 的 图 灵机 ， 这 些 量 固 于 机 器 描述 符 
长 度 的 对 数值 、 模 拟 M 每 步 的 时 间 O( 放 (n))， 其 常数 不 依赖 M。 

如 果 Uj 确认 M 在 f(|z|) 步 内 接受 zx， 它 就 接受 输入 M;z。 如 果 不 接受 〈 即 M 拒 绝 z 
或 者 时 钟 到 了 )， 则 Uj 拒绝 它 的 输入 。 总 时 间 为 O(f(n)3)。 与 线性 加 速 定理 的 证 明 (定理 
2. 1) 一 样 。 通 过 修改 Uj 把 几 个 字符 当 作 一 个 字符 处 理 ， 容 易 得 到 总 和 至 多 为 f(n)3。 口 

一 个 结果 类 似 于 定理 3. 1 。 

引 理 7.2 Hg TIME((fd n/2))). 、 

证 明 : 假设 引 理 不 成 立 ， 即 有 一 个 图 灵机 Max 在 时 间 (Ln/2 站 )) 和 也/ 。 这 就 导 
致 构造 “三 角 化 ”机 器 Dr 具有 下 述 行 为 : 

DrCOM) : if Ma,(M;M) = “yes” then “no” else “yes” 
如 同 Mn, 对 输入 M; M 的 运行 时 间 一 样 ，Dr 对 输入 M 的 运行 时 间 是 f( (2 十 1)/2 4)) 一 
(No 

Dj 接受 它 自己 的 描述 吗 ? 假设 Dj(Dy) 二 “yes”。 这 就 意味 Ma CDr;Dr) 一 “no”， 或 者 ， 
等 价 地 ，Dy;Dy 儿 昌 /。 根 据 Hj 的 定义 ， 这 意味 Dj 不 在 f(n) 步 内 接受 自己 的 描述 ， 而 且 ， 
因为 我 们 知道 Dy 总 是 在 f(n) 步 内 接受 或 拒绝 ， 所 以 DrCDr )=“no”。 类 似 地 ，Dr(CDr) 一 
“no” 意 味 着 Dj(D/) 二 “yes”"， 并且 假设 HrETIME((CFd n/2 J))) 将 导致 矛盾 。 问 

比较 引 理 7. 1 和 引 理 7.2， 我 们 有 : 

定理 7. 1 (时 间 谱 系 定理 ) 如果 /(n) 宇 n 是 个 真 复杂 度 函 数 ， 则 类 TIME(f(n)) 严 
格 真 包含 在 类 TIME((f(2n 十 1))3) 内 。 加 
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事实 上 ， 时 间 谱 系 比 定理 7. 1 所 描述 的 〈 太 22 十 1))3 更 稠密 ，(f(2n 十 1))3 可 以 用 增 
长 慢 的 函数 ， 例 如 fln)log?f(n) 代替 〈 见 问题 7.4.8)。 上 述 定 理 中 的 〈C22 十 1))3 的 重 
要 特性 是 它 为 f(n) 的 多 项 式 ， 无 论 f(n) 是 否 是 多 项 式 。 这 就 导致 了 下 面 的 结论 : 

推论 P 了 是 EXP 的 真子 集 。 

证 明 : 任何 多 项 式 最 后 都 小 于 22?， 故 P 了 是 TIME(2*) 的 子 集 (因此 也 是 EXP 的 子 集 ) 的 
子 集 。 为 了 证 明 真 包含 ， 根 据 定理 7.1，TIME(2*) 〈 它 包含 P 中 的 所 有 ) 是 TIME((22*+1)3)C 


TIME(2”) 的 真子 集 ， 而 后 者 是 EXP 的 子 集 。 口 

对 于 空间 ， 我 们 能 证 明 下 面 的 结果 ， 它 来 自 两 个 非常 类 似 于 引 理 7.1 和 引 理 7. 2 的 定 
理 〈 见 问题 7. 4. 9): 

定理 7.2 (空间 谱系 定理 ) 如果 f(n) 是 真 复杂 度 函数 ， 则 SPACE(f(n)) 是 SPACE 
(f(m)log f(n)) 的 真子 集 。 | 口 

我 们 将 证 明 一 个 表面 上 看 上 去 与 定理 7. 1 矛盾 的 结果 来 结束 本 节 。 事 实 上， 这 个 结果 
警告 我 们 ， 当 复杂 度 函 数 是 非 真 时 ， 非 常 反常 的 现象 就 会 发 生 。 

定理 7.3 (空隙 定理 ) 存在 一 个 从 非 负 整数 到 非 负 整数 的 递归 函数 f， 使 TIME(FCz)) 王 
TIME(2/ ) 。 

证 明 : 我 们 将 定义 f/， 使 得 没有 一 个 图 灵机 可 以 对 给 定 长 度 为 n 的 输入 在 f(n) 和 
2 之 间 停 机 。 即 对 于 给 定 的 nx，M 或 者 在 f(n) 内 停机 ， 或 者 在 2/" 步 后 停机 (甚至 根 
本 不 停机 ) 。 

把 图 灵机 按照 它 编 码 的 字典 序 排序 ，Mo ,Mi ,Mz,… 在 这 个 列表 中 的 机 器 可 能 对 部 分 
输入 或 者 全 部 输入 不 停机 。 对 于 i,k 宇 0， 我 们 定义 下 述 性 质 P(i,k): “在 列表 Mo ,Mi ， 
Mi ,…,M; 中 ， 对 于 任何 长 度 为 ;的 输入 ， 或 者 在 & 步 内 停机 ， 或 者 在 2* 后 停机 ， 或 者 它 
根本 不 停机 .” 虽 然 机 器 在 许多 输入 上 不 停机 ， 但 PG,&) 可 以 通过 模拟 所 有 编码 到 i 的 机 
器 ， 对 于 长 度 小 于 等 于 i 的 输入 ， 运 行 到 2* 十 1 步 ，P(i,k&) 总 可 以 得 出 判定 。 

现在 让 我 们 对 某 些 ;之 0 定义 值 f(i) ， 考 虑 下 面 一 系列 的 上 值 : 二 2i， 对 于 j 二 2,3,…， 





二 ==251 十 1。 令 NGD) 一 > | 已 | ， 即 全 部 长 度 为 ;的 输入 到 前 ;十 1 个 机 器 。 因 为 每 个 
je0 3 


这 样 的 输入 只 能 使 得 对 于 至 多 一 个 k; 值 P(i,k;) 为 假 ， 所 以 一 定 有 一 个 整数 4 二 NG(i) 使 
得 P(i,ky) 为 真 。 我 们 现在 准备 定义 f( 让 :了 (让 二 有 (注意 这 是 异常 快速 增长 ， 以 及 这 个 
函数 判定 不 自然 的 定义 )。 

现在 考虑 类 TIME(2f””) 中 的 语言 L。L 被 某 个 图 灵机 〈 称 为 Mi ) 在 时 间 27” 内 判 
定 。 对 任何 输入 z,|z| 宇 ; (就 是 除了 有 限 个 输入 以 外 )，M; 不 可 能 在 FC|z|) 到 274zl) 
步 之 间 停 机 (因为 f(x)，n 之 j 的 值 连同 Mj 都 已 经 确定 了 ) 。 因 为 Mi 至 多 在 271*1) 步 后 
停机 的 ， 所 以 我 们 只 能 得 出 结论 : 至 多 在 1(| zx|) 步 后 停机 。 当 然 ， 有 有 限 多 个 输入 (长 
度 少 于 7 的 ) ， 所 以 我 们 无 法 知道 Mj; 何 时 停机 。 但 是 我 们 能 够 修改 Mi 的 状态 集 ， 使 得 修 
改 后 的 M; 事实 上 能 在 时 间 两 倍 于 输入 长 度 内 判定 所 有 这 些 有 限 多 个 输入 。 由 此 得 出 : 
LETIME(f(n))， 故 TIME(f(n)) 二 TIME(2/ ) 。 回 

容易 看 出 ， 论 断 里 的 2* 可 以 修改 为 任意 快速 增长 的 递归 函数 ， 对 于 空间 复杂 性 也 有 
类 似 的 结果 ( 见 问 题 7. 4. 11) 。 
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7.3 可 达 性 方法 


当 函 数 所 表示 的 复杂 性 界 变化 时 ， 谱 系 定理 告诉 我 们 同样 的 类 〈 确 定性 时 间 、 确 定性 
空间 ) 怎样 相互 关联 。 它 们 是 第 一 个 被 证 明 的 有 关 复 杂 性 的 事实 。 针 对 非 确定 性 复杂 性 类 
〈 见 问题 7. 4. 10) 也 有 类 似 的 结果 ， 虽然 更 为 难以 证 明 。 然 而 ,复杂 性 理论 中 最 有 趣 的 、 
持续 的 、 令 人 困惑 的 问题 是 不 同类 之 间 的 关系 一 一 例如 PP 与 NP。 本 节 我 们 将 证 明 我 们 已 
经 知道 的 这 类 少数 结果 。 

定理 7.4 假设 f(n) 是 真 复杂 度 函 数 。 则 : 

(a) SPACE(f(n))CENSPACEC(f(n)) 和 TIME(f(n)) ENTIME( f(n))., 

(b) NTIME(f(n)) SSPACE( f(n))., 

(c) NSPACE(f(n)) STIME(RIe"+ fn) ) 。 

证 明 : (a) 部 分 是 显然 的 。 任 何 确定 性 图 灵机 也 是 非 确定 性 图 灵机 (每 步 仅 一 个 选择 )， 
所 以 任何 SPACE(f(n)) 中 的 语言 也 在 NSPACE(f(n)) 中 ， 类 似 地 ，NTIME(f(n)) 中 的 语 
言 也 在 NTIME(f(n))〉 中 。 

为 证 明 (b)， 考 虑 语言 L ENTIME(f(n))。 有 一 个 精确 的 非 确 定性 图 灵机 M 在 时 间 
了 (ln) 内 判定 工 。 我 们 将 设计 一 个 确定 性 机 器 M 在 空间 f(n) 内 判定 工 。 

思路 是 简单 的 ， 类 似 于 定理 2.6， 非 确定 性 机 器 用 指数 时 间 模 拟 〈 从 定理 2. 6 得 到 本 
定理 的 (b) 和 (〈c))。 确 定性 机 器 M“ 产生 M 的 一 系列 非 确 定性 选择 ， 即 一 个 在 0 一 4 一 1 
的 f(n) 长 的 整数 序列 〈& 是 M 状态 符号 组 合 的 最 大 选择 个 数 ) 。 那 么 M 以 给 定 选 择 模 
拟 M 的 操作 。 这 个 模拟 显然 可 以 在 空间 f(n) 内 进行 (在 时 间 f(n) 内 ， 仅 O(f(n)) 
符号 能 被 写 人 ) 。 然 而 ， 必 有 指数 多 个 这 样 的 模拟 试验 ， 去 检查 是 否 有 一 系列 引导 向 接 
受 的 选择 。 关 键 点 在 于 它们 常常 能 够 擦 去 前 面 的 模拟 而 重用 空间 ， 一 个 模拟 一 个 模拟 地 
执行 。 我 们 仅 需 要 保留 目前 模拟 选择 序列 的 轨迹 ， 并 且 产 生 下 一 个 选择 ,但 是 这 些 任务 
容易 在 空间 OC(f(m) ) 完 成 。 因 为 f(n) 是 真 复 杂 度 函数 ， 所 以 可 以 用 于 产生 第 一 个 选择 
序列 07w。 于 是 定理 的 〈(b) 得 证 。 

现在 证 明 〈c) ， 从 方法 学 角度 这 个 结论 更 加 有 趣 。 这 个 证 明 虽 然 非 常 简单 明了 ， 但 涉 
及 一 个 有 力 而 且 通 用 的 模拟 空间 团 界 机 器 的 方法 ， 叫 作 可 达 性 方法 。 这 个 方法 还 将 用 于 证 
明 下 面 两 个 更 有 趣 的 结果 。 

给 定 一 个 & 带 具有 输入 /输出 的 非 确定 性 图 灵机 M， 它 在 空间 f(n) 内 判定 工 。 我 们 必 
须 找 出 一 个 确定 性 方法 去 模拟 M 在 输入 zx 上 和 时 间 cg*+Am 内 的 非 确 定性 计算 ,n= |z|， 
常数 c 仅 依赖 于 M。 这 里 ， 回 顾 M 的 格局 概念 是 有 用 的 : 直观 地 说 ， 一 个 格局 是 M 对 给 定 
输入 z 的 一 个 计算 的 “快照 ”(snapshop)。 对 & 带 机 器 ， 格 局 是 记录 状态 、 字 符 串 、 头 位 置 
的 2& 十 1 元 组 (qsywi yt ，… ,wh ,uk)。 现 在 ， 对 于 一 个 具有 输入 /输出 的 机 器 (例如 M)， 格 
局 的 第 二 和 第 三 部 分 将 总 是 拼接 成 > 工 。 而且， 对 于 判定 语言 的 机 器 〈 例 如 ，M) ， 只 写 输 
出 带 写 什么 内 容 是 无 关 紧 要 的 。k 一 2 条 其 他 带 的 长 度 至 多 是 f(n)。 于 是 ,一 个 格局 可 以 
用 一 个 2k 一 2 元 组 (gqyiywz xz-iyw-i) (CE[L0, 一 |zlj) 记录 输入 串 上 读 写 头 的 
位 置 〈 总 是 拼写 为 >z) 。 

有 多 少 格局 呢 ? 第 一 部 分 有 |K | 个 选择 (状态 ),，i 有 7 十 1 个 选择 ， 所 以 剩 下 的 串 数 
总 共有 三 |312% Aw 个 选择 。 当 对 长 度 为 n 的 输入 进行 操作 时 ，M 格局 的 总 数 至 多 为 
ncf'"” 过 cPs "A" ，cl 是 仅 决定 于 M 的 某 个 常数 。 
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但 是 我 们 在 上 下 文 里 并 没有 确定 多 项 式 算法 怎样 用 于 可 达 性 。 有 多 种 选择 。 一 个 是 在 
模拟 机 器 的 串 上 显 式 地 构造 GCCM,z) 的 邻接 矩阵 ， 然 后 运行 可 达 性 算法 。 一 个 更 为 精巧 
的 思路 是 不 构造 邻接 表 而 直接 运行 可 达 性 算法 。 或 者 ， 当 我 们 需要 知道 两 个 格局 C 和 C” 
是 否 构成 CCM,z) 中 的 一 条 边 〈C,C ) 时 ,我 们 调用 一 个 简单 子 程序 去 判断 两 个 格局 是 
否 可 以 互 推演 。 换 句 话 说， 在 以 后 的 方法 中 ， 格 局 图 由 工 隐 含 地 给 出 。 给 出 两 个 这 样 的 格 
局 ,例如 C 和 C ,我 们 只 需要 扫描 C 的 每 个 串 ， 确 定 是 否 C 可 以 由 C 产生 ， 这 对 所 有 的 
串 都 容易 做 到 ， 除 了 输入 串 外 ， 只 需 知 道 读 写 头 的 位 置 i。 要 恢复 zx 的 第 i 个 符号 ， 我 们 
只 需要 从 机 器 的 输入 工 开 始 查找 它 ， 从 输入 字符 串 的 左边 计数 符号 ， 递 增 二 进 制 计数 器 


(在 单独 的 带 上 ) 直到 它 达到 ;。 口 
综合 定理 7.4 的 信息 ， 我 们 得 到 下 述 塔 状 的 类 包含 
推论 LENLEP ENP CPSPACE.。 口 





现在 我 们 从 空间 谱系 定理 (定理 7.2) 知道 工 是 PSPACE 的 真子 集 。 于 是 推论 中 的 四 
个 包含 至 少 有 一 个 为 真 包含 。 这 就 是 复杂 性 理论 的 另外 一 个 令 人 丧气 之 处 : 虽然 我 们 强烈 
地 怀疑 这 四 个 包含 都 是 真 的 ， 但 是 我 们 目前 仅仅 确定 四 个 之 一 是 真 包 含 ! 

非 确定 性 空间 

模拟 非 确定 性 空间 可 达 性 方法 有 两 个 其 他 的 应 用 。 第 一 个 令 人 惊奇 的 结果 是 用 确定 性 空 
间 模 拟 非 确 定性 空间 。 定 理 7.4〈c) 的 直接 结果 是 NSPACE(f(n))CSPACE(ks "fw )。 是 
否 有 比 指数 方式 更 好 的 方式 来 用 确定 性 空间 模拟 非 确定 性 空间 ? 或 者 这 里 空间 的 非 确定 性 
是 否 比 确定 性 〈 如 同 我 们 在 时 间 的 情形 中 怀疑 的 一 样 ) 更 强 有 力 ? 我 们 下 面 将 证 明确 定性 
空间 模拟 非 确定 性 空间 仅仅 需要 平方 级 。 

我 们 用 可 达 性 方法 来 建立 这 个 性 质 。 为 了 运用 这 个 方法 ,我们 首先 在 有 限 的 确定 性 空 
间 中 建立 图 论 的 可 达 性 来 得 到 算法 的 结果 。 基 于 1. 1 节 讨 论 的 广度 和 深度 优先 搜索 技术 ， 
它们 在 最 坏 情况 至 少 需 要 空间 n,n 是 图 的 结 点 个 数 。 下 面 将 会 看 到 ， 有 一 种 聪明 的 “中 
间 优 先 ” 技 巧 ， 耗 费时 间 ， 但 成 功 地 减少 了 空间 需 用 量 。 

定理 7. 5(Savitch 定理 ) ”REACHABILLITYESPACE(log2 n), 

证 明 : 设 G 是 具有 7 个 结 点 的 图 ，z，y 是 G 的 结 点 ，i 宇 0。 如 果 有 一 条 路 径 从 xz 到 
y 且 长 度 至 多 为 2+， 我 们 就 说 谓词 PATH(x,y,i) 为 真 。 请 注意 ，G 中 的 路 径 至 多 长 为 n， 
如 果 我 们 能 对 G 中 任意 两 个 结 点 计算 PATH(z,y,i logn 1)， 我 们 就 能 解决 可 达 性 问题 。 

我 们 将 设计 一 个 图 灵机 ， 除 输入 带 外 还 具有 两 条 工作 带 ， 它 判断 是 否 PATH(x,y,i)。 
G 的 邻接 矩阵 在 输入 带 上 给 出 。 我 们 假设 第 一 条 工作 带 包 含 结 点 云 ? 和 整数 i 都 以 二 进 
制 形式 给 出 。 第 一 条 工作 带 包含 有 多 个 有 序 对 ， 而 (z，y，i) 是 最 左边 的 序 对 。 另 一 条 
工作 带 用 作 可 擦 写 的 草稿 纸 一 一 O(logn) 空间 足够 用 了 。 

现在 我 们 来 描述 机 器 如 何 判 断 是 否 PATH(z,y,i)。 如 果 i 二 0， 我 们 可 以 判断 Zz 和 yy 
是 否 以 长 度 至 多 为 2 一 1 来 连接 ， 只 需 检查 是 否 x 二 y 或 者 在 输入 中 直接 连接 。 这 是 i 二 0 
的 情形 。 如 果 ;之 1， 我 们 用 下 述 递归 算 法 计算 PATH(z, y，, 由: 

对 所 有 结 点 z 测试 是 否 PATH(zx,z,i 一 1) 和 PATH(z,y,i 一 1)。 

此 程序 隐 含 非常 简单 的 思想 : 任何 从 工 到 y 长 度 为 2: 的 路 径 必 然 有 一 个 中 点 x， 它 


唱 此 处 用 = 是 为 了 纪念 埃 利 亚 学 派 的 芝 诺 (Zeno)， 详 见 参考 文献 。 
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与 和 yy 的 距离 都 至 多 为 2 1。 为 执行 这 个 巧妙 的 思路 以 便 节 约 空间 ， 我 们 逐一 产生 中 间 
点 z 来 重复 使 用 空间 。 一 旦 产生 了 一 个 新 >， 我 们 增加 三 元 组 (zx,z,i 一 1) 到 主 工作 带 中 ， 
并 对 此 问题 递归 地 开始 工作 。 如 果 得 到 对 PATH (zx,z,i 一 1) 的 否定 回答 ， 我 们 控 去 这 个 三 
元 组 并 测试 新 的 z。 如 果 得 到 肯定 回答 ， 我 们 擦 去 三 元 组 (zx,z,i 一 1)， 写 三 元 组 (z,y,i 一 1) 
于 工作 带 上 (我 们 咨询 左边 的 下 一 个 三 元 组 (zx,y,i) 以 得 到 y)， 于 是 判断 PATH(z,y， 
i 一 1)， 如 果 它 是 否定 的 回答 ， 则 擦 去 三 元 组 并 测试 新 的 xz; 如果 它 是 肯定 的 ， 我们 检查 和 
比较 左面 的 (zx,y,i)， 进 行 第 二 次 递归 调用 ， 然 后 返回 一 个 肯定 的 回答 给 PATH(z,y,i)， 
注意 ， 机 器 的 第 一 条 王 作 带 像 一 个 栈 记录 那样 执行 上 述 递 归 。 

该 算法 清楚 地 执行 上 面 所 述 的 递归 ， 因 此 正确 地 解答 了 PATH(z,y,i)。 第 一 条 工作 
带 任何 时 刻 包含 不 超过 [ logn | 个 三 元 组 ， 每 个 长 度 至 多 为 3「 log n 1。 为 了 解决 REACH- 
ABILITY 问题 ， 我 们 从 (zx,y,i log n 1) 开始 运行 算法 ， 把 它 写 在 主 工作 带 上 。 证 明 
完成 。 回 

通过 可 达 性 方法 ，Savitch 定理 产生 一 个 重要 的 结果 : 

推论 ”对 任何 真 复 杂 度 函数 f(n) 宇 logn,，NSPACE(f(n))CSPACE( f?(n))。 

证 明 : 设 M 是 f(n) 空间 界 的 非 确 定性 图 灵机 ， 具 有 输入 xz， 其 长 度 |z| 二 x， 为 了 模 
拟 它 ， 我 们 直接 运行 定理 7. 5 证 明 的 算法 于 M 在 输入 zx 上 的 格局 图 。 注 意 ， 和 通常 一 样 ， 
这 个 算法 和 输入 仅 有 的 交互 作用 是 检测 两 个 结 点 是 否 相 连 ( 即 i=0 的 基本 情形 )。 在 新 的 
算法 里 ， 每 次 都 需要 检测 ， 我 们 通过 检查 输入 和 模拟 机 器 的 转移 函数 来 判断 格局 里 两 个 
结 点 是 否 有 一 条 边 相 连 。 因 为 格局 图 有 cf 个 结 点 ，c 是 某 常数 ， 所 以 O( 扩 (n)) 空间 足 
够 了 。 加 

这 个 结果 直接 推出 PSPACE 王 NPSPACE， 该 结果 强烈 暗示 相对 于 时 间 来 说 ， 空 间 非 确 
定性 不 一 定 更 强 。 下 一 个 结果 进一步 证 实 这 一 点 。 我 们 将 要 证 明 非 确定 性 空间 类 在 补 运算 
下 封闭 〈 但 是 非常 值得 怀疑 的 是 ， 非 确定 性 时 间 类 在 补 运算 下 封闭 吗 ) 。 再 一 次 ， 我 们 先 
证 明 对 可 达 性 问题 的 一 个 变种 的 算法 结果 。 

我 们 能 在 空间 logn 内 非 确定 性 地 解决 REACHABILITY。 下 面 ， 我 们 将 证 明 在 非 确 
定性 空间 logn 里 REACHABILITY 的 一 个 重要 推广 : 计算 从 z 的 可 达 结 点 数 。 注 意 ， 这 
相当 于 计算 从 z 出 发 不 可 达 的 结 点 数 (它们 的 总 和 是 n)。 这 就 是 说 ， 计数 问题 和 它 的 
“ 补 ” 是 等 价 的 。 因 此 ， 这 使 得 我 们 意识 到 解答 这 个 问题 有 助 于 证 明 非 确定 性 空间 在 补 运 
算 下 是 封闭 的 〈 见 下 面 推论 ) 。 

对 于 非 确 定性 图 灵机 ， 我 们 必须 首先 定义 什么 叫 从 字符 串 到 字符 串 计算 函数 下。 简单 
地 说 ， 它 意味 着 对 于 输入 zx， 机 器 的 每 次 计算 或 者 输出 正确 的 答案 (zx), 或 者 以 状态 
“no” 结 束 。 当 然 ， 我 们 坚持 至 少 有 一 个 计算 以 F(Cz) 结束 一 一 和 否则， 所 有 的 函数 会 成 为 
无 意义 计算 …… 换 名 话说， 我 们 要 求 所 有 的 “成 功 ” 计 算 与 它们 的 输出 一 致 ， 而 所 有 的 
“不 成 功 ”计算 真 的 是 不 成 功 的 。 这 样 的 机 器 如 果 对 于 所 有 串 都 停机 (除了 输入 输出 空间 
外 )， 那 么 它 的 空间 界 总 是 f(n) 一 一 这 必须 是 所 有 计算 都 成 功 或 者 都 不 成 功 。 

定理 7.6 (The Immerman-Szelepscényi 定理 ) 给 定 一 个 图 G 和 一 个 结 点 zx，G 中 从 工 
出 发 可 达 的 顶点 数 可 以 用 非 确定 性 图 灵机 在 空间 logn 内 计算 出 来 。 

证 明 : 与 我 们 在 定理 7. 5 中 所 做 的 一 样 ， 我 们 将 首先 描述 实现 该 目的 的 机 器 背后 的 基 
本 算法 思想 。 算 法 有 四 层 循环 。 虽然 每 层 相 当 简 单 ， 但 非 确 定性 使 得 它们 之 间 的 交互 得 很 
精巧 。 
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最 外 层 的 循环 交替 地 计算 |1S(1)|,|1S(2)|,…,|S(n 一 1)|,， 这 里 S(&k) 是 G 中 从 zz 出 
发 经 过 长 度 小 于 等 于 & 的 路 径 可 达 的 结 点 集合 。 显 然 ，S(n 一 1) 是 期 望 的 答案 ,nn 是 G 的 结 
点 数 初 值 。 一 旦 产生 SC 一 1)， 我 们 就 开始 计算 S(k)。 最 初 ， 我 们 知道 15(0)| 二 1。 于 是 ， 
最 外 层 循环 是 : 

1S(0)|:==1; 对 =1,2,…,n 一 1 做 : 从 |S(C(k 一 1) | 计算 |SCk)| 

用 |S(& 一 1) | 计算 15(&)|( 但 是 ,不幸 的 是 ， 没有 前 面 的 |S(j)|1)， 计数器 初始 值 置 
为 0。 然后 我 们 一 个 个 地 按照 数 的 大 小 检查 G 的 所 有 结 点 ， 可 以 重用 空间 。 如 果 发 现 一 个 
结 点 在 S(&) 中 , 《4 加 1。 结束 时 , 《包含 S(&k) 的 真 值 : 

Ll: 二 0; 对 每 个 结 点 Ud 二 1,2,…,n 做 : 如 果 wuESCk)S 则 [==l 十 1 

但 是 ， 我们 还 没有 提 到 如 何 判 断 w€ S(k)。 这 由 第 三 个 循环 完成 。 在 这 个 循环 里 ， 我 
们 按照 数 的 大 小 和 重用 空间 遍历 G 的 所 有 结 点 v。 如 果 点 vv 在 SC 一 1) 中 ， 则 对 S(& 一 1) 
的 成 员 计 数 器 m 增加 1。 然 后 检测 是 否 ==v 或 者 v 和 有 条 边 相 连 (我 们 在 下 面 描述 中 用 
Gl(vsu) 表示 u 二 v 或 者 v 和 有 条 边 相 连 )。 如 果 是 ,我 们 就 建立 了 xE S(k)， 并 设置 变量 
“reply” 为 真 。 如 果 到 结束 还 没有 wuES(k)， 我们 就 报告 u 儿 S(k)。 然 而 ， 如 果 通 过 比较 
m 和 已 知 的 |S(k 一 1) | 值 ， 我 们 发 现 还 没有 计数 到 S(k 一 1) 的 所 有 成 员 (不 完善 性 导致 非 
确定 性 地 告知 是 否 vE S(k 一 1))， 则 放弃 ， 进 入 状态 “no”( 回 顾 我 们 当初 如 何 定 义 计 算 
一 个 函数 的 非 确 定性 图 灵机 )。 目 前 的 计算 不 影响 最 后 的 结果 。 

mm: 二 0; reply: 王 假 ; 对 每 个 结 点 v 二 1,2,…,n 重复 做 : 

如 果 vES(k 一 1) 则 mx: 二 mm 十 1; 如 果 还 有 G(v,u) 为 真 则 reply: 一 真 ; 

如 果 到 最 后 m 过 |S(k 一 1) | 则 “no”( 放 弃 ) ， 和 否则 返回 reply。 

但 是 我 们 怎样 告知 是 否 v€ SC(k 一 1)? 答案 在 下 一 个 循环 中 , 但 是 此 刻 人 们 从 例子 
2. 10 的 REACHABILITY 非 确定 logn 空间 算法 中 熟知 : 运用 非 确定 性 ， 我 们 从 结 点 工 开 
始 ， 猜 测 & 一 1 个 结 点 ， 对 每 个 结 点 ,我 们 检测 这 个 结 点 和 前 面 的 结 点 ,或 者 有 一 条 弧 连 
接 两 者 。 我 们 报告 有 一 条 路 径 连接 z 与 vw， 如 果 最 后 一 个 结 点 是 v: 

0 :一 Z3 对 力 一 1,2,…,R 一 1 做 : 

猜测 一 个 结 点 wp 且 检 测 G(rop-iyrzop) 为 真 否 ? 〈 如 果 非 真 ， 则 放弃 循环 ); 

如 果 wi-_1 二 v 则 报告 vuES(k 一 1]1)， 否 则 放弃 。 

这 就 完成 了 算法 的 描述 。 容 易 看 出 该 算法 可 以 在 logn 空间 界 的 图 灵机 M 上 运行 。M 
有 单独 的 串 ， 每 个 串 有 9 个 变量 ,分 别 为 &、|1SCk 一 1)| umv、p.wp 和 wp-1， 加 上 输 
人 /输出 串 。 这 些 整数 只 需要 加 1]， 相 互 比 较 或 与 输入 的 结 点 比较 。 它 们 都 <n。 

我 们 下 面 证 明 这 个 算法 是 正确 的 ， 即 对 每 个 &， 它 正确 地 计算 1S(k)|。 当 此 二 0 时 ， 
此 断言 完全 正确 。 对 于 一 般 的 & 宇 1， 考 虑 用 成 功 的 计算 给 出 值 |S(k)|( 即 在 发 现 mm 一 
1S(4 一 1) | 前 永 不 拒绝 )。 我 们 必须 证 明 的 是 计数 器 4 加 1 当 且 仅 当 当前 的 uw€E SCR) 。 因 为 
关于 m 和 w 的 循环 没有 被 拒绝 ， 所 以 m= 二 1S(k 一 1)| (根据 归纳 假定 )。 这 意味 着 ， 所 有 
vE S(k 一 1) 已 被 证 明 (因为 内 循环 不 会 生成 误 报错 误 ， 即 永 不 会 判定 存在 一 条 路 径 连 接 
ZX 到 v， 而 实际 上 却 不 存在 这 样 的 路 径 )， 因 此 变量 “reply” 精 确 地 记录 是 否 w€E SC(k)， 而 
且 这 个 变量 决定 Z 是 否 递 加 1。 最 后 ， 容 易 看 出 至 少 存在 一 个 成 功 的 计算 ( 那 就 是 正确 地 
猜 到 了 一 个 SCR 一 1) 的 成 员 ， 且 有 一 条 路 径 可 到 每 个 点 )。 证 明 完 成 。 加 


日 即 reply 王 真 。 一 一 译 者 注 
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这 个 定理 的 直接 的 复杂 性 结果 是 很 重要 的 : 

推论 ”如果 f(n) 三 logn 是 真 复杂 度 旺 数 ， 则 NSPACE(f(n)) 二 coNSPACE(f(n))。 

证 明 : 假设 LENSPACE(f(n)) 被 一 个 f(n) 空间 界 的 非 确定 性 图 灵机 M 所 判定 。 
我 们 将 证 明 存 在 一 个 /(n) 空间 界 的 非 确定 性 图 灵机 M 判定 工 。 对 输入 x，M 运行 定 
理 7.6 的 证 明 中 M 在 输入 x 上 的 格局 图 的 算法 。 通 常 ,， 算法 每 次 报告 两 个 格局 是 否 相 连 ， 
M 基于 x 和 M 的 转移 函数 判定 这 一 点 。 最 后 ， 在 运行 这 个 算法 时 ， 如 果 M 对 任何 & 的 值 
在 SC(&) 里 发 现 一 个 接受 格局 w， 则 停机 并 拒绝 ; 否则 ， 如 果 计 算 |1S(n 一 1)|， 该 是 格局 
图 中 结 点 个 数 ， 不 是 输入 长 度 ， 而 且 计 算 中 没有 遇 到 接受 的 格局 ， 则 M 就 接受 。 口 


7.4 注解 、 参 考 文献 和 问题 
7.4.1 第 三 部 分 开头 的 语录 来 自 : 


oJ. Edmonds. “Systems of distinct representatives and linear algebra,” and “Optimum branchings,” J. Res. 
National Bureau of Standards, Part B, 17B, 4, pp. 241-245 and pp. 233-240，1966 一 1967. 

7.4.2 虽然 20 世纪 50 年 代 就 研究 递归 函数 的 拟 复杂 性 子 类 : 

oO A. Grzegorczyk. “some classes of recusive functions,” Rosprawy Matematyzne 4, Math. Inst. of 
the Polish Academy of Sciences，1953. 

o M. O. Rabin. “Degree of difficulty of computing a function and a partial ordering of recusive sets,” 
Tech. Rep. No 2, Hebrew Univ. , 1960. 


20 世纪 50 年 代 和 60 年 代 ， 有 些 学 者 非 正式 和 粗略 地 讨论 过 复杂 性 问题 (有 了 时候， 已 经 涉及 P 二 NP 
问题 ， 见 前 面 Edmonds 的 文献 )， 但 系统 和 正式 地 研究 时 间 和 空间 复杂 性 类 开始 于 下 面 这 些 开创 性 文章 : 
oJ]. Hartmanis and R. E. Stearns. “On the computational complexity of algorithms,” Transaction of 
the AMS, 117, pp. 285-306 ，1965. 
oJ]. Hartmanis, P.L. Lewis Il, and R. E. Stearns, “Hierachies of memory-limited computations,” 
Proc. 6th Annual IEEE Symp. on Switching Circuit Theorey and Logic Design, pp. 179-190， 
1965. 

这 些 文章 奠定 了 复杂 性 理论 的 基础 ,它们 给 出 了 定理 7.1、 定 理 7.2 以 及 定理 2.2 和 定理 2.3 的 
证 明 。 

7.4.3 问题: (a) 证 明 如 果 f(n) 宇 n 和 g(n) 是 真 复杂 度 函 数 ， 则 f(g)、f 十 g、f，g 和 2s 也 是 真 
复杂 度 函 数 。 

(b) 证 明 下 述 函 数 是 真 复杂 度 函数 : (i) log wz?，(ii) nlog n，Gii) 好 ，(iv) 到 十 3a，(v) 2 加，(vi) 2 ， 
(viD Yn, (vii) nl!, 

我 们 关于 真 复 杂 度 函数 的 概念 可 能 是 各 文献 中 许多 可 能 的 提 法 中 在 坦诚 性 和 时 空 构造 性 方面 最 简单 
的 提 法 ， 每 个 提 法 都 有 多 种 精细 的 变化 。 

7.4.4 问题 : 设 C 是非 负 整 数 到 非 负 整数 的 函数 类 。 我 们 说 C 是 左 多 项 式 复合 封闭 的 ， 如 果 f(n)EC 
推出 p(f(mw)) 二 Olg(n)), 而 gl(n) EC，p(ln) 是 任意 多 项 式 。 我 们 说 C 是 右 多 项 式 复 合 封闭 的 ， 如 果 
fln)EC 推 出 f(p(n))= 一 Ol(g(n)), 而 gl(n) EC， p(n) 是 任意 多 项 式 。 

直觉 上 ， 第 一 个 封闭 性 推出 对 应 的 复杂 性 类 是 “计算 模型 独立 的 ”>， 即 在 合理 的 计算 模型 变化 〈 从 
RAM 模型 到 图 灵机 模型 和 多 带 图 灵机 模型 等 ) 下 ， 该 类 是 强壮 的 ， 而 右 多 项 式 封 闭 性 表明 该 类 在 归 约 
下 是 封闭 的 ( 见 第 8 章 )。 下 面 的 函数 类 ，: 

(a) {nt:k>0}., 

(b) {R。 n:k>0)。 

(ce) (Rn :RD>0)。 





(d) {2 :有 >0)。 

(e) {logtn:k>0)}。 

({) {log n}.。 

哪些 是 左 多 项 式 复合 封闭 的 ? 哪些 是 右 多 项 式 复合 封闭 的 ? 

7.4.5 问题 : 证 明 P 在 并 和 交 运 算 下 是 封闭 的 。 对 NP 也 证 明 同 样 的 问题 。 

7; 4.6 问题 : 定义 一 个 语言 L 的 Kleene 星 是 L* 二 {xi,**…*,Xh:k 宇 0,X1,…,XhEL} (注意 , 我 们 的 
符号 >* 是 和 这 个 定义 一 致 的 )。 证 明 NP 在 Kleene 星 下 封闭 。 对 P 了 也 证 明 同 一 个 问题 。 

7.4.7 问题 : 证 明 NP 了 SPACE(n)。( 我 们 完全 不 知道 这 两 个 集合 是 否 一 个 包含 男 外 一 个 ,但 是 我 
们 确实 肯定 它们 不 一 样 ! 显然 ， 在 某 种 运算 下 封闭 性 必须 用 到 。) 

7.4.8 问题 : 重新 定义 时 间 层 次 定理 7.1, 证 明 如 果 f(n) 是 真 函数 ， 则 TIME (f(n)) 是 
TIME(f(n)log? Foz) ) 的 真子 集 。( 见 问题 2. 8.9， 用 2 带 通 用 图 灵机 Uj。 事实 上 ， 只 要 任何 函数 增长 速 
度 比 logf(n) 快 ， 都 可 以 作为 乘 数 ) 。 

7.4.9 问题 : 证 明 空间 层次 定理 7.2。 是 否 还 需要 因子 logf(n)? 

7.4.10 问题 : 我 们 也 有 非 确定 性 时 间 和 空间 的 谱系 定理 ; 见 : 

OS. A. Cook. “A Hierarchy for nondeterministic time complexity,” J. CSS, 7, 4. pp. 343-353, 1973. 

OJ.I. Seiferas, M.J. Fisher, and A. R. Meyer. “Refinements of Nondeterministic time and space hierar- 

chies,” Proc. 14th IEEE Symp. onthe Foundations of Computer Science, pp. 130-137, 1973. 
和 问题 20. 2. 5。 这 个 层次 定理 事实 上 比 它 对 应 于 确定 性 层次 的 定理 还 要 紧 ， 这 要 追踪 到 问题 2. 8. 17: 假 
设 非 确 定性 图 灵机 只 有 两 条 带 而 不 危害 它 的 时 间 性 能 。 

7.4.11 问题 : 叙述 和 证 明 空间 的 间隙 定理 。 而 且 ， 证 明 当 我 们 用 任何 递归 函数 代替 2* 时 ， 间 歇 定 
理 还 是 成 立 的 。 

间歇 定理 出 自 

9 B.A. Traktenbrot. “Turing computations with logarithmic delay,” Algebra i Logicka, 3, 4. 

pp. 33-48 ，1964. , 
而 
oA. Borodin. “Computational complexity and the existence of complexity gaps,” J. ACM 19, 1,， 
pp: 158-174，1972. 
也 独立 地 重新 发 现 了 该 定理 。 

7.4.12 Blum 复杂 度 ”时间 和 空间 是 计算 “复杂 度 ” 的 仅 有 的 两 个 例子 。 一 般 情况 下 ， 假 设 我 们 有 
一 个 函数 B， 可 能 对 许多 自 变 量 没有 定义 ,映射 图 灵机 -输入 对 到 非 负 整数 。 假 设 更 满足 下 述 两 个 公理 : 

公理 1: B(M,x) 有 定义 当 且 仅 当 MGCz) 有 定义 。 

公理 2: 给 定 M、z 和 A&， 可 以 判定 是 否 @CM,z) 一 A。 

则 @ 称 为 复杂 性 测度 。 这 个 简洁 的 复杂 性 提 法 在 文献 

oM. Blum. “A Machine-independent theory of the complexity of recursive functions,” J/. ACM14, 2,， 

pp。322-336 ，1967. 
里 得 到 发 展 。 

(a) 证 明 空 间 和 时 间 是 复杂 性 测度 〈 注 意 ， 从 上 下 文 来 看 ， 我 们 并 没有 对 所 有 同 长 度 的 串 取 时 间或 
空间 的 最 大 化 ， 而 是 留 给 各 个 串 独 立定 义 ) 。 也 对 非 确定 性 空间 和 时 间 定 义 复杂 性 测度 。 

(b) 证 明 : 墨迹 〈 计 算 过 程 中 ， 一 个 方 格 被 不 同 的 符号 重复 写 了 多 少 次 ) 也 是 一 个 复杂 性 测度 。 

(c) 证 明 : 回 返 (计算 时 ， 读 写 头 改变 移动 方向 的 次 数 ) 也 是 复杂 性 测度 。 
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(d) 证 明 : 碳 迹 〈 计 算 过 程 中 ， 一 个 方 格 S 被 相同 的 符号 重复 写 了 多 少 次 ) 不 是 一 个 复杂 性 测度 。 

我 们 已 经 在 本 章 定理 中 看 到 了 四 个 常规 的 复杂 性 测度 。 这 些 结果 是 更 大 模式 的 一 部 分 。 

(e) 证 明 : 如 果 和 是 两 个 复杂 性 测度 ， 则 存在 一 个 递归 函数 5b4， 对 所 有 图 灵机 M 和 所 有 x， 有 
TM,7) Sb DB (M,7)), 

(f) 证明 : 间隙 定理 对 任何 复杂 性 测度 成 立 。 

7.4.13 ”加 速 定理 ”原则 上 ,算法 和 复杂 性 理论 驱使 我 们 对 每 个 计算 问题 确定 最 快速 的 算法 去 解答 
它 。 在 图 灵机 模型 里 ， 具 有 任意 多 的 字符 和 状态 空间 ， 我 们 知道 没有 单一 的 算法 ， 因 为 任何 图 灵机 都 可 
以 用 一 个 常数 加 速 〈 见 定理 2. 2) 。 下 面 的 结果 来 自 

o M. Blum. “On effective procedures for speeding up algorithms,” J. ACM18, 2, pp. 290-305，1971， 

证 明了 对 某 语言 而 言 任意 加 快速 是 可 能 的 : 

证 明 : 有 一 个 语言 L， 使 得 对 每 个 在 空间 f(n) 中 判定 工 的 图 灵机 ， 总 能 在 空间 g(n) 内 判定 工 ， 
这 里 g(n) 志 logf(n) 对 几乎 所 有 的 nn 都 满足 (定义 函数 了 为 : T(1) 一 2，T(z 十 1) 一 272 )。 即 TCn) 
是 nn 个 2 在 指数 位 置 堆砌 而 成 的 辕 。 小 心地 定义 工 为 (a) 对 所 有 上， 有 一 个 图 灵机 判定 它 ， 用 少 于 
T(n 一 k) 空间 于 长 度 为 n 输 入 上 ,而 且 如 果 L(CM;) 二 L， 则 Mi 要 求 对 于 某 些 长 度 为 n 的 输入 ,至少 用 
Ttn 一 六 空间 7 

7.4. 14 请 参见 

oJ. Seiferas. “Machine-independent complexity theory,” pp. 163-186 in The Handbook of Theoretical 

Computer Science, Vol.I: Algorithms and Complexity, edited by J. van Leeuwen, MIT Press， 
Cambridge, Massachusetts, 1990. 
可 以 更 多 地 了 解 Blum 复杂 性 。 
7.4.15 为 了 在 实数 轴 从 1 开始 到 达 0， 我 们 必须 先 到 达 中 点 1/2。 为 了 在 余下 的 距离 内 巡游 ， 我 们 
必须 通过 中 点 1/4。 如 此 不 断 下 去 …… 古代 希腊 哲学 家 Zeno of Elea 考虑 这 个 中 点 无 限 序列 是 一 个 移动 是 
不 可 能 的 论断 的 证 据 (显然 ， 他 忽略 了 一 个 细节 : 无 限 正 实数 可 以 有 有 限 的 和 )。Savitch 算法 基于 如 下 
事实 : 在 离散 情况 下 ， 中 点 序列 只 是 对 数 长 。 
7.4.16 定理 7.5 出 自 Walt Savitch 的 文章 : 
oO W. J. Savitch. “Relationship between nondeterministic and deterministic tape classes,” J, CSS, 4,， 
pp. 177-192，1970. 

Immerman-Szelepcsényi 定理 (定理 7.6) 是 被 

oN. Immerman. “Nondeterministic space is closed under complementation,” SIAM J. Computing, 
17, pp. 935-938, 1988. 

oO R. Szelepcsényi. “The method of forcing for nondeterministic automata,” Bull.of the EATCS, 33,， 
pp. 96-100，1987. 

分 别 独立 发 表 的 。 

7.4.17 时 空 关 系 ”我 们 有 TIME(f(n))CSPACE(/(n))。 下 述 文 章 

oJ. E. Hopcroft，W. J. Paul, and L. G. Valiant. “On time vs. Space and related problems,” Prorc. 
16th Annual IEEE Symp on the Foundations of Computer Science, pp. 5357-64, 1975. 





证 明 对 于 一 个 真 函数 /，TIMEC /(m))SSPACE (TL; ) 。 该 证 明 规范 化 了 一 个 fn) 时 间 界 的 图 灵机 ， 
输入 z， 分 制品 为 尺寸 VTCTzT7 的 块 。 该 机 器 是 以 块 为 单位 的 ， 即 块 的 边界 要 被 跨 过 ， 仅 当 步 数 为 


Vf(|z 1) 的 整数 倍 。 
(a) 证 明 一 个 f(n) 时 间 界 的 具有 & 带 的 图 灵机 总 能 改造 成 以 块 为 单位 而 不 增加 时 间 复 杂 性 。 一 个 
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以 块 为 单位 的 具有 上 带 的 图 灵机 在 输入 x 上 的 操作 可 以 用 一 个 图 来 表示 ， 该 图 具有 Vf(z|) 个 结 点 ， 每 
个 结 点 的 人 度 / 出 度数 为 O(k)。 结 点 被 看 成 长 度 为 VfCTzT1) 的 计算 ， 边 看 成 “信息 流 ”。 即 (B，B') 是 
一 条 边 ， 当 且 仅 当 从 块 段 B 中 的 信息 必须 执行 块 段 B' 中 的 计算 。 

(b) 精细 地 定义 图 Gv (xz)， 阐 述 它 是 无 回路 的 有 向 图 。 

M 在 x 上 限定 空间 上 进行 的 计算 可 以 看 成 图 Gum (xz) 的 用 尺寸 为 VFTzl) 的 “寄存 器 ”的 “计算 ”。 
其 要 点 是 用 尽 可 能 少 的 重复 再 计算 的 寄存 器 。 

(c) 精细 地 定义 什么 是 具有 尺 个 寄存 器 的 有 向 无 回路 图 计算 。 证 明 任 何 一 个 具有 个 结 点 的 具有 有 
界 入 度 和 出 度 的 有 向 无 回路 图 可 以 用 O(n/logf(n)) 寄存 器 计算 〈 这 是 证 明 中 最 为 困难 的 部 分 ， 它 涉及 
深刻 的 “分 治 法 ”技术 ) 。 

fn) 


(d) 证 实 TIME(/(m))SSPACE (57x) )。( 用 上 述 〈e) 去 猜测 计算 Gu (zx) 上 的 计算 ,然后 应 用 
Savitch 定理 ) 。 

(e) 证 明 对 单 带 机 M，Gw(z) 总 是 平面 图 。 由 此 ， 我 们 能 得 到 单 带 机 时 间 和 空间 的 什么 关系 呢 ? 
(首先 证 明 平面 图 可 以 用 OC(Wn) 个 寄存 器 计算 。) 
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归 约 和 完备 性 








某 些 问题 抓 住 了 整个 复杂 性 类 的 难点 。 罗 辑 在 这 个 强烈 吸引 人 的 现象 中 起 了 中 心 
作用 。 


8.1 归 约 


与 所 有 复杂 性 类 一 样 ，NP 包含 无 穷 多 个 语言 。 在 本 书 我 们 所 提 到 的 问题 和 语言 中 ， 
NP 包含 TSP(D) ( 见 1.3 节 ) 和 布尔 表达 式 的 SAT 问题 ( 见 4.3 节 )。 此 外 ，NP 肯定 包 
仿 REACHABILITY 和 4.3 节 的 CIRCUIT VALUE (都 在 P 中， 因此 肯定 在 NP)。 显 然 ， 
前 面 两 个 问题 比 后 面 两 个 问题 更 值得 NP 表达 。 它 们 似乎 抓 住 了 更 为 要 害 的 NP 的 复杂 性 
和 人 能力， 知道 它们 不 (或 相信 它们 不 〉 属 于 P。 我 们 将 设法 使 这 个 直觉 成 为 精确 和 数学 上 
可 以 证 明 的 概念 。 

我 们 需要 使 一 个 问题 至 少 与 另外 一 个 问题 一 样 难 的 含义 成 为 精确 的 概念 。 我 们 提出 归 
约 这 个 概念 〈 见 1.2 节 和 1.3 节 的 讨论 )。 我 们 打算 说 : 一 个 问题 A 至 少 和 问题 B 一 样 难 ， 
如 果 B 归 约 到 A。 什 么 叫 “ 归 约 ”? 我 们 说 B 归 约 到 A， 如 果 存 在 一 个 转换 尺 ， 它 对 每 个 
B 的 输入 x， 产生 一 个 A 的 等 价 输入 R(xz)。 这 里 “等 价 ” 指 的 是 将 R(z) 作为 A 的 输入 ， 
回答 “yes” 或 “no”， 也 是 B 的 输入 xz 的 正确 的 回答 。 换 句 话说 ， 解答 B 相对 于 xz 的 回 
答 ， 我 们 只 需要 计算 A 对 于 RC(z) 的 回答 ( 见 图 8. 1)。 

如 果 图 8. 1 的 情景 成 为 事实 ， 它 似乎 EE 
有 理由 地 说 : A 是 至 少 和 B 一 样 难 。 这 


里 有 个 附带 条 件 ， 及 应当 不 是 异常 难 计算 : 
的 。 如 果 我 们 不 限制 计算 R 的 复杂 性 ， 4 一 4 的 算法 | 一 > yeeraor 
我 们 将 进入 不 合理 的 境界 : TSP(D) 归 | 


约 到 REACHABILITY， 因 此 REACH- 
ABILITY 比 TSPCD) 还 难 ! 事实 上 , 假 | 
设 TSP(D) 的 任何 实例 x〈 即 ,一 个 距 图 8.1 从 B 到 A 的 归 约 
离 矩阵 和 一 个 预算 ) ， 我 们 可 以 用 下 述 归 
约 : 检查 所 有 回路 。 如 果 它 们 中 的 一 个 比 预算 便宜 ， 则 R(x)〉 是 两 个 结 点 和 连接 它们 的 边 
组 成 的 图 ;否则 ， 它 是 一 个 二 结 点 图 但 没有 边 。 注 意 : 事实 上 ，R(Cz) 是 REACHABILI- 
TY 的 “yes” 人 情况 当 且 仅 当 z 是 TSP(D) 的 “yes” 人 情况 。 当 然 ， 致 命 的 缺陷 为 尽 是 一 
个 指数 - 时 间 的 算法 。 
定义 8.1 正如 我 们 前 面 指出 的 ， 为 使 得 归 约 的 概念 有 意义 ， 它 的 计算 是 弱 的 计算 。 
我 们 将 采用 logn 空间 界 归 约 作为 “有 效 归 约 ” 的 概念 。 也 就 是 ， 我 们 说 工 ; 归 约 到 L ， 如 
果 有 一 个 从 串 到 串 的 确定 性 图 灵机 在 O(logn) 空间 可 计算 的 函数 R， 它 对 所 有 输入 z， 
ZELI 当 上 且 仅 当 RCz)EL:z。 称 尺 为 工 : 到 Ls 的 归 约 。 国 
因为 我 们 重点 是 比较 时 间 类 的 复杂 性 ， 所 以 重点 说 明 多 项 式 时 间 算 法 的 归 约 。 
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性 质 8. 1 如 果 尺 是 图 灵机 M 所 计算 的 归 约 ， 则 对 所 有 输入 x，M 在 多 项 式 步 后 
停机 。 

证 明 : M 对 输入 z 的 可 能 格局 有 OCnce8*) 个 ,，n 二 |z|。 因 为 机 器 是 确定 性 的 ， 所 以 
计算 中 格局 不 会 重复 (如果 有 重复 ， 机 器 就 不 会 停机 )。 于 是 ， 对 某 个 上 计算 的 长 度 至 多 
为 @(n*)。 加 | 

当然 ， 因 为 输出 串 R(x) 在 多 项 式 时 间 计 算出 来 ， 所 以 它 的 长 度 也 是 多 项 式 的 (因为 
Te 个 新 符号 ) 。 下 面 ， 我 们 看 归 约 的 多 个 有 趣 的 例子 。 

例 8.1 顾 例 5. 12 中 简略 讨论 过 的 HAMILTON PATH 问题 。 给 定 一 个 图 ， 它 询 
问 是 否 存 在 一 fr 恰好 经 过 每 个 点 一 次 。 虽 然 HAMILTON PATH 问题 是 很 难 的 ， 
但 我 们 证 明 至 少 和 SAT (对 于 给 定 的 布尔 表达 式 ， 是 否 有 一 个 满足 真 值 指派 ) 一 样 难 : 
我 们 指出 HAMILTON PATH 问题 可 以 归 约 到 SAT 问题 。 下 面 我 们 来 描述 这 个 归 约 。 

假设 给 定 图 G。 Ge nk R(G)， 使 得 RC(G) 是 可 满足 的 当 且 仅 当 
G 有 了 哈密 顿 路 径 。 设 G 有 nn 个 结 点 1,2,…,n。 则 R(G) 有 戏 个 布尔 变量 , zi,j:1&i， 
j 委 2。 从 形式 上 ， 变 量 表示 事实 “ 结 点 j eet 个 结 点 ”， 它 可 能 为 真 也 
可 能 为 假 。R (G) 将 是 合 取 范式 ， 故 我 们 将 描述 它 的 子 句 。 这 些 子 句 将 琢磨 出 对 诸 zi 的 
要 求 ， 使 它们 编码 成 一 个 真正 的 哈密 顿 路 径 。 首 先 ， 结 点 j 必须 在 哈密 顿 路 径 上 ， 即 在 子 
名 (zi; V zx2;V…V zwz) 中 。 对 每 个 ;}j， 有 一 个 这 样 的 子 句 。 但 是 结 点 ; 不 能 同时 出 现在 
第 i 和 第 & 个 位 置 ， 它 重复 地 对 所 有 j 和 i 了 关 &， 用 子 句 (一 zxij V 一 xy) 来 表示 。 反 过 来 ， 
必须 有 一 个 结 点 位 于 第 i 个 位 置 ， 于 是 我 们 为 每 个 i 增加 子 旬 (za V ziz V…Vwia)。 而 且 
没有 两 个 结 点 都 位 于 第 i 位置 ， 即 对 所 有 i 和 j 隆 &， 有 (站 "xj V 一 xx)。 最 后 ， 对 每 对 
(i,j)， 如 果 它 们 不 构成 G 的 边 ， 那 么 它们 不 能 成 为 哈密 顿 路 径 中 的 相 邻 结 点 。 因 此 给 不 
在 G 中 的 每 对 (i,j) 增加 下 面 的 子 句 : (一 za V 了 Xk+t1,j) (二 1,…,n 一 1)。 这 就 完成 了 全 
部 构造 。 布 尔 表 达 式 R(G) 是 所 有 这 些 子 句 的 合 取 。 

我 们 断言 : R 是 一 个 从 HAMILTON PATH 到 SAT 的 归 约 。 为 证 明 这 个 论断 ， 
必须 做 两 件 事 : 对 于 任何 图 G， 表 达 式 R(G) 有 一 个 可 满足 的 真 值 指派 当 且 仅 当 G 有 一 
哈密 顿 路 径 ， 而 且 民 可 以 在 空间 logn 内 计算 出 。 

假设 R(G) 有 一 个 可 满足 的 真 值 指派 了， 因为 满足 R(G) 的 所 有 子 句 ， 所 以 对 于 每 
个 7， 存在 唯一 的 i， 使 得 T(x; ) 三 真 ; 否则 ,， 形 为 (zjVxzajiV…y vw) 和 (xy Vxy) 
的 子 句 不 可 能 都 满足 。 类 似 地 ， 子 句 (xa VzzV…V vn) 和 中 zj V 了 zxx) 确保 对 每 个 
i， 总 有 唯一 的 7， 使 得 T(z) 王 真 。 因 此 工 实际 上 表示 G 的 结 点 的 一 个 置换 r(1)， 
Xx(2),…,x(n)， 这 里 x(i) 二 7 当 且 仅 当 T(z7) 王 真 。 然 而 ， 子 句 (一 xh; V 了 xetl,;) (这 
里 (i,j) 不 是 G 的 边 , k= 二 1,…,n 一 1) 确保 对 所 有 有 &，(r(CA) sr(ET1)) 是 G 的 一 条 边 。 
这 就 意味 着 (x(1) ,x(2),…,x(n)) 是 G 的 一 条 哈密 顿 路 径 。 

反之 ， 如 果 G 有 一 条 哈密 顿 路 径 (x(1),x(2),…,x(n)) (x 是 一 个 置换 )。 那 么 ， 如 
果 x(i) 二 ;7， 则 真 值 指 派 T(zxij ) 王 真 ; 如 果 rGD 天 ) 则 T(zr) 三 假 ， 这 样 的 真 值 指派 满足 
R(G) 的 所 有 子 句 。 

我 们 还 必须 指明 RR 是 空间 logn 可 计算 的 。 假设 G 是 输入 ， 图 灵机 M 如 下 输出 RC): 首 
先 它 以 二 进 制 写 下 G 的 结 点 个 数 n， 然 后 基于 n， 它 在 输出 带 上 生成 四 组 和 G 无 关 的 子 句 
(按照 前 面 关于 R(G)〉 的 描述 )。 最 后 ，M 需要 三 个 计数 器 i,，j,k， 帮 助 构造 子 句 中 变量 的 
下 标 。 对 于 最 后 一 组 子 句 ， 它 和 G 相关 ，M 在 工作 带 上 逐一 产生 所 有 形 为 (x V 一 x41,;) 
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的 字句 (二 1,…,n 一 1)。 在 这 些 子 句 产生 之 后 ，M 观察 其 输入 ， 看 看 (i,;) 是 否 是 G 的 
边 ， 如 果 不 是 ， 则 输出 这 个 子 句 。 这 就 完成 我 们 的 证 明 ，HAMILTON PATH 能 归 约 
到 SAT。 

在 本 书 中 ， 我 们 将 看 到 更 多 的 归 约 。 但 是 目前 给 出 的 归 约 是 其 中 最 简单 和 最 清楚 的 一 
个 。 所 产生 的 子 句 以 直接 和 自然 的 方式 表达 了 HAMILTON PATH 的 要 求 , 证 明 仅 仅 需 
要 核查 这 些 转换 是 精确 的 。 因 为 SAT (“ 目 标 ” 问 题 ) 是 从 逻辑 启发 出 来 的 问题 ， 所 以 人 
们 不 难 理解 它 可 以 很 有 效 地 “表达 ”其 他 问题 : 毕竟 ， 可 表达 性 是 逻辑 的 最 强项 。 图 

例 8.2 我 们 还 能 够 归 约 REACHABILITY 到 CIRCUIT VALUE (逻辑 引起 的 另外 
一 个 问题 ) 。 我 们 给 定 图 G， 和 希望 构造 一 个 无 变量 电路 R(G)， 使 得 R(G) 的 输出 为 真 当 且 
仅 当 G 存在 一 条 从 结 点 1 到 结 点 n 的 路 径 。 

R(G) 的 门 形 为 gi (1<i,j 二 n、0k<n) 直觉 上 ，gisx 二 真 当 且 仅 当 G 中 存在 一 条 从 
i 到 j 的 路 径 ， 其 中 中 间 结 点 不 大 于 有 。 另 一 方面 ，his 一 真 当 且 仅 当 G 中 存在 一 条 从 i 到 j 
的 路 径 ， 中 间 结 点 不 大 于 &， 但 使 用 & 作为 中 间 结 点 。 我 们 将 描述 每 个 门 的 类 型 和 前 驱 。 
对 k= 二 0， 所 有 gio 是 输入 门 (hao 是 不 存在 的 )。 特 别 地 ，gio 二 真 当 且 仅 当 i==j 或 者 (i， 
7 是 G 的 一 条 边 ; 否则 ，g;io = 二 假 。 这 是 G 在 R(G) 中 的 反映 。 对 = 二 1，…,n,his 是 
AND 门 《 即 ,sCAit) 一 人 )， 它 的 前 驱 是 gi,4,4-1 和 gj ( 即 尺 CCG) 有 两 条 边 (gi,4,4-1， 
hizg) 和 (gk,j,k--1shik)。 同 样 ， 对 有 二 1,… ,nsyhzz 是 OR 门 ，R(G) 有 两 条 边 (gi,ij,t-1， 
gik) 和 (hss ,gik)。 最 后 ，g1im 是 输出 门 。 这 就 完成 了 RC(G) 的 描述 。 

容易 看 出 ，R(G) 是 一 个 合理 的 无 变量 电路 ， 其 门 可 以 重新 命名 为 1 ,2,… ,27 十 
(从 第 三 个 下 标 非 递减 排列 )， 使 得 边 从 低 数 字 下 标 门 到 高 数字 下 标 门 ， 入 度 也 依次 排列 
(注意 ，R 中 没有 NOT 门 )。 下 面 ， 我 们 将 指出 ，R(G) 输出 门 的 值 为 真 当 且 仅 当 G 有 一 
条 从 1 到 的 路 径 。 

我 们 对 进行 归纳 ， 门 的 值 事 实 上 是 前 面 非 形式 化 描述 的 含义 。 当 二 0 时 ， 此 断言 
为 真 ， 并 且 如 果 到 一 1 还 为 真 ， 则 hi 定义 为 (gig,k-1 八 gh,j,k-1) 和 gir 定义 为 (hss V 
gi,j,k-1) 确保 断言 对 & 也 正确 。 因 此 ， 输 出 门 g1w 是 真 当 且 仅 当 如 果 有 一 条 从 1 到 nn 的 路 
径 没 有 用 到 任何 超过 ? 的 结 点 〈 事 实 上 ， 根 本 就 没有 )， 也 就 是 说 ， 当 且 仅 当 G 中 有 一 条 
从 1 到 nn 的 路 径 。 

而 且 ，R 能 在 logn 空间 内 计算 。 机 器 可 以 遍及 所 有 下 标 i、;j、k， 并 且 输 出 合适 的 边 
和 各 类 变量 。 因 此 ，R 是 从 REACHABILITY 到 CIRCUIT VALUE 的 归 约 。 

注意 电路 R(G) 是 从 REACHABILITY 的 一 个 多 项 式 时 间 算 法 中 导出 的 ， 它 就 是 著 
名 的 Floyd- Warshall 算法 。 今 后 ， 我 们 还 将 看 到 ， 运 用 多 项 式 时 间 算 法 作为 无 变量 电路 是 
相当 通用 的 模式 。 特 别 是 ， 它 没有 用 到 NOT 门 ， 因 此 是 单调 电路 〈 见 问题 4. 4. 13 和 问题 
8. 4.7)。 最 后 ， 注 意 构造 的 电路 有 线性 于 n 的 深度 (从 输入 到 输出 的 最 长 路 径 长 度 )。 在 
第 15 章 ， 我 们 将 展示 同一 问题 的 更 “ 短 ” 的 电路 。 口 

例 8.3 我 们 也 能 归 约 CIRCUIT SAT ( 见 4.3 节 ) 到 SAT。 给 出 电路 C， 我 们 要 产 
生 一 个 布尔 表达 式 R(C)， 使 得 RC(C) 是 可 满足 的 当 且 仅 当 C 是 可 满足 的 。 但是， 这 不 难 
做 到 ， 因 为 表达 式 和 电路 是 布尔 函数 的 表现 形式 ， 相 互 之 间 进 行 转换 很 容易 。R(C) 的 变 
量 包 含 C 中 的 所 有 变量 ， 除 此 以 外 ， 对 于 C 中 的 每 个 门 g， 我 们 在 RC(C) 中 也 有 一 个 变 
量 ， 它 标志 为 g。 对 C 中 的 每 个 门 ， 我 们 将 产生 R(C) 某 个 子 句 。 如 果 g 是 一 个 可 变 门 ， 
它 对 应 于 变量 zx， 则 我 们 增加 两 个 子 句 (mgVz) 和 (”zVg)。 注 意 ， 任 何 真 值 指派 工 
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(同时 满足 两 个 子 句 ) 必须 有 T(g) 二 T(zx)。 另 外 ，("gVx)V ("zxVg) 是 g 信 zr 的 合 取 
范式 。 如 果 g 是 真 门 ， 则 我 们 增加 子 句 (g); 如 果 它 是 假 门 ， 我 们 增加 子 句 一 g)。 如 果 g 
是 NOT 门 ， 它 在 C 中 的 前 驱 是 门 h， 我 们 增加 门 中 gV 了 hh) 和 (gVh) ( 形 为 (g 信 hh) 
的 合 取 范 式 。 如 果 g 是 一 个 OR 门 ， 其 前 驱 为 六 和 挛 ， 则 我 们 给 RCC) 增加 子 旬 (mhV g)、 
中 hhVg) 和 (hVh Vng)〈(g 售 (hVh) 的 合 取 范式 )。 类 似 地 ， 如 果 g 是 一 个 AND 门 ， 
具有 前 驱 hh 和 hh ， 则 我 们 给 RCC) 增加 子 句 (wgVh)、CgVh) 和 (mhV 了 -nh Vg)。 
最 后 ， 如 果 g 也 是 输出 门 ， 我 们 给 R(C) 增加 子 句 (g)。 容 易 看 出 : R(C) 是 可 满足 的 当 
且 仅 当 C 是 可 满足 的 ， 且 在 log n 空间 内 构造 出 来 。 

例 8.4 一 个 平凡 而 又 是 非常 有 用 的 归 约 是 部 分 到 一 般 的 归 约 。 如 果 A 的 输入 包含 易 
于 识别 的 B 的 输入 的 子 集 ， 而 且 那 些 A 和 B 的 输入 有 相同 的 回答 ， 则 我 们 非 形式 化 地 称 
问题 A 是 问题 B 的 特殊 情况 。 例 如 ，CIRCUIT VALUE 是 CIRCUIT SAT 的 特殊 情况 : 
它 的 输入 全 都 是 无 变量 电路 ; CIRCUIT VALUE 和 CIRCUIT SAT 中 的 电路 有 相同 的 回 
答 。 另 外 ，CIRCUIT SAT 是 CIRCUIT VALUE 的 扩展 。 注 意 ， 从 CIRCUIT VALUE 到 
CIRCUIT SAT 的 归 约 是 平凡 的 ， 它 就 取 恒 等 函数 即 可 。 国 

上 例子 中 ， 有 一 个 归 约 链 : 从 REACHABILITY 到 CIRCUIT VALUE， 到 CIR- 
CUITSAT， 到 SAT。 我 们 是 否 有 从 REACHABILITY 到 SAT 的 归 约 呢 ? 复合 归 约 需要 
一 些 证 明 : 

性 质 8. 2 如果 尺 是 从 语言 Li; 到 工 ; 的 归 约 ，R' 是 从 语言 Ls 到 工 ; 的 归 约 ， 则 尺 。 尺 " 
是 从 语言 Li 到 Ls 的 归 约 。 

证 明 : 从 尺 和 R' 是 归 约 这 一 事实 直接 得 知 ，zELi 当 且 仅 当 R'(R(x))ELs。 难 点 在 
于 证 明 R，。R 能 在 log nn 空间 内 计算 。 

首先 ， 用 输入 和 输出 构成 两 个 机 器 ，MR 和 Mg ， 分 别 计算 R 和 R”( 见 图 8. 2)， 这 样 
R(x) 先 产 生 ， 从 它 得 到 最 后 的 输出 R'(R(zx))。 而 且 ， 复合 机 器 M 必须 将 R(x) 写 在 工 
作 带 上 ，R(z) 可 能 比 log|z| 长 很 多 。 

这 个 问题 的 解决 是 聪明 和 简单 的 ， 我 
们 在 M 的 带 上 不 直接 存储 中 间 结 果 。 我 
们 用 自始至终 记 住 Me 的 输入 串 ( 即 是 
Me 的 输出 串 ) 下 标 i 位 置 ， 在 输入 R(x) 
上 模拟 Mg'。i 在 M 新 串 上 以 二 进 制 存 
储 。 开 始 ，i 二 1， 我 们 以 一 个 单独 的 串 集 
合 开 始 模拟 ME 在 输入 x 的 计算 。 

因为 我 们 知道 输入 读 写 头 在 开始 时 扫 
描 一 个 > ， 模 拟 MR' 的 第 一 步 移动 是 容易 
的 。 无 论 何 时 ，MR' 输入 串 的 读 写 头 向 碳 R’'(R(x)) 
移动 ， 我 们 将 i 增加 1， 并 且 继 续 机 器 MR 
在 x 上 的 计算 (在 单独 串 集 合 上 ) 足够 
长 ， 以 便 产 生 下 一 个 输出 符号 。 这 是 被 MR' 的 输入 读 写 头 当 前 扫描 “到 的 符号 ， 因 此 模拟 就 
如 此 进行 下 去 。 如 果 读 写 头 停 在 相同 位 置 ， 则 我 们 仅仅 记 住 扫描 到 的 输入 符号 。 然 而 ， 
如 果 Mg' 输 入 读 写 头 向 左 移动 ， 没 有 现成 的 模拟 可 以 继续 ， 因 为 Mr 已 经 忘记 了 前 面 输 
出 的 符号 。 我 们 必须 做 一 些 更 为 基本 的 事情 : 我 们 把 i 递减 1， 然后 从 头 开始 在 x 上 运 




















图 8.2 怎样 能 够 避免 复合 归 约 
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行 Mk， 在 单独 的 带 上 累计 输出 的 符号 ， 当 输出 第 i 个 符号 时 ,停止 运行 。 一 旦 我 们 知 
道 该 符号 ， 对 MR' 的 模拟 就 可 以 重新 开始 。 显 然 ， 该 机 器 的 确 在 logn 空间 内 计算 R ，R 
(注意 ，|R(x) | 至 多 是 n= 二 |z| 的 多 项 式 ， 故 i1 仅 有 QO (log n) 位 )。 口 


8.2 完全 性 


因为 归 约 具有 传递 性 ， 所 以 它 使 问题 按照 难 解 性 排序 。 我 们 提 别 对 这 个 偏 序 的 最 大 元 
感 兴趣 : 

定义 8.2 设 C 是 复杂 性 类 , 工 是 C 中 的 语言 。 我 们 说 工 是 C 完 全 的 ， 如 果 C 中 任何 语 
言 二 都 能 归 约 到 工 。 口 

虽然 无 法 预先 知道 完全 问题 是 否 存在 ， 但 我 们 将 很 快 指出 某 些 自然 和 熟悉 的 问题 是 
NP 完全 的 ， 还 有 些 是 卫 完全 的 。 在 随后 的 章节 里 ， 我 们 还 将 引入 PSPACE 完全 问题 、NL 
完全 问题 等 更 多 的 完全 性 问题 。 

完全 问题 构成 复杂 性 理论 中 极端 中 心 的 概念 和 方法 学 工具 (NP 完全 问题 或 许 是 最 好 
的 例子 )。 我 们 觉得 只 有 知道 某 问题 是 它 所 属于 的 问题 类 中 的 完全 问题 ,我们 才能 完全 了 
解 和 清楚 该 问题 的 复杂 性 。 男 一 方面 ， 完 全 问题 抓 住 了 类 的 本 质 和 困难 。 它 们 是 连接 复杂 
性 类 在 计算 复杂 性 实践 航程 的 生命 和 港湾 锚 舵 。 例 如 ， 重 要 的 和 自然 的 问题 是 某 类 完全 
的 ， 它 们 的 存在 使 得 原来 的 定义 从 不 清楚 变 得 有 意义 (NP 类 就 是 如 此 )。 相 反 ， 缺 少 自然 
的 完全 问题 使 得 该 类 被 怀疑 为 人 造 的 和 多 余 的 。 然 而 ， 完 全 性 常见 的 应 用 是 它 的 负面 复杂 
性 结果 : 一 个 完全 问题 至 少 像 C 中 所 有 问题 中 最 弱 的 一 类 C 三 C 一 一 只 要 C 在 归 约 下 封闭 。 
如 果 ， 无 论 何 时 ， 当 工 归 约 到 L’ 且 L’EC' 时 , 也 有 LEC ’， 我 们 就 称 类 C' 在 归 约 下 封闭 。 
具有 这 种 有 趣 性 质 的 所 有 类 是 : 

性 质 8.3 P、NP、co-NP、L、NL、PSPACE 和 EXP 都 在 归 约 下 封闭 。 

证 明 : 见 问题 8. 4. 3。 国 

因此 ， 如 果 一 个 P 完全 问题 在 LL 中 ， 则 P 了 ==L， 而 且 如 果 它 在 NL 中 ， 则 P= 二 NL。 如 
果 一 个 NP 完全 问题 在 P 中 ， 则 P 了 二 NP， 等 等 。 在 这 个 意义 下 ， 完 全 问题 是 衡量 复杂 性 类 
是 否 相 重合 的 重要 工具 : 

性 质 8. 4 如 果 两 个 类 C 和 C 同时 在 归 约 下 封闭 ， 而 且 语 言 L 对 C 和 C' 都 是 完全 的 ， 
那么 C=C'。 : 

证 明 : 因为 L 是 C 完 全 的 ， 所 有 C 中 语言 归 约 到 LEC 。 又 因为 C 在 归 约 下 封闭 ， 所 以 
推出 CC ， 根 据 对 称 性 ， 推 出 另 一 个 方向 的 包含 关系 。 口 

这 个 结果 说 明 在 复杂 性 研究 中 ， 完 全 性 问题 的 有 用 方面 。 我 们 将 在 第 16、19 和 20 章 
里 多 次 用 这 个 方法 来 识别 类 。 

为 了 说 明 第 一 个 P 完 全 和 NP 完全 问题 ， 我 们 采用 理解 时 间 复 杂 性 的 有 用 方法 ， 它 叫 
作 表 格 法 〈 见 空间 复杂 性 的 可 达 性 方法 )。 考 虑 一 个 多 项 式 时 间 的 图 灵机 M==(K ,3,6,s) 
判定 语言 L， 它 在 输入 x 上 的 计算 可 以 看 成 一 个 |z|*X |zxl* 计算 表 〈 见 图 8.3)，|z|* 是 
时 间 界 。 在 这 个 表格 中 ， 横 坐标 是 时 间 步 (范围 从 0 一 |z1* 一 1)， 纵 坐标 是 机 器 带 上 的 位 
置 (同样 范围 )。 于 是 , 第 (i,j) 表 项 表示 在 时 刻 i 即 经 过 i 步 之 后 ，M 带 上 第 j 个 位 置 
上 的 内 容 。 

我 们 将 计算 表 稍 做 标准 化 ， 使 之 更 为 简单 和 灵活 。 因 为 我 们 知道 任何 k 带 图 灵机 能 用 
单 带 机 模拟 ,不 失 一 般 性 ， 可 以 认为 M 是 多 项 式 时 间 单 带 机 ， 对 任何 输入 x， 它 至 多 在 
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图 8.3 计算 表 


|z 上 一 2 步 停机 (我们 取 足够 大 ， 使 得 对 于 所 有 |1z| 三 2 都 成 立 ， 而 且 对 |z| 科 1 不 予 考 
虑 )。 计 算 表 添 加 足够 多 的 山 使 右 端 总 长 度 为 |z|*。 因 为 图 灵机 带 在 计算 时 用 UU 扩展 ， 此 计 
算 表 的 添加 没有 背离 我 们 的 约定 。 注 意 ， 实 际 的 计算 团 于 时 间 限 制 永 不 会 超越 表格 的 右 
端 。 如 果 时 刻 i 时 状态 为 aq， 读 写 头 扫描 到 第 7 位 置 ， 则 表格 中 第 (i,j) 项 不 仅仅 表示 在 
时 刻 i?， 第 j 位 置 为 符号 zs， 而 且 表 示 新 符号 cg ， 然 后 将 读 写 头 位 置 和 状态 也 恰当 地 记录 下 
来 。 然 而 ， 如 果 状 态 g 是 “yes” 或 者 “no”， 则 不 再 写 符号 mw ， 而 是 在 表格 内 简单 地 写 上 
“yes” 或 者 “no”。 

我 们 进一步 修改 机 器 ， 使 得 读 写 头 不 指向 > ， 而 是 指向 输入 的 第 一 个 符号 。 而 且 ， 读 
写 头 永远 不 访问 最 左边 的 符号 >， 因为 这 样 的 访问 必然 紧 跟着 一 个 右 移 ， 当 读 写 头 移动 到 
最 左 端 PP 时 ， 机 器 就 运行 前 面世 加 起 来 的 两 个 移动 。 于 是 计算 表 的 每 行 的 第 一 个 字符 总 是 
>( 永 远 不 是 >v,)。 最 后 ， 我 们 将 假设 ， 如 果 机 器 在 时 间 界 mn* 之 前 停机 ， 状 态 g 是 “yes” 
或 者 “no” 出 现在 某 行 ， 则 随后 的 各 行 都 保持 相同 。 我 们 说 这 个 表格 是 可 接受 的 ， 如 果 对 
茶 个 j， Tizl*=1w 二 “yes” 

例 8.5 回顾 例 2.3 中 时 间 为 n? 的 判定 回 文 的 机 器 。 我 们 用 图 8. 3 表示 其 输入 为 0110 


的 计算 表 。 那 是 一 个 可 接受 的 表 。 口 
下 面 的 结果 直接 出 自 计 算 表 的 定义 。 
性 质 8.5 M 接受 x 当 且 仅 当 M 的 计算 表 对 于 输入 xz 是 接受 的 。 口 


我 们 现在 进行 到 第 一 个 完全 性 成 果 。 

定理 8.1 CIRCUIT VALUE 是 P 完 全 的 。 

证 明 : 我 们 知道 CIRCUIT VALUE 属于 了 〈 见 定义 8.2; -这 是 一 个 问题 是 卫 完 全 的 先 
决 条 件 ) 。 我 们 将 证 明 对 于 任何 语言 LEP， 有 一 个 从 工 到 CIRCUIT VALUE 的 归 约 R。 

给 定 任何 输入 xz，R(z) 必须 是 一 个 无 变量 的 电路 ,使 得 xEL 当 上 且 仅 当 R(z) 的 值 
是 真 。 设 M 是 一 个 在 时 间 n* 内 判定 工 的 图 灵机 ， 考 虑 M 在 输入 x 上 的 计算 表 ， 叫 作 工 。 
当 i 二 0, 或 者 j= 二 0, 或 者 j 二 |z1* 一 1 时 ， 则 Try 的 值 是 预知 的 (x 的 第 7 个 符号 或 者 为 ， 
或 为 > ， 或 为 LU) 。 

现在 考虑 表 中 Ti; 的 任何 其 他 项 。Ty 的 值 反 映 了 在 时 刻 ; 带 在 位 置 7 的 内 容 ， 它 仅仅 
依赖 于 时 刻 t 一 1 在 相同 位 置 的 内 容 或 者 相 邻 位 置 的 内 容 。 也 就 是 ，T 仅仅 依赖 于 项 
Ti Tvy 和 Tri ( 见 图 8.4a)。 例 如 ， 如 果 所 有 三 项 都 是 三 中 的 符号 ， 则 这 意 
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味 着 第 i 步 的 读 写 头 不 指向 带 的 第 j 个 位 置 或 者 不 指向 其 附近 ， 因 此 Ti; 保持 和 T 芽 ;-1,; 相 
同 。 如 果 Ti-1,-1、Ti-1;y 和 了 Ti-1,j+1 三 者 之 一 形 为 o,。， 则 Ti; 可 能 是 在 第 i 步 写 的 新 符 
号 ， 或 者 如 果 读 写 头 移动 至 位 置 ; 而 形 为 cv， 或 者 还 是 和 T;-1,; 相同 的 符号 。 在 所 有 情况 
下 ,我 们 只 需要 根据 Ti-1,;-1、Ti-1y 和 Ti-1,j+1 米 确定 T;。 

令 卫 表示 能 出 现在 表格 中 的 所 有 符号 的 集合 〈 机 器 M 的 符号 ， 或 者 符号 状态 的 组 
合 )， 用 向 量 (51 ,52 sn) 一 coEpGoyy Sn E10,1}) 编码 研 中 每 个 符号 ,， 而 m= 
「 log|IT11， 计 算 表 被 认为 是 二 进 制 数 项 ;i 的 表格 ， 其 中 0<&i<n 一 1,0 jn 一 1 和 1 过 
1 三 m。 根 据 前 段 的 观察 ， 二 进 制 项 S$;, 仅 仅 依 赖 于 Si-_1,;-1,v、 Si-Lt Sit 北三 
1,…，7。 即 ， 它 们 是 布尔 函数 Fi Fn， 具有 3 个 输入 ， 而 且 对 所 有 ii7 盖 0 

3 
此刻， 我 们 不 区 别 假 、 真 和 0、1， 它 们 都 称 为 布尔 函数 ) 。 因 为 每 个 布尔 函数 可 以 用 布尔 
电路 呈现 (回顾 4.3 节 )， 所 以 就 推出 存在 一 个 具有 3m 输入 和 mm 输出 的 布尔 电路 C， 它 计 
算 T; 的 二 进 制 编码 ， 给 定 输入 Ti-1,;-1、Ti-1,; 和 Ti;-1,j+1 的 二 进 制 编码 ， 对 所 有 的 i 二 
1,… ,|zl* 和 j 二 1,…,|x|* 一 2( 见 图 8.4b)。 电 路 C 仅 仅 依赖 M， 它 是 固定 的 ， 常 数 尺 
寸 , 与 xz 的 长 度 无 关 。 






Srp . Si-1,j lm 
CETLCEEEETTIOCFTTT TFT 
Sn. Sim 
a) b) 9) 


图 8.4 电路 的 构造 


现在 我 们 描述 从 M 确定 的 了 中 语言 工 到 CIRCUIT VALUE 的 归 约 R。 对 于 每 个 输入 
2，R(Cz) 基本 上 由 电路 C 的 (|z|4 一 1)(Czl* 一 2) 个 副本 组 成 〈 见 图 8. 4c) ， 每 一 个 对 应 
计算 表 Ti; 的 每 一 项 ， 它 不 在 最 高 行 ， 也 不 在 两 个 极端 列 。 我 们 标 C 的 副本 为 Cy 。 对 于 
i 宇 1]，C5 的 输入 门 确认 是 Ci-1,;-1、Ci-1,; 和 Cj;-1,;+1 的 输出 门 。 整 个 电路 的 输入 门 是 对 应 
于 第 一 行 、 第 一 列 和 最 后 一 列 的 门 。 这 些 门 的 类 ( 真 或 假 ) 对 应 于 这 三 条 线 的 已 知 内 容 。 
最 后 ，R(Cz) 的 输出 门 是 电路 CIs1*-1,1 的 第 一 个 输出 (不 失去 一 般 性 ， 我 们 假设 M 的 第 二 
条 带 总 是 停 在 “yes” 或 者 “no” 的 位 置 ，“yes” 编 码 的 第 一 位 是 1，“no” 的 第 一 位 是 
0)。 这 就 完成 了 R(x) 的 描述 。 

我 们 断言 电路 R(x) 的 值 是 真 当 上 且 仅 当 xwEL。 假设 R(z) 的 值 的 确 是 真 。 容 易 通 过 
对 zi 的 归 约 ， 电路 G; 的 输出 值 拼 写 为 M 在 x 上 计算 表 的 二 进 制 项 。 因 为 R(x) 的 输出 是 
真 ， 这 就 意味 着 计算 表 的 项 Tj,*_1 是 “yes” (因为 它 只 可 能 是 “yes” 或 者 “no”， 而 
“no” 的 编码 以 0 为 开始 ) 。 这 就 推出 表 是 可 接受 的 ， 于 是 M 接受 +， 从 而 XEL。 

相反 ， 如 果 xEL， 则 计算 表 蚌 可 接受 的 ， 于 是 符合 原先 的 要 求 ， 电 路 R(x) 的 值 
是 真 。 
剩 下 要 证 明 的 是 尺 可 以 在 log|z| 空 间 执行 。 注 意 ， 电路 C 是 固定 的 ， 仅 仅 决定 于 M。 
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R 的 计算 产生 了 输入 门 〈 通 过 巡视 x 和 计数 到 |zj|* 容易 得 到 )， 产 生 了 许多 固定 电路 C 的 
下 标 副 本 和 认证 适当 的 输入 以 及 这 些 副本 的 输出 门 一 一 此 任务 涉及 直接 操作 下 标 ， 因 而 容 
易 在 O(log|x|1) 空间 内 执行 。 口 

在 CIRCUIT VALUE 里 , 我们 允许 在 电路 里 用 AND、OR 和 NOT 门 (当然 ， 除 此 以 
外 还 有 输入 门 )。 结 果 是 ，NOT 门 可 以 被 消除 ,问题 仍然 是 P 完全 的 。 这 是 相当 惊奇 的 ， 
因为 已 知 仅 有 AND 和 OR 门 的 电路 的 表达 能 力 比 一 般 电 路 的 表达 能 力 减 弱 了 : 它们 只 能 
计算 单调 布尔 函数 〈 见 问题 4.4.13)。 尽 管 单调 电路 表达 能 力 远 不 及 一 般 电 路 ， 但 具有 常 
数 输入 的 单调 电路 和 一 般 电路 一 样 难以 计算 。 为 了 了 解 这 点 ， 注 意 给 出 任何 一 般 电路 ， 我 
们 能 运用 De Morgan 定律 逐步 “向 下 移动 所 有 NOT 门 ”( 基 本 上 ， 对 换 所 有 AND 和 OR) 
直到 输入 端 。 于 是 ， 我 们 能 简单 地 改变 - 真 为 假 〈 每 次 创造 一 个 新 的 输入 门 )， 或 者 反之 。 
改变 一 假 为 真 〈 每 次 也 创造 一 个 新 的 输入 门 )。 电 路 的 改造 显然 只 需 对 数 空 间 。 我 们 因 
此 有 : 

推论 MONOTONE CIRCUIT VALUE 是 P 完全 的 。 

对 于 CIRCUIT VALUE 的 其 他 特殊 情况 ， 见 问题 8. 4. 7。 

下 面 我 们 证 明 第 一 个 NP 完全 性 的 结果 ， 大 量 地 重用 定理 8. 1 中 的 机 制 。 

定理 8. 2 (Cook 定理 ) SAT 是 NP 完全 的 。 

证 明 : 该 问题 在 NP 中 的 : 给 出 一 个 可 满足 的 布尔 表达 式 ， 一 个 非 确定 性 机 器 能 “ 猜 
测 ” 满 足 的 真 值 指派 ， 并 在 多 项 式 时 间 内 验证 它 。 因 为 我 们 知道 ( 例 8.3) CIRCUIT 
SAT 归 约 到 SAT， 所 以 我 们 需要 证 明 所 有 NP 中 的 语言 可 以 归 约 到 CIRCUIT SAT。 

令 LENP。 我们 将 描述 一 个 归 约 R， 它 对 于 每 个 串 zx， 构造 一 个 电路 R(x) (其 输入 
是 变量 或 者 常数 ) 使 得 xE€EL 当 且 仅 当 R(xz) 是 可 满足 的 。 因 为 LENP， 所 以 有 一 个 非 确 
定性 图 灵机 M 二 (K,3,A,s) 在 nt 时 间 内 判定 它 。 即 对 于 给 定 串 xz， 有 M 的 一 个 可 接受 计 
算 当 且 仅 当 xEL。 我 们 假设 M 有 和 且 仅 有 一 条 带 ， 而且， 我 们 假设 该 机 器 的 每 一 步 有 两 个 
非 确 定性 选择 。 如 果 对 于 某 些 状态 符号 组 合 ，A 有 浆 二 2 个 选择 ， 我 们 修改 M， 增 加 m 一 2 
个 新 状态 使 之 达到 同样 的 效果 (其 解释 见 图 8. 5) 。 如 果 对 某 些 组 合 ， 仅 有 一 个 选择 ， 我 们 
把 两 个 选择 定 为 一 致 的 。 最 后 ， 如 果 对 某 状 态 - 符号 组 合 ， 在 A 中 没有 选择 ， 那 么 我 们 在 
A 内 增加 选择 ， 它 不 改变 状态 ， 符号 和 位 置 。 所 以 机 器 M 对 于 每 个 符号 - 状态 组 合 ， 人 恰 
有 两 个 选择 。 这 些 选择 叫 作 选 择 0 和 选择 1， 所 以 非 确定 性 选择 序列 是 简单 的 位 串 〈ci， 
ee lz 1 

因为 非 确 定性 图 灵机 的 计算 在 并 行路 径 上 实现 ( 见 图 2.9)， 所 以 没有 简单 的 计算 表 的 
概念 能 抓 住 这 种 机 器 对 于 一 个 输入 的 所 有 行为 。 然 而 ， 如 果 我 们 固定 选择 序列 c 二 (co， 
C1 ,Clzl*-1)， 则 计算 是 确定 性 有 效 的 (在 第 i 步 ， 我 们 选择 c;)， 于 是 我 们 定义 对 应 于 
机 器 、 输 入 和 一 系列 选择 的 计算 表 TCM,z,c)。 另 外 ， 最 高 行 和 两 端 列 的 表格 是 预先 定义 
了 的 。 所 有 其 他 项 六 仅仅 依赖 于 项 Ti 、T-y 和 Tai 以 及 前 一 步 的 选择 ci-1 
〈 见 图 8. 6) 。 也 就 是 说 ， 这 时 候 的 固定 电路 C 有 3m 十 1 项 而 不 是 3m 项 ， 外 加 的 项 对 应 于 
机 器 的 非 确定 性 选择 。 于 是 ， 我 们 还 是 能 在 O(loglzl) 空间 构造 电路 RCz)， 这 时 候 有 变 
量 门 cc， ,clz*-1 对 应 于 机 器 的 非 确定 性 选择 。 这 就 推出 R(x) 是 可 满足 的 〈 即 ， 有 
一 个 选择 系列 co ,cl ，… ,clzl*-1 使 得 计算 表 是 接受 的 ) 当 且 仅 当 ;GE 工 。 口 

我 们 将 在 第 9 章 看 到 更 多 的 NP 完全 问题 。 
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图 8.5 减少 非 确 定性 的 度 图 8.6 ”Cook 定理 的 构造 


8.3 ”逻辑 特征 


定理 8. 1 和 定理 8. 2 建立 了 两 个 逻辑 计算 问题 ， 它 们 对 于 两 个 重要 的 复杂 性 类 是 完全 
的 ， 它 们 是 逻辑 和 复杂 性 之 间 的 密切 关系 的 充分 证 据 。 本 节 以 更 直接 的 方式 ， 再 一 次 有 趣 
ee 回顾 在 图 论 词汇 里 (5.7 节 ， 存 在 量词 二 阶 逻 辑 )， 一 个 计 
算 问 题 关 联 一 个 一 阶 逻 辑 表达 式 ， 称 为 FF GRAPHS， 它 询问 是 否 给 定 的 图 满足 6%。 在 5.7 
节 中 ， 我 们 指 en 阶 逻 辑 # GRAPHS 的 任何 表达 式 都 属于 NP， 而 且 如 果 y 是 
Horn 逻辑 式 ， 则 ,属于 了 。 现 在 我 们 将 探讨 逆 性 质 。 

设 9 是 有 限 图 的 集合 。 即 ， 一 个 图 论 性 质 。 对 应 于 9 的 计算 问题 是 判断 对 于 给 定 图 G， 
是 否 GE9。 我 们 说 9 是 在 存在 量词 二 阶 逻 辑 可 表达 的 ， 如 果 有 一 个 存在 量词 二 阶 钠 辑 语句 
3 P#$ 使 得 CF3Py 当 上 且 仅 当 GE9。 

自然 地 ， 有 很 多 计算 问题 不 对 应 于 图 论 性 质 。 这 是 值得 争论 的 ， 然 而 我 们 倾向 于 图 上 
的 串 作为 基本 编码 是 人 为 产品 。 enh nner te ey 例如 ， 任 何 语言 工 
可 以 考虑 为 图 的 集合 96(GE9) 当 且 仅 当 G 的 邻接 矩阵 的 第 一 行 组 成 工 中 的 一 个 串 。 据 此 
( 且 仅 仅 在 本 节 )， 我 们 将 用 P 了 标记 其 图 论 性 质 的 集合 所 对 应 的 计算 问题 在 P 中 ，NP 也 是 
如 此 。 

定理 8.3 (Fagin 定理 ) 所 有 存在 量词 二 阶 逻 辑 中 可 以 表达 的 图 论 性 质 类 恰好 就 
是 NP。 

证 明 : 如 果 9 在 存在 量词 二 阶 软 辑 里 是 可 表达 的 ， 从 定理 5. 8， 我 们 知道 它 确实 在 NP 
内 。 证 明 的 另外 一 个 方向 ， 假设 9 是 个 NP 中 的 图 论 性 质 。 那 就 是 说 ， 存 在 一 个 非 确定 性 
图 灵机 M， 在 时 间 nt 内 (& 是 大 于 2 的 整数 )， 判 定 具 有 个 结 点 的 图 G， 是否 GE9。 我 
们 将 构造 一 个 二 阶 表达 式 JP $ 使 得 CGFF3Py 当 且 仅 当 CE9。 

我 们 必须 首先 对 非 确定 性 图 灵机 进行 标准 化 。 我 们 假设 M 的 输入 是 一 个 考察 中 图 的 
邻接 矩阵 。 事 实 上 ， 我 们 将 假设 邻接 矩阵 以 相当 奇怪 的 方式 散布 在 输入 串 中 : 输入 开始 于 
邻接 矩阵 的 第 (1,1) 项 ， 每 两 项 之 间 设 置 允 一 1 个 U。 也 就 是 说 ,输入 串 扩展 长 度 为 

。 因 为 机 器 可 能 压缩 其 输入 ， 所 以 这 样 的 假设 不 失 一 般 性 。 

我 们 现在 准备 开始 对 Py 进行 描述 。P 将 是 具有 很 多 元 素 项 的 关系 符号 。 事 实 上 , 它 
将 十 分 清楚 地 描述 3 Pi 3 Pe… 3 Pxg 的 等 价 表达 式 ， 这 里 已 是 关系 符 , P 是 Pi(i 二 1,*…,m) 
的 笠 卡 儿 乘 积 (Cartesian product) 。 我 们 称 为 P; 的 新 关系 ， 下 面 会 进一步 介绍 它们 。 








馈 ”如 果 读 者 对 这 个 基本 术语 的 突然 改变 不 和 舒服， 还 有 一 种 方法 开始 定理 8. 3: NP 是 精确 的 所 有 语言 类 ， 它 归 约 
到 某 些 存 在 量词 二 阶 逻辑 所 表示 的 图 论 性 质 。 类 似 的 定理 还 有 定理 8. 4。 见 问题 8. 4. 12。 
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首先 ，S 是 二 元 新 关系 符号 ， 它 表示 G 的 结 点 的 后 继 函 数 。 也 就 是 说 ， 在 $ 的 任何 模 
型 M 中 ，S 是 同 构 于 {(0,1),(1,2),…,(n 一 2,n 一 1)) 的 关系 (我们 假设 G 的 结 点 是 0， 
1,…,n 一 1 而 不 是 1,2,…,n。 当 然 ， 这 是 不 矛盾 的 )。 我 们 将 不 描述 S 可 以 怎样 用 一 阶 逻 
辑 表 示 〈 见 问题 8.4.11)， 例 5. 12 哈密 顿 路 径 问题 已 经 完成 了 大 部 分 工作 。 

一 旦 我 们 有 了 S， 我 们 就 能 够 用 整数 0,1,…,n 一 1 标识 G 的 结 点 。 我 们 能 定义 一 些 有 
趣 的 关系 。 例 如 ，(Cz) 是 表达 式 Y ,一 S(x,y) 的 缩写 ， 它 意 指 结 点 工 是 0， 因 为 只 有 结 
点 0 在 S 中 没有 前 驱 。 另 一 方面 ， w(x) 是 表达 式 Y ,一 S(y,7x) 的 缩写 ， 它 表示 结 点 x 等 
EE 

因为 这 些 变量 代表 0 一 * 一 1 的 数 〈 不 论 ?一 1 在 当前 模型 中 是 多 大 ), 上 元 组 可 以 表示 
0 一 2 一 1 的 数 ,& 是 M 的 多 项 式 界 。 我 们 用 元 组 (zi,…,zs) 代表 x。 事 实 上 ， 我 们 能 
定义 一 个 具有 2k 个 自由 变量 的 一 阶 表达 式 S; ， 使 得 Si (x,y) 当 且 仅 当 y 编码 位 n 元 数 ， 
它 是 来 自 x 的 编码 。 即 Si 是 (0,1,…,nt 一 1) 中 的 后 继 函 数 。 

我 们 将 按照 j 归 约 地 定义 S;。 首 先 ， 如果 j= 二 1， 则 显然 S1 是 S 本 身 。 对 于 归 约 步 ， 
假设 我 们 已 经 有 表达 式 Sj-1 《zi ,zlyyi Yj-1)， 它 定义 了 对 于 j 一 1 数字 的 后 继 函 
数 。 则 表达 式 S; 定义 为 (全称 量 词 作 用 于 全 体 变量 ): 

LSCzxisy) A (zi = ym) A MN rj = yy1) 
V [和 zj A ECy) A Si (ry sy sy Vin" sy 

即 ， 为 了 从 zx1，… ,xji 得 到 它 后 继 者 y1，… ,yj 的 n 元 描述 (最 低 有 效 位 优先 )， 我 们 
这 么 做 : 如 果 x 的 最 低位 不 是 n 一 1 〈 首 行 )， 则 我 们 只 要 增加 1 并 保持 其 他 数字 不 变 。 但 
是 ， 如 果 它 是 ”一 1， 则 该 位 变 成 0， 余下 的 7 一 1 位 数字 递增 1。 于是，Si (x,y) 实际 上 是 
一 阶 逻 辑 表达 式 ， 涉 及 O(&*) 个 符号 ， 它 是 满足 的 当 且 仪 当 x 和 y 是 0~n* 一 1 之 间 的 连 
续 整 数 。 它 将 多 次 出 现在 下 面 的 表达 式 3 Py 内 。 

既然 我 们 有 S;， 因 此 “我 们 能 够 计数 到 w*”， 我 们 可 以 描述 M 在 输入 zx 上 的 计算 表 。 
特别 是 ， 对 每 个 计算 表 都 出 现 的 符号 a。， 我们 有 2k 元 新 关系 符号 TT,。。T, (x、y) 意 指 计算 
表 工 的 第 (i,j) 项 是 c, x 是 i 的 编码 ，y 是 j 的 编码 。 最 后 ， 对 M 每 步 的 两 个 非 确 定性 
选择 0 和 1， 我 们 有 两 个 上 元 符号 Co。 和 Cl。 例如 ，Co (x) 意 指 在 第 i 步 ,，x 编码 i， 非 确 
定性 选择 0 分 支 。 这 些 都 是 新 关系 。 二 阶 公式 具有 形式 3S3T. …3T. Co3Cg。 

接 下 来 ， 就 是 描述 8%。# 本 质 上 需要 描述 下 面 几 部 分 〈 除 了 S 是 个 后 继 函 数 外 ): 

(a) 工 的 最 高 行 和 两 端 列 应 当 是 M 对 于 输入 z 的 合法 计算 。 

(b) 所 有 其 他 项 应 当 按 照 M 的 转移 关系 填 满 。 

(c) 最 后 ， 每 步 选取 一 个 非 确定 性 选择 。 

(d) 机 器 在 接受 时 终止 。 

我 们 在 部 分 〈a) 表述， 如果 x 编码 0， 则 为 T(x，y)， 否 则 y 的 最 后 & 一 2 个 分 量 全 
是 0， 该 情况 下 为 Ti Cx,y) 或 To(x,y)， 它 取决 于 是 否 Gly1,y2)，G 是 输入 图 (请 回顾 我 
们 对 于 输入 的 奇特 约定 )。 这 是 唯一 在 $$ 中 出 现 G 的 地 方 。 部 分 (a) 还 表述 ， 如 果 y 编码 
0， 则 为 T、(x,y); 而 如 果 y 编码 太一 1， 则 为 T(x,y)。 

对 于 部 分 (b)， 我 们 要 求 计算 表 反 映 M 的 转移 关系 。M 的 转移 关系 可 以 用 五 元 组 
(ao,B,y,c,o) 表示 ，a,B,Y,o 是 表 符号 ，c E10,1) 是 非 确 定性 选择 。 每 个 五 元 组 意 指 当 
TGi 一 1,j 一 1)==a,T(i 一 1,7)) 二 BT(i 一 1,j 十 1) 二 7， 并 且 第 i 一 1 步 选 择 c 时 ， 则 T(i, 站 二 
oc， 对 每 个 五 元 组 ，# 中 有 如 下 析 取 式 : 











[SiCx ,x) A Sely sy) A Selyyy) A Tlx sy) A Toalx sy) 人 A 人 TDG yy”) MN C(x )]=>T, (x,y) 
在 表达 式 里 Si 的 出 现 是 在 前 面 证 明 里 归 约 定义 的 独立 的 副本 。 
部 分 (c) 表述 在 非 确 定性 的 每 一 步 恰 好 有 一 个 选择 被 选取 
Go VV GR VC NN S66) C8= 1) 
有 趣 的 是 ， 这 是 构造 的 关键 部 分 一 一 例如 ， 这 是 仅 有 的 非 Horn 子 句 ! 

部 分 (d) 是 容易 的 : 0(x,y) 一 一 Tenor (XxX,y) ,0(xX,y) 是 表述 x 编码 mw 一 1 和 y 编码 1 
的 显 式 表达 式 的 简称 (回顾 我 们 约定 机 器 在 串 的 第 一 个 位 置 终止 于 “yes” 或 “no”)。 所 
有 这 些 子 句 前 置 5k 个 全 称 量词 ， 它 们 对 应 于 变量 组 x,x y,y ,y 。 表 达 式 的 构造 最 终 完 
成 了 。 

我 们 声称 一 个 给 定 图 G 满足 上 述 二 阶 逻 辑 表达 式 当 且 仅 当 GE9。 表 达 式 以 如 此 方式 
构造 ， 当 输入 G 在 9 中 时 ，M 以 G 为 输入 ， 表 达 式 是 可 满足 的 ， 它 有 一 个 非 确定 性 选择 路 
径 以 接受 计算 表 。 回 

我 们 以 定理 5. 9 的 道 结束 本 节 。 根 据 定理 5.9，Horn 存在 二 阶 逻 辑 表达 式 所 表达 的 性 
质 集 合 恰好 就 是 卫 。 不 幸 的 是 ， 这 并 不 正确 。 有 些 计 算 平 凡 的 图 论 性 质 ， 例 如 “此 图 有 介 
数 条 边 ” 无 法 用 Horn 二 阶 存在 逻辑 表达 式 表 达 ( 见 问题 8. 4. 15) 。 困 难 相当 大 : 在 表达 
确定 性 多 项 式 计 算 的 成 分 中 (按照 前 面 证 明 的 样式 ) 中 ,唯一 不 能 用 百 orn 碎片 表达 的 要 
求 S 是 后 继 函 数 。 然 而 ， 如 果 我 们 提 到 我 们 的 远 辑 拥有 后 继 关系 ， 则 我 们 可 以 得 到 所 要 的 
结果 。 

让 我 们 精确 定义 我 们 的 意思 : 我 们 说 一 个 图 论 性 质 9 是 可 以 表示 带 有 后 继 函 数 的 Horn 
二 阶 存在 逻辑 ， 如 果 存 在 一 个 带 有 二 元 关系 符号 G 和 S 的 Horn 二 阶 存在 表达 式 上 ， 使 得 
下 述 事实 正确 : 对 于 任何 适合 $ 的 模型 M，SM 是 GYM 结 点 上 的 线性 序 ，MFY 当 且 仅 当 
GMEGQ, 

定理 8.4 所 有 用 带 有 后 继 函 数 的 Horn 二 阶 存在 逻辑 表达 的 图 论 性 质 类 都 恰好 属 
Fs 

证 明 : 一 个 方向 的 证 明 与 定理 5.9 相同 。 对 于 另外 一 个 方向 的 证 明 ， 给 定 一 个 确定 性 
图 灵机 M， 它 在 时 间 r* 内 判定 图 论 性 质 9， 我 们 将 构造 以 Horn 存在 二 阶 逻 辑 式 表达 9 
(当然 ， 假 设 S 是 后 继 函 数 ) 。 此 构造 完全 等 价 于 前 面 的 证 明 ， 但 略 简单 些 。P 的 组 成 仅仅 
是 多 个 T,， 因 为 现在 S 是 基本 词汇 的 一 部 分 。 更 重要 的 是 ， 因 为 机 器 是 确定 性 的 ， 所 以 
没有 Co 和 Cl。 因此， 产生 的 表达 式 是 Horn。 这 就 完成 了 证 明 。 加 

回顾 带 有 Horn 子 句 的 SAT 的 特殊 情况 ， 按 照 定理 4.2， 它 是 多 项 式 的 。 

推论 HORNSAT 是 PP 完全 的 。 

证 明 : 按照 定理 4.2， 此 问题 属于 P 了 。 我们 从 定理 5.9 的 证 明 可 知 ， 任 何 形 为 办 
GRAPHS 的 问题 (4 是 一 个 存在 二 阶 逻 辑 中 的 Horn 表达 式 )， 可 以 归 约 到 HORNSAT。 
但 根据 定理 8. 4， 这 考虑 了 P 中 的 所 有 问题 ，。 口 


8.4 注解 、 参 考 文献 和 问题 


8.4. 1 有 各 种 各 样 的 归 约 。 我 们 的 对 数 空间 归 约 是 迄今 为 止 最 弱 的 〈 因 而 作为 困难 程序 是 最 有 用 和 
最 令 人 信服 的 ) 。 但 是 问题 16. 4.4 将 给 出 更 弱 的 归 约 ， 对 工 和 较 低 的 类 更 为 有 用 。 除 此 以 外 ， 令 人 惊奇 
地 ， 为 了 发 展 本 书 中 许多 完备 性 结果 ， 我 们 所 需要 的 对 数 空间 归 约 很 容易 做 到 。 传 统 地 ，NP 完全 性 用 多 
项 式 - 归 约 来 定义 〈 也 叫 作 多 项 式 转换 或 Karp 归 约 )。 对 数 空间 归 约 仅仅 用 于 了 或 更 低 的 类 。 目 前 我 们 不 
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清楚 这 两 类 归于 是 否 一 致 。 

多 项 式 时 间 图 灵 归 约 或 者 Cook 归 约 用 论 示 机 来 解释 是 最 好 不 过 了 “定义 见 14. 3 节 ): 语言 工 ，Cook 归 
约 到 二 当 且 仅 当 存在 一 个 多 项 式 时 间 论 示 机 器 M: ， 使 得 ML 判定 上 L。 换 名 话说 ， 人 允许 类 型 为 “rEL?” 的 
询问 多 项 式 次 〈 不 像 Karp 归 约 那样 仅仅 在 最 后 询问 一 次 )。 多 项 式 图 灵 归 和约 更 要 强 些 ( 见 17.1 节 )。 

有 一 个 中 间 形 式 的 归 约 ， 叫 作 多 项 式 真 值 表 归 约 。 在 这 种 归 约 中 ， 我们 能 够 询问 “zxzEL?” 多 次 ， 
但 是 必须 在 所 有 询问 回答 之 前 询问 。 也 就 是 说 ， 我 们 得 到 最 后 回答 是 这 些 询问 回答 的 布尔 函数 〈 这 就 是 
真 值 表 归 约 名 字 的 由 来 )。 有 关于 这 四 类 归 约 的 有 趣 的 结果 ， 见 

oR. E. Lander, N. A. Lynch, and A.L. Selman. “A comparison of polynomial time reducibilities” 

Theor, Comp. Sci,, 1, pp:103-124, 1975. 
但 是 ， 还 有 很 多 其 他 的 归 约 : 对 非 确定 性 归 约 ， 参见 问题 10.4.2; 对 随机 归 约 ， 参见 18. 2 节 。 事实 上 ， 
研究 不 同 归 约 的 性 状 〈 在 广义 下 ,包括 论 示 ) 和 在 它们 之 间 做 些微 小 的 调整 构成 结构 复杂 性 研究 课题 中 
的 主要 部 分 〈 本 书 列 出 了 多 次 年 会 的 参考 文献 ) 。 从 复杂 性 角度 做 了 很 好 探索 的 有 
oJ. L. Balcizar, J. Diaz, and J，Gabarr6e. “Structual Complexity” vols. Tand JTJ，Springer-Verlag， 
Berlin，1988 。 

显然 ， 这 不 是 我 们 目前 关注 的 方面 。 

8.4.2 问题 : 一 个 线性 时 间 归 约 尺 必须 在 O(|zx|) 步 内 完成 它 的 输出 R(x)。 证 明 在 线性 时 间 归 和 约 
中 没有 了 完全 问题 (这样 的 问题 将 是 TIME(n*)， 对 某 个 固定 的 &>0)。 

8. 4.3 问题 : 证 明 性 质 8. 3， 即 类 P 了 、NP、coNP、L、NL、PSPACE 和 EXP 在 归 约 下 封闭 。TIME(n?) 
类 在 归 约 下 封闭 吗 ? 

8.4.4 通用 的 完全 问题 证 明 所 有 语言 在 时 间 TIME(f(n)〉 内 归 约 到 {M;z:M 在 f(|z|) 步 内 接 
受 z)， 这 里 Fn) 二 ?是 真 复杂 度 函 数 。 该 语言 在 TIME(f(n)) 内 吗 ? 

对 非 确定 性 类 和 空间 复杂 性 类 ,重复 问 前 面 的 问题 。 

8.4.5 ”如 果 C 是 复杂 性 类 ， 语言 工 叫 作 C 难 的 ， 如 果 C 中 所 有 语言 归 约 到 工 , 但 是 工 不 知道 是 否 属 于 
C。C 困 难 性 推出 工 不 能 属于 任何 较 弱 的 对 归 约 封闭 的 类 ， 除非 C 是 该 类 的 子 类 。 但 是 当然 工 可 能 有 比 C 中 
任何 语言 更 高 的 复杂 性 ， 因 而 它 无 法 在 C 内 。 例 如 ， 许 多 在 指数 时 间或 更 长 时 间 内 判定 的 语言 显然 是 NP 
难 的 ， 但 是 它们 肯定 不 能 像 NP 完全 问题 那样 作为 NP 可 信赖 的 表示 。 在 本 书 ， 我 们 不 需要 这 个 概念 。 

8. 4.6 Cook 定理 当然 来 自 Stephen Cook: 

oO S，、A，Cook. “The Complexity of theorem- proving procedue,” Proceeding of the 3rd IEEE Symbp. 

on the Foundation of Computer Science, pp. 151- 158, 1971. 

随后 Richard Karp 的 文章 揭示 了 NP 完全 问题 的 丰富 宝库 (第 9 章 证 明了 许多 结果 ) 和 NP 完全 性 的 
意义 。 

Oo R. M. Karp. “Reducibility among combinatorial problems,” Complexityof Computer Computations, 

edited by J. W. Thatcherand R. E. Miller, Plenum Press, New York, pp. 85-103, 1972. 
Leonid Levin 独立 地 证 明了 多 个 组 合 问题 是 “ 穷 举 搜 索 的 普遍 性 ”， 该 概念 容易 用 NP 完全 性 确定 
(Cook 定理 有 了 时候 称 为 Cook-Levin 定理 )。 
oOL. A. Levin. “Universal sorting problems,” Problems of Information Transmission, 9 pp. 265- 266， 
1973., 

CIRCUIT VALUE 问题 的 了 完全 性 〈 定 理 8. 1) 由 下 述 文章 首次 证 实 : 

O R. E. Ladner. “The circuit value problem is log space complete for P,” SIGACT News, 7, 1. 
pp. 18- 20，1975. 

8.4.7 问题 : (a) 证 明 即使 电路 是 平面 的 ，CIRCUIT VALUE 问题 仍然 是 P 了 完全 的 (证 明 电 路 的 
连 线 怎 样 交 叉 而 又 不 伤害 计算 的 值 ) 。 

(b) 证 明 如 果 电 路 是 平面 且 单调 的 ， 则 CIRCUIT VALUE 可 以 在 对 数 空间 内 解答 〈 这 两 个 题目 分 别 
出 自 。 
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ool. M. Goldschlager. “The monotone and planer circuit value roblem are complete for P,” SIGACT 
Nerws, 9, pp; 25- 29, 1977. 

oP. W. Dymond. “Complexity theory of parallel time and hardware,” Information and Computation, 80, 
pp: 205- 226 ，1989. 

所 以 ， 如 果 (a) 的 解答 没有 用 到 NOT 门 ， 那 么 你 可 能 需要 再 次 检查 该 解答 是 否 正确 …… ) 

8.4.8 问题 : (a) 定义 编码 «为 从 5 到 5 的 映射 (不 一 定 是 一 对 一 的 )， 如 果 x 二 gi ,on ED。 
我 们 定义 <Cz) 一 <Col)…e(os)。 最 后 ， 如 果 工 三 三 是 语言 ,定义 k(L) 二 (k(x):zEL)。 证 明 NP 在 编码 
下 封闭 。 相 反 , PP 可 能 不 封闭 ;但 是 当 然 ， 从 (a) 的 观点 ,我 们 不 能 证 明 这 个 结论 ， 除 非 假 定 P 关 NP，。 
最 好 情况 下 我 们 只 能 做 到 : 

(b) 证 明了 在 编码 下 封闭 ， 当 且 仅 当 P 一 NP (使 用 SAT) 。 

8.4.9 问题 : 设 /(n) 是 一 个 整数 到 整数 的 函数 。 一 个 f(n) 证明 者 是 一 个 算法 ， 它 对 给 定 的 任何 
一 阶 逻 辑 有 效 表达 式 ， 如 果 该 有 效 表 达 式 在 图 5.4 的 公理 系统 中 有 一 个 长 度 为 4 的 证 明 ,， 那 么 该 算法 就 
会 在 f(f) 时 间 内 找到 此 证 明 。 如 果 该 表达 式 是 非 有 效 的 ， 这 个 算法 报告 非 有 效 或 者 发 散 〈 所 以 ， 它 与 
有 效 性 的 不 可 判定 性 不 矛盾 ) ， 我 们 称 该 算法 是 f(n) 证明 者 。 

证 明 对 某 个 A>>1， 有 馈 证 明 者 。 

在 1956 年 给 John von Neumann 的 信 中 ，Kurt G6del 假设 对 某 个 & 字 1， 和 在 证明 者 存在 的 。 该 著名 文 
献 的 全 文 翻译 以 及 与 许多 有 趣 历 史 资 料 的 有 关 的 现代 复杂 性 理论 的 讨论 ， 参 见 

© M. Sipser. “The history and status of the P versus NP Problem,” Proc. of the 24th. Annual ACM 

Symposium on the Theory of Computing, 8, pp. 603-618, 1992. 
问题 : 证 明 对 某 个 k 宇 1， 有 mw 证 明 者 ， 当 和 且 仅 当 P=NP。 
8.4. 10 问题 : Fagin 定理 8. 3 来 自 文献 
0 R. Fagin. “Generalized first- order Spectra and polynomial- time recognizable sets,” Complezity of 
Computation, edited by R. M. Karp, SIAM-AMS proceedings, vol. 7, 1974. 

定理 8.4 也 独立 地 包含 在 下 述 文献 中 : 

oN. Immerman. “Relational queries computable in Polynomial time”, Informationand Control, 68, 
pp. 86- 104, 1986. 

Oo M. Y. Vardi. “The complexity of relational query languages”, Proc. of the 14th. Annual ACM Sym- 
posium on the Theory of Computing, pp: 137- 146, 1982. 

oC. H. Papadimitriou. “A note on the expressive power of PROLOG”, Bull. of the EATCS, 26 
pp. 21-23,1985. 

最 后 一 篇 文章 强调 定理 8. 3 作为 逻辑 程序 语言 PROLOG 的 有 趣 解释 。 无 函数 的 PROLOG 程序 可 以 
精确 地 用 了 中 的 语言 解释 。 定 理 8.4 的 叙述 基于 

oO E. Gridel. “The expressive power of second- order Horn logic”, Proc. of the Bth. Symposium on 
Theory Aspects of Computer Science, vol 480 of Lecture notes in Computer Science, pp. 466-477, 1991. 

8.4.11 问题 : 给 出 一 个 一 阶 逻 辑 表达 式 ， 它 描述 了 Fagin 定理 的 后 继 函 数 S (定理 8.3) (与 
例 5. 12 相 同 ， 定 义 一 个 Hamilton 路 径 了 ， 该 路 径 不 一 定 是 图 G 的 子 图 ， 然后 定义 新 关系 S， 它 省 略 已 中 
所 有 的 传递 边 ) 。 

8.4.12 问题 : 我 们 可 以 叙述 Fagin 定理 不 必 作为 图 集合 类 重新 定义 NP: NP 就 是 所 有 的 语言 类 ， 
它们 归 约 到 可 以 用 存在 二 阶 逻 辑 表达 的 图 论 性 质 。 

(a) 证 明 这 种 版 本 的 Fagin 定理 〈 编 码 为 串 的 图 ) 。 

(b) 叙述 和 证 明 类 似 于 定理 8.4 的 版 本 。 

8. 4. 13 问题 : 证 明了 类 就 是 所 有 用 后 继 函 数 作为 不 动 点 逻辑 表达 的 图 论 性 质 类 。( 见 问题 5. 8. 14) 。 

8.4.14 问题 : 勾画 从 Fagin 定理 到 Cook 定理 的 直接 证 明 。 

8.4.15 ”终于 发 现 ， 用 Horn 存在 二 阶 逻 辑 可 表达 的 任何 图 性 质 %， 都 服从 0-1 律 : 如 果 所 有 图 是 等 
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概率 的 ， 那么 当 n 趋 于 无 穷 大 时 ,具有 nn 个 结 点 的 图 满足 $ 的 概率 ， 或 者 趋 于 0， 或 者 趋 于 1。 参 见 
oP. Kolaitis and M. Vardi. “0-1 laws and decision problems for fragments of second-order logic”, 
Proc. 3rd IEEE Symp. on Logic in Comp. Sci., 8, pp. 2-11, 1988. 
问题 ， 基于 这 个 结果 , 证 明 有 一 个 平凡 的 图 论 性 质 ， 例 如 有 偶数 条 边 的 性 质 是 没有 后 继 函 数 就 无 法 
用 Horn 二 阶 存在 逻辑 表达 的 。( 一 个 图 具有 偶数 条 边 的 概率 是 多 少 ?) 
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NP 完全 问题 





NP 完全 结论 的 证 明 不 仅 是 研究 计算 问题 的 方法 学 中 一 个 重要 组 成 部 分 而 且 是 一 种 
艺术 。 


9.1 NP 中 的 问题 


我 们 知道 NP 的 定义 是 非 确定 性 图 灵机 在 多 项 式 时 间 内 可 以 判定 的 语言 集合 。 接 下 来 
我 们 换个 角度 来 观察 NP， 类似 于 其 在 二 阶 软 辑 下 的 特性 (定理 8.3)。 令 RS X53 为 
字符 串 上 的 二 元 关系 。 如 果 存 在 一 个 确定 性 图 灵机 可 以 在 多 项 式 时 间 内 判定 语言 {x;y: 
(zy)ER}， 则 我 们 称 尺 是 多 项 式 可 判定 的 。 如 果 由 (zx,y)ER 可 以 得 到 |y| 志 |xzl* (对 

于 某 个 & 之 1) ， 则 我 们 称 尺 是 多 项 式 平衡 的 。 也 就 是 说 ， 第 二 部 分 的 长 度 总 是 以 多 项 式 为 
界 ， 且 这 个 多 项 式 是 以 第 一 部 分 的 长 度 为 变量 的 多 项 式 〈 反 方向 并 不 重要 ) 。 

性 质 9.1 令 LS3” 为 语言 ， 则 LENP 当 且 仅 当 存在 一 个 多 项 式 可 判定 和 多 项 式 平 
衡 的 关系 尺 满 足 L={z:(z,y)ER (对 于 某 个 y)})。 

证 明 : 假设 存在 这 样 一 个 民 。 则 工 由 以 下 的 非 确 定性 机 M 来 判定 : 对 于 输入 x，M 
猜测 一 个 长 度 至 多 为 |x|* 的 y(R 的 多 项 式 平衡 的 界 )， 然 后 使 用 多 项 式 算法 z+;y 来 测试 
(x,y)ER 是否 成 立 。 如 果 成 立 ， 则 接受 x; 否则 ， 拒绝。 显然 ， 接 受 计算 存在 当 且 仅 当 
EEL。 

相反 ,假设 LENP， 也 就 是 说 ， 存 在 一 个 非 确 定性 图 灵机 N 可 以 在 |xl* (对 于 某 个 
k) 时 间 内 判定 工 。 定 义 如 下 关系 R:(z,y) ER 当 且 仅 当 输入 x 时 ，y 是 NN 的 接受 计算 的 
编码 。 显 然 R 是 多 项 式 平衡 的 (因为 R 是 多 项 式 有 界 的 )， 也 是 多 项 式 可 判定 的 (因为 对 
于 并 来 说 ， 可 以 在 线性 时 间 内 验证 y 是 否 编码 了 NN 的 一 个 接受 计算 )。 此 外 ， 根据 假设 ， 
N 可 以 判定 LL， 可 以 得 到 工 二 {x:(zx;y)ER( 对 于 某 个 y)})。 口 

性 质 9. 1 也 许 是 理解 NP 最 直观 的 方式 了 。- NP 中 的 每 个 问题 都 有 一 个 不 寻常 的 性 质 : 
oo 
来 证 明 z 为 “yes” 的 实例 。 ,“no” 的 实例 不 存在 这 样 的 赁 证。 也 许 我 们 不 知道 怎样 
et em 凭证 ， 但 我 们 可 以 确信 只 要 这 个 实例 是 一 个 “yes” 的 实 
ai 个 满足 Y 的 
真 值 指 派 工 。 相 对 于 y 来 说 ， 工 是 简短 的 〈T 给 8 中 出 现 的 变量 赋 真 值 )， 且 其 存在 当 且 
仅 当 表达 式 可 以 被 满足 。 在 HAMILTON PATH (哈密 顿 路 径 ) 问题 中 ,图 G 的 凭证 正 是 
G 的 一 条 哈密 顿 路 径 。 

现在 可 以 很 容易 地 解释 为 什么 NP 包含 了 这 么 多 在 实际 应 用 中 很 重要 又 很 自然 的 计算 
问题 〈 见 本 章 以 及 参考 文献 中 提 到 的 问题 ) 。 在 某 些 应 用 领域 中 ， 很 多 计算 问题 都 需要 设 
计 不 同类 型 的 数学 对 象 〈 例 如， 路 径 、 真 值 指派 、 方程 解 、 寄 存 器 分 配 、 旅 行商 路 线 、 
VLSI 布局 等 )。 有 时 我 们 会 在 所 有 可 能 性 中 找 一 个 最 优 的 ， 有 时 我 们 只 需要 满足 设计 要 求 
的 即 可 (在 TSP(D) 的 例子 中 我 们 已 经 看 到 最 优 性 可 以 用 约束 条 件 的 满足 ， 即 给 问题 加 
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一 个 “预算 ”来 表达 )。 因 此 ， 我们 要 找寻 这 样 的 对 象 就 是 可 以 证 明 一 个 问题 属于 NP 的 
“凭证 ”。 通 常情 况 下 ， 赁 证 是 实际 物体 或 者 现实 生活 中 最 终 会 构造 或 实现 计划 的 一 个 数学 
抽象 。 因 此 ， 显 然 在 大 部 分 的 应 用 中 ， 相 对 于 输入 数据 而 言 ， 赁 证 都 不 会 是 非常 大 的 。 此 
外 ,那些 〈 设 计 ) 要 求 也 大 多 是 简单 的 ， 可 以 在 多 项 式 时 间 内 检查 的 。 所 以 ， 我 们 总 是 希 
望 计算 实践 中 的 大 部 分 问题 都 是 属于 NP 的 。 

而 事实 上 的 确 如 此 。 即 使 在 后 面 的 章节 中 我 们 会 看 到 几 个 实际 应 用 中 很 重要 也 很 自然 
的 问题 并 不 属于 NP， 但 这些 问 题 并 不 影响 总 的 规律 。 所 以 计算 问题 的 复杂 性 研究 主要 关 
注 NP 中 的 一 些 问题 ， 本 质 上 就 是 研究 哪些 问题 可 以 在 多 项 式 时 间 内 解决 ， 哪 些 不 可 以 。 
在 这 种 情况 下.，NP 完全 是 一 个 很 重要 的 工具 。 如 果 一 个 问题 被 证 明 是 NP 完全 的 ， 那 也 
就 意味 着 这 个 问题 是 最 不 可 能 属于 了 的 一 类 问题 ,只 有 当 P 了 二 NP 时 ， 这 类 问题 才 可 能 在 
多 项 式 时 间 内 解决 。 由 此 可 以 看 到 ，NP 完全 与 算法 设计 的 技术 相辅相成 ， 是 方法 学 中 一 
个 很 重要 的 部 分 。 其 中 一 个 重要 性 体现 在 : 一 旦 可 以 证 明 问 题 是 属于 NP 完全 的 ， 则 显 
然 S 我 们 可 以 把 我 们 努力 的 方向 转 到 其 他 各 种 方法 中 : 设计 近似 算法 、 解 决 特例 、 研 究 算 
法 的 平均 性 能 、 设 计 随 机 算法 ， 设 计 可 以 实际 应 用 在 小 规模 实例 中 的 指数 算法 、 使 用 局 部 
搜索 或 者 其 他 启发 式 的 算法 等 。 这 当中 的 很 多 方法 都 是 算法 和 复杂 性 理论 中 的 重要 组 成 部 
分 〈 见 参考 文献 和 后 续 章 节 )， 也 正 是 由 于 这 些 方 法 的 存在 使 得 NP 完全 的 研究 得 以 蓬勃 
发 展 。 


9.2 可 满足 性 问题 的 不 同 版 本 


任意 计算 问题 只 要 足够 一 般 化 ， 都 可 以 变 成 NP 完全 或 者 更 甚 。 同 样 ， 任 何 问题 都 存 
在 属于 了 的 特殊 情况 。 一 个 有 趣 的 问题 就 是 寻找 这 两 者 之 间 的 分 界线 。 本 节 将 介绍 的 
SAT 问题 就 是 这 样 一 个 有 趣 的 例子 。 

有 很 多 的 方法 可 以 证 明 NP 完全 问题 的 一 个 特例 是 NP 完全 。 其 中 最 简单 的 方法 (可 
能 也 是 最 有 用 的 ) 就 是 我 们 已 知 的 那个 归 约 构造 了 属于 当前 这 个 特例 的 实例 。 例 如 ， 假 设 
ASAT 问题 〈 其 中 & 宇 1 为 一 个 整数 ) 是 SAT 问题 的 一 个 特例 ， 即 整个 公式 是 合 取 范 式 且 
每 个 子 句 包含 个 文字 。 

性 质 9.2 3SAT 是 NP 完全 的 。 

证 明 : 可 以 看 到 定理 8. 2 和 例 8. 3 的 归 约 中 都 产生 了 这 样 的 公式 。 一 个 包含 了 一 两 个 
文字 的 子 句 可 以 通过 把 其 中 的 一 个 文字 重复 一 两 次 从 而 转化 为 一 个 包含 了 三 个 文字 的 子 句 
(关于 SAT 直接 归 约 为 3SAT 见 问题 9. 5. 2) 。 口 

值得 注意 的 是 ， 在 不 同 种 类 的 可 满足 性 问题 中 我 们 都 允许 子 句 中 的 文字 重复 。 这 样 的 
假设 是 合理 的 也 使 问题 更 简单 ， 尤 其 是 因为 (从 这 些 问 题 出 发 的 ) 归 约 并 不 假设 每 个 子 句 
中 的 所 有 文字 都 是 不 同 的 。 但 是 即使 要 求 每 个 子 句 中 的 所 有 文字 都 是 不 同 的 ，3SAT 问题 
仍然 是 NP 完全 的 〈( 见 问题 9. 5. 5) 。 从 另 一 方面 来 说 ， 如 果 我 们 对 公式 中 的 所 有 变量 出 现 
的 次 数 加 以 限制 ， 可 满足 性 问题 还 是 NP 完全 的 。 

性 质 9. 3 假设 限制 每 个 变量 至 多 出 现 三 次 ， 且 每 个 文字 至 多 出 现 两 次 ， 则 3SAT 仍 
然 是 NP 完全 的 。 





加 ”当然 试 着 通过 为 一 个 NP 完全 问题 设计 一 个 多 项 式 算法 来 证 明 P 了 二 NP 也 是 可 以 的 。 但 这 里 我 们 想 说 的 是 在 没 
有 得 到 一 个 NP 完全 的 证 明 前 我 们 会 尝试 做 的 事 。 
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证 明 : 这 是 一 类 特殊 的 归 约 ， 即 当 给 实例 增加 限制 条 件 后 我 们 需要 证 明 一 个 问题 仍然 ”[183] 
是 NP 完全 的 。 我 们 可 以 通过 改写 所 有 实例 从 而 去 除 那些 “ 令 人 讨厌 的 特征 ”( 限 制 条 件 
中 禁止 的 特征 )。 在 这 个 问题 中 ， 这 个 令 人 讨厌 的 特征 是 变量 可 以 多 次 出 现 。 我 们 考虑 这 
样 一 个 变量 zx， 它 在 整个 公式 中 出 现 了 A 次 。 则 我 们 把 第 一 次 出 现 的 工 用 zi 来 替换 ， 把 
第 二 次 出 现 的 工 用 zz 来 替换 ， 此 次 类 推 ，zlzz,zs, ,是 & 个 新 变量 。 现 在 我 们 要 保 
证 这 上 个 变量 的 取 值 是 一 样 的 。 显 然 ， 我们 可 以 通过 在 公式 中 加 入 以 下 一 串 子 句 来 达到 这 
个 目的 : 

(x Vx) A xo Vx) 人 入 (hxgVx1) 口 

然而 ， 需要 注意 的 是 ,为 了 满足 性 质 9. 3 的 限制 条 件 ， 我 们 需要 放弃 我 们 的 要 求 ， 即 
每 个 子 句 都 包含 正好 三 个 文字 。 这 背后 的 原因 会 在 问题 9. 5. 4 中 解释 。 

在 分 析 问 题 的 复杂 性 时 ， 我们 总 是 想 要 明确 多 项 式 和 NP 完全 实例 之 间 的 精确 界限 
(虽然 我 们 不 能 太 过 自信 这 样 一 个 界限 总 是 存在 的 ， 见 14. 1 节 )。 对 于 SAT 问题 来 说 ， 这 
个 界限 已 经 深入 研究 过 ， 至 少 在 每 个 子 句 所 包含 文字 个 数 的 维度 上 : 接 下 来 我 们 就 要 证 明 
2SAT 问题 属于 P (对 于 性 质 9. 3 中 变量 出 现 次 数 的 界限 ， 详 见 问题 9. 5. 4。 分 界线 仍然 
是 2 和 3)。 

令 $$ 为 2SAT 的 一 个 实例 ， 即 一 组 子 句 ， 每 个 子 句 中 都 包含 了 两 个 文字 。 我 们 定义 图 
G(8)9 为 : 图 G 中 的 顶点 是 $ 中 的 变量 以 及 这 些 变 量 的 非 ， 此 外 ， 存 在 一 条 弧 (a,B) 当 
且 仅 当 子 句 (maVB) (或 者 (BV 一 a)) 属于 8。 直观 上 ， 这 些 边 满足 $ 的 所 有 逻辑 蕴涵 。 
因此 ，G($) 有 一 个 有 趣 的 对 称 性 : 如 果 (a,8) 是 一 条 边 ， 则 ("BbB, 了 ma) 也 是 一 条 边 ， 见 
图 9.1。G($) 中 的 路 径 也 是 有 效 的 蕴涵 (根据 一 的 传递 性 )。 我 们 可 以 得 到 如 下 结论 : 

定理 9. 1 Y 不 能 被 满足 当 且 仅 当 存在 一 个 变量 z 使 得 G(8) 中 存在 从 x 到 -x 的 路 径 
和 从 一 z 到 工 的 路 径 。 

证 明 : 假设 存在 这 样 的 路 径 ， 且 $ 可 以 被 一 个 赋值 工 所 满足 。 假 设 T(x)= 真 ( 当 T(x)= 
假 ， 也 有 对 应 的 类 似 证 明 )。 由 于 存在 一 条 从 工 到 ” 工 的 路 径 ， 则 T(x) 二 真 且 T(z) 二 真 ， 
因此 在 这 条 路 径 上 存在 一 条 边 (a,B) 使 得 T(a) 王 真 且 了 T(8) 王 真 。 然 而 ， 由 于 (a,B) 是 
G($) 的 一 条 边 ， 所 以 maV PB) 是 多 的 一 个 子 句 。 而 这 个 子 句 不 满足 于 工 的 赋值 ， 由 此 产 
生 了 矛盾 。 

相反 ， 假 设 G(8) 中 不 存在 有 这 样 路 径 的 变量 。 则 我 们 构造 一 个 满足 所 有 子 句 的 真 值 
指派 ， 也 就 是 说 ， 一 个 真 值 指派 使 得 G(g) 中 没有 一 条 是 从 真 到 假 。 我 们 重复 以 下 步骤 : 
我 们 选择 一 个 还 没有 赋值 的 结 点 a， 且 不 存在 从 a 到 ma 的 路 径 。 我 们 考虑 G(8) 中 所 有 从 ” [184 
a 可 以 到 达 的 结 点 ， 并 给 这 些 结 点 赋值 为 真 。 此 外 ， 我们 给 所 有 这 些 结 点 的 非 赋 值 为 假 
(所 有 可 以 到 达 -a 的 这 些 非 的 结 点 )。 以 上 我 们 已 经 清楚 地 定义 了 这 一 步骤 ， 如 果 同 时 存 
在 < 到 8 和 ”8p 的 路 径 ， 则 必然 也 存在 从 这 两 个 结 点 到 一 a 的 路 径 (根据 G(8) 的 对 称 性 )， 
因此 也 就 存在 一 条 从 a 到 ma 的 路 径 ， 这 与 假设 不 符 。 此 外 ， 如 果 在 上 一 步 中 存在 一 条 从 a 
到 一 个 已 经 赋值 为 假 的 结 点 ， 则 a 是 这 个 结 点 的 直接 前 驱 结 点 ， 而 这 个 结 点 在 这 一 步 中 也 
会 被 赋值 为 假 。 

我 们 重复 这 个 步骤 直到 每 个 结 点 都 有 真 值 指派 。 由 于 我 们 假设 不 存在 任何 从 z 到 一 zz 
或 者 相反 的 路 径 ， 所 以 所 有 的 结 点 最 终 都 会 指派 一 个 真 值 。 此 外 ， 由 于 当 一 个 结 点 赋值 为 
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真 时 ， 所 有 这 个 结 点 的 直接 后 继 结 点 都 会 赋值 为 真 ， 结 点 为 假 时 同 理 。 因 此 不 存在 从 真 到 
假 的 边 。 所 以 真 值 指派 满足 $。 
推论 2SAT 属于 NL (因此 属于 PP)。 
证 明 : 由 于 NL 关于 求 补 运算 是 封闭 的 (根据 定理 7.6 的 引 理 )， 因 此 我 们 需要 证 明 我 
们 可 以 识别 NL 中 不 满足 的 表达 式 。 在 非 确 定性 对 数 空间 下 ， 我 们 能 够 通过 猜测 一 个 x 和 
对 应 的 zx 到 一 zx 的 路 径 以 及 相反 的 路 径 ， 来 测试 这 个 定理 的 条 件 是 否 满足 。 
本 章 介绍 多 项 式 时 间 算 法 ， 比 如 上 文 提 到 的 2SAT 间 vsAvnayACava) 
题 ， 并 没有 什么 不 合适 。 因 为 研究 问题 的 复杂 性 主要 就 是 A (zxsVz;) 
在 寻找 关于 这 个 问题 的 多 项 式 算法 和 证 明 这 个 问题 是 NP 完 
全 之 间 不 停 进行 尝试 ， 直 到 两 者 之 一 成 功 。 此 外 ， 之 前 讲 
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过 的 HORSAT 就 是 SAT 问题 的 另 一 个 多 项 式 时 间 可 解 的 ” 
特例 (定理 4. 2)。 
显然 ，3SAT 问题 是 2SAT 问题 的 一 般 化 形式 : 2SAT ee 


问题 可 以 理解 为 3SAT 问题 的 特例 ， 即 在 每 个 子 句 的 三 个 
文字 中 ,至 多 只 存在 两 个 不 同 的 文字 (我 们 允许 子 句 中 的 
文字 可 以 重复 出 现 )。 我 们 已 经 知道 对 2SAT 问题 这 样 一 般 和 
化 会 使 其 变 成 一 个 NP 完全 问题 。 但 我 们 也 可 以 从 另外 方向 图 9.1 2SAT 算 法 
推广 2SAT 问题 : 要 求 2SAT 中 所 有 子 句 都 必须 满足 。 一 
个 很 自然 的 问题 就 是 ， 是 否 存在 一 个 真 值 指派 并 不 满足 所 有 的 子 句 ， 而 是 满足 了 大 部 分 的 
子 句 。 换 句 话 说 ， 给 出 一 个 整数 KK 和 一 组 子 句 ， 其 中 每 个 子 句 包含 了 两 个 文字 ， 我 们 要 
回答 的 是 是 否 存 在 一 个 真 值 指 派 使 得 至 少 KK 个 子 句 都 能 够 满足 。 我 们 称 这 个 问题 为 
MAX2SAT 问题 。 显 然 ， 这 是 最 优化 问题 ， 通 过 加 入 了 目标 值 开 ， 即 最 大 化 问题 对 应 的 预 
算 ， 使 其 变 成 了 一 个 “yes-no” 问 题 。MAX2SAT 是 2SAT 问题 的 一 般 化 形式 ， 因 为 当天 
等 于 子 句 的 数量 时 2SAT 问题 就 成 了 一 个 特例 。 值 得 注意 的 是 ， 对 于 子 句 包含 三 个 或 更 多 
文字 的 情况 ， 我 们 不 需要 定义 对 应 的 MAXSAT 问题 ， 因 为 这 些 问 题 显然 肯定 是 NP 完全 
的 ， 它 们 都 是 3SAT 的 一 般 化 形式 。 

事实 证 明 ， 通 过 把 2SAT 问题 一 般 化 为 MAX2SAT 问题 ， 我 们 再 一 次 地 跨 过 了 NP 完 
全 的 边界 。 

定理 9.2 MAX2SAT 是 NP 完全 的 。 

证 明 : 考虑 下 面 的 10 个 子 句 : 

(ZI)(Y) (2) (rw) 
rxV 7 Oy V2) V "7) 
(x V7 wy V T(z V 7 ) 

没有 办 法 可 以 满足 所 有 这 些 子 句 (例如 ， 要 满足 第 一 行 中 的 所 有 子 句 我 们 不 得 不 失去 
第 二 行 中 的 所 有 子 句 )。 但 我 们 最 多 能 够 满足 多 少子 句 呢 ? 注意 ， 所 有 的 子 句 都 是 关于 x、 
y、z 对称 的 (但 不 关于 w)。 因 此 ,假设 +、y、z 都 赋值 为 真 。 则 第 二 行 的 子 句 都 会 失 
去 ， 我 们 可 以 通过 把 w 赋值 为 真得 到 剩余 的 所 有 子 句 。 如 果 y、z 中 只 有 两 个 赋值 为 
真 ， 则 我 们 会 失去 第 一 行 的 一 个 子 句 和 第 二 行 的 一 个 子 句 。 接 下 来 我 们 有 一 个 选择 如果 
令 也 为 真 ， 则 我 们 从 第 一 行 中 可 以 再 获得 一 个 子 句 ， 如 果 我 们 令 其 为 假 ， 则 我 们 可 以 从 第 
三 行 得 到 一 个 子 句 。 因 此 ， 我 们 仍然 可 以 得 到 最 多 7 个 满足 条 件 的 子 句 。 如 果 工 、y、z 中 


旋 9 苹 ”NP 完全 问题 11% 








只 有 一 个 赋值 为 真 ， 则 我 们 有 第 一 行 的 一 个 子 句 和 第 二 行 的 所 有 子 句 。 对 于 第 三 行 来 说 ， 
我 们 可 以 通过 令 z 为 假 来 满足 所 有 三 个 子 句 ， 但 这 样 我 们 就 会 失去 第 一 行 的 (w)。 因 此 
最 大 值 还 是 7。 然 而 ,假设 所 有 三 个 文字 都 赋值 为 假 。 则 很 容易 看 到 最 多 只 能 有 6 个 子 句 
被 满足 : 第 二 行 和 第 三 行 。 

换言之 ， 这 10 个 子 句 具有 如 下 特征 : 任何 满足 (zV yV zx) 的 真 值 指派 可 以 扩展 到 满 
足 其 中 的 7 个 子 句 ， 不 能 再 多 。 其 余 的 真 值 指派 只 能 满足 其 中 的 6 个子 句 。 这 也 显示 出 了 
从 3SAT 到 MAX2SAT 的 一 个 直接 归 约 : 给 出 3SAT 的 一 个 任意 实例 上， 我 们 可 以 构造 一 
个 关于 MAX2SAT 的 如 下 实例 Rg) : 对 于 $ 的 任意 子 句 Ci 二 (aV BVY)， 把 以 上 的 10 个 
子 句 加 入 到 R(8) 中 ,并 用 a、B、Y 来 蔡 代 x 、y、z; 对 于 不 同 的 子 句 C;，w 用 w; 来 替 
代 。 我 们 称 $ 的 一 个 子 句 所 对 应 的 R(8)〉 的 10 个 子 句 为 一 个 组 。 如 果 $8 包含 了 m 个 子 句 ， 
则 显然 RGg) 包含 了 10 个 子 句 。 我 们 的 目标 是 令 K=7m。 

接 下 来 我 们 要 证 明 当 且 仅 当 Y 是 可 满足 的 ， 这 个 目标 可 以 在 R(4)〉 中 实现 。 假 设 R(Y) 
中 的 7m 个子 句 可 以 被 满足 。 已 知 在 每 个 组 中 至 多 只 有 ?7 个 子 句 可 以 被 满足 ， 现 在 一 共有 
m 组 ， 则 每 组 中 必须 有 ?7 个 子 句 被 满足 。 然 而 ， 这 样 的 真 值 指派 会 使 8 中 的 所 有 子 句 都 满 
足 。 相 反 ， 任 意 使 得 $ 中 所 有 子 句 都 满足 的 赋值 都 可 以 通过 根据 4 中 对 应 的 子 句 中 文字 赋 
值 为 真 的 个 数 来 定义 每 个 组 中 ww; 的 真 值 ， 从 而 转化 为 一 个 只 满足 RC(8g) 中 7m 个 子 句 的 真 
值 指派 。 

最 后 ， 我 们 可 以 很 容易 地 检查 MAX2SAT 是 否 属于 NP， 这 个 归 约 可 以 在 对 数 空间 内 
完成 〈 由 于 这 些 重要 的 先决 条 件 在 之 后 大 部 分 的 归 约 中 都 是 很 显然 的 ， 所 以 下 文中 我 们 通 
常 忽略 不 提 ) 。 口 

这 个 证 明 的 风格 具有 很 强 的 指导 意义 : 要 证 明 一 个 问题 是 NP 完全 的 ， 我 们 通常 从 这 
个 问题 的 小 规模 实例 开始 研究 ， 直 到 找 出 一 个 有 趣 的 现象 (比如 上 述 的 10 个 子 句 )。 有 时 
我 们 可 以 马上 从 这 个 实例 的 性 质 获得 一 个 简单 的 NP 完全 的 证 明 。 在 第 10 章 中 ,我 们 将 会 
看 到 这 个 方法 的 更 多 用 处 ， 我 们 通常 称 这 个 方法 为 “构件 构造 法 ”。 

本 章 最 后 一 节 将 介绍 SAT 问题 的 另 一 个 有 趣 变 种 。 在 3SAT 问题 中 ， 给 定 一 系列 子 
句 且 每 个 子 句 都 包含 三 个 文字 ， 我 们 需要 判断 是 否 存在 一 个 真 值 指派 T 使 得 不 存在 一 个 子 
名 的 所 有 三 个 文字 的 值 都 为 假 。 每 个 子 句 中 其 他 各 种 真 值 的 组 合 都 是 允许 的 ， 尤 其 是 ， 三 
个 文字 可 以 都 为 真 。 假 设 现在 我 们 不 允许 这 样 的 情况 发 生 ， 即 我 们 不 允许 任意 子 句 中 三 个 
文字 的 真 值 都 相同 〈 既 不 能 都 为 真 ， 也 不 能 都 为 假 ) 。 我 们 称 这 个 问题 为 NAESAT 问题 ( 即 
“not-all-equal SAT”) 。 

定理 9.3 NAESAT 是 NP 完 全 的 。 

证 明 : 让 我 们 回顾 从 CIRCUIT SAT 问题 到 SAT 问题 的 归 约 〈 见 例 8. 3) 。 我 们 应 当 
认为 本 质 上 这 也 是 一 个 从 CIRCUIT SAT 到 NAESAT 的 归 约 。 要 明白 为 什么 ， 首先 考虑 
在 那个 归 约 中 创造 的 子 句 。 我 们 给 所 有 只 包含 一 个 文字 或 两 个 文字 的 子 句 加 入 相同 的 文字 
z。 我 们 可 以 断言 形成 的 这 组 子 句 可 以 视 为 NAESAT ( 非 3SAT) 的 一 个 实例 ， 且 其 可 被 
满足 当 且 仅 当 最 初 的 电路 是 可 满足 的 。 

假设 在 NAESAT 问题 中 有 一 个 真 值 指 派 了 满足 所 有 的 子 句 。 显 然 ， 根 据 NAESAT 
问题 的 定义 ， 这 个 真 值 指派 的 补 工 也 满足 所 有 的 子 句 。 这 些 中 的 真 值 指派 > 有 一 个 使 赋值 
为 假 。 则 这 个 真 值 指派 可 以 满足 所 有 的 原始 子 句 〈 在 添加 > 之 前 )， 因 此 (根据 例 8. 3 中 
的 归 约 ) 存在 一 个 对 应 于 这 个 电路 的 可 满足 的 真 值 指派 。 
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相反 ， 假 设 存在 一 个 真 值 指派 可 以 满足 这 个 电路 。 则 存在 一 个 真 值 赋 值 工 满 足 3SAT 
定义 的 所 有 的 子 句 。 令 T(z) 二 假 。 我 们 断言 了 中 没有 一 个 子 句 的 所 有 文字 都 为 真 〈 我 们 
知道 不 会 所 有 的 文字 都 为 假 )。 这 是 因为 子 句 组 都 对 应 于 门 。 真 、 假 、 非 门 和 其 他 门 都 有 
包含 z 的 子 句 ， 因 此 工 不 可 能 使 所 有 的 文字 都 为 真 。 对 于 与 (AND) 门 来 说 ， 有 子 句 
CgVAVz)、CmgVAVz) 和 (ARAVDm1Vg)。 显 然 , 工 不 能 满足 任意 子 句 的 所 有 三 个 
文字 : 对 于 第 一 个 和 第 二 个 子 句 来 说 ， 这 很 容易 实现 ， 因 为 它们 都 包含 了 xz; 但 如 果 第 三 
个 子 句 的 所 有 文字 都 为 真 ， 则 第 一 和 第 二 个 子 句 就 不 能 被 满足 。 或 门 的 情况 类 似 。 
9.3 图 论 问题 

很 多 有 趣 的 图 论 问题 都 定义 在 无 向 图 上 。 技 术 上 ， 无 向 图 就 是 一 个 普通 的 对 称 图 且 没 
有 任何 的 自 环 。 也 就 是 说 ， 如 果 (i,j) 是 一 条 边 (i 关 让 ， 则 (j,i) 也 是 一 条 边 。 然 而 ， 
由 于 我 们 要 广泛 地 使 用 这 类 图 ， 所 以 我 们 需要 为 这 类 图 给 出 一 个 更 好 的 定义 。 我 们 定义 一 
个 无 向 图 为 G==(V,E)， 其 中 V 是 一 个 有 限 的 顶点 集合 , EE 是 V 中 无 序 的 项 点 对 组 成 的 集 
合 ， 也 称 为 边 。i 和 j 之 间 的 边 也 表示 为 [i,j]。 每 条 边 也 用 一 条 线 来 表示 “〈 无 箭头 )。 本 
节 中 的 所 有 图 都 是 无 向 图 。 

令 G 二 (V,E) 是 一 个 无 向 图 ，ICV。 如 果 对 于 任意 的 i,j ET 都 不 存在 i 和 j 之 间 的 
边 ， 则 我 们 称 集合 I 是 独立 的 。 所 有 的 图 (除了 不 包含 任何 顶点 的 图 ) 都 有 非 空 的 独立 集 
(independent set)。 一 个 有 趣 的 问题 就 是 一 个 图 中 最 大 的 独立 集 是 什么 。 所 以 INDE- 
PENDENT SET 问题 就 是 : 给 定 一 个 无 向 图 G=(V,E) 和 目标 值 K， 是 否 存 在 一 个 独立 
集 I 使 得 |1|= 二 K? 

定理 9.4 INDEPENDENT SET 问题 是 NP 完全 的 。 

证 明 : 我 们 的 证 明 使 用 一 个 简单 的 构件 : 三 角形 。 关 键 点 在 于 ， 如 果 一 个 图 包含 了 一 
个 三 角形 ， 则 任意 的 独立 集 显 然 至 多 只 可 以 包含 三 角形 的 一 个 顶点 。 但 我 们 要 构造 的 内 容 
不 限于 这 些 。 

有 趣 的 是 ， 要 证 明 INDEPENDENT SET 问题 是 NP 完全 的 ， 最 好 限制 所 考虑 图 的 种 
类 。 虽 然 限 制图 的 种 类 可 以 使 问题 变 得 容易 ， 但 在 这 个 问题 中 这 个 限制 并 没有 改变 问题 的 
复杂 性 ,但 可 以 让 问题 变 得 更 清楚 。 接 下 来 我 们 只 考虑 顶点 可 以 划分 为 m 个 不 相交 的 三 角 
形 的 图 ( 见 图 9.2)。 显 然 ， 一 个 独立 集 可 以 包含 至 多 mm 个 顶点 (每 个 三 角形 一 个 顶点 )。 存 
在 一 个 大 小 为 m 的 独立 集 ， 当 且 仅 当 图 中 其 他 边 可 以 使 我 们 在 每 个 三 角形 中 选择 一 个 顶点。 

















(zi1Vrxe Vr) Nr Vr Vx) A zrV zr Vz) 





图 9.2 归 约 至 INDEPENDENT SET 


当 我 们 看 到 这 些 图 后 ，INDEPENDENT SET 问题 的 组 合 结构 看 起 来 似乎 更 容易 理解 
(但 从 计算 上 来 解决 还 是 很 困难 )。 事 实 上， 可 以 直接 从 3SAT 来 归 约 : 对 于 给 定 表达 式 
的 m 个 子 句 中 的 每 个 子 句 ， 我 们 都 在 图 G 中 构造 一 个 单独 的 三 角形 。 三 角形 的 每 个 顶点 
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都 对 应 于 子 句 中 的 一 个 文字 。 我 们 用 简单 方式 考虑 $ 的 结构 :我们 在 两 个 属于 不 同 三 角形 
的 顶点 之 间 添 加 一 条 边 当 且 仅 当 这 两 个 顶点 对 应 于 相反 的 两 个 文字 〈 见 图 9.2)。 最 后 我 们 
令 K 二 m， 构 造 结束 。 

形式 上 ， 给 定 3SAT 的 一 个 实例 8， 它 包含 了 za 个 子 句 Cl ,… ,Cn ， 其 中 每 个 子 句 为 
Ci 一 (CoalVaiz Vas)， 邮 为 布尔 变量 或 者 不 是 。 我 们 的 归 约 构造 了 一 个 图 R(Y)==(G,K)， 
其 中 天 三 丈 ， 且 如 =《(V;E》 是 这 样 一 个 图 5 V={ow:7=1y mj 二 ls213})s E= 
{[vs vj :il nj} U {Lv ,ver j :i Cray 一 "Taek ) 〈( 子 句 中 任意 文字 的 出 现 都 会 
有 一 个 对 应 的 顶点 ,第 一 组 边 定 义 了 m 个 三 角形 ， 第 二 组 边 把 相反 的 文字 连接 在 一 起 ) 。 

我 们 断言 G 中 存在 一 个 K 个 结 点 的 独立 集 当 且 仅 当 # 是 可 满足 的 。 假 设 存在 这 样 一 
个 集合 I。 由 于 KK 二 m， 所 以 了 中 包含 了 每 个 三 角形 的 一 个 结 点 。 由 于 每 个 结 点 以 文字 来 
标记 ， 且 了 中 没有 任意 两 个 结 点 由 相反 文字 组 成 ， 所 以 I 是 满足 8 的 一 个 真 值 指派 : 那些 
标记 为 了 中 的 结 点 即 是 真 值 指派 为 真 的 文字 (根据 这 个 规则 剩 下 未 真 值 指派 的 变量 可 以 取 
me ga me rh Khe 条 边 
连接 ， 所 以 这 两 个 结 点 不 可 能 都 属于 I。 此 外 ， 由 于 了 I 包含 了 每 个 三 角形 中 的 一 个 结 点 ， 
所 以 这 个 真 值 指派 满足 所 有 的 子 句 。 

相反 ， 如 果 存 在 一 个 可 满足 的 真 值 指派 ， 则 我 们 可 以 从 每 个 子 句 中 找到 一 个 真 值 指 
派 为 真 的 文字 ， 然 后 用 这 个 文字 来 标记 三 角形 中 的 对 应 结 点 : 由 此 我 们 得 到 m 二 KK 个 独 
立 结 点 。 口 

根据 性 质 9.3， 在 上 面 的 证 明 中 我 们 可 以 假设 原始 布尔 表达 式 中 的 每 个 文字 至 多 只 出 
现 两 次 。 因 此 ， 在 定理 9.4 的 证 明 中 ， 图 中 每 个 构造 的 结 点 都 与 至 多 4 个 结 点 相连 〈 也 就 
是 说 ， 结 点 度数 至 多 为 4) : 三 角形 的 其 他 两 个 结 点 以 及 文字 的 相反 值 出 现 两 次 。 但 还 有 问 
题 没 解决 ， 因 为 还 存在 一 些 子 句 只 包含 两 个 文字 ( 见 性 质 9. 3 中 的 证 明 )。 但 这 个 很 容易 
就 可 以 解决 : 这 类 子 句 可 以 通过 用 一 条 简单 的 边 连接 这 两 个 文字 而 不 是 三 角形 来 表示 。 假 
设 上 DEGREE INDEPENDENT SET 是 INDEPENDENT SET 的 一 个 特殊 情况 ， 即 所 有 
结 点 的 度数 至 多 为 上 &， 因 此 我 们 可 以 得 到 以 下 推论 : 

推论 1 4-DEGREE INDEPENDENT SET 是 NP 完全 的 。 图 

即使 是 平面 图 ，INDEPENDENT SET 问题 仍然 是 NP 完全 的 〈 见 问题 9.5.9)。 然 
而 ， 当 它 是 二 分 图 时 ，INDEPENDENT SET 问题 是 多 项 式 时 间 可 解 的 〈 见 问题 9. 5. 25)。 
原因 是 ， 在 二 分 图 中 ， TDG OE SB VAN 所 以 它 也 是 
MAX FLOW 问题 的 一 个 特殊 情况 。 

这 引出 了 一 个 有 趣 的 情况 图 论 中 的 问题 可 以 是 另 一 个 问题 的 一 个 伪装 形式 ， 有 了 时候 
这 也 意味 着 一 个 问题 到 另 一 个 问题 的 简单 归 约 。 在 CLIQUE 问题 中 ， 给 定 一 个 图 G 和 目 
标 值 K， 判 断 是 否 存 在 一 个 包含 K 个 结 点 的 集合 ， 它 可 以 构成 一 个 团 (clique)， 且 团 中 
包含 了 所 有 可 能 的 边 。 此 外 ，NODE COVER 问题 要 回答 ， 是 否 存在 一 个 集合 C， 当 它 包 
含 了 B 个 或 更 少 的 结 点 (其 中 B 是 给 定 的 “预算 值 "。 这 是 一 个 最 小 化 问题 ) 时 G 中 每 条 
边 都 至 少 有 一 个 结 点 属于 集合 C。 

可 以 很 容易 看 到 ，CLIQUE 是 INDEPENDENT SET 的 一 个 伪装 : 假设 我 们 取 图 的 
补 ， 也 就 是 说 ， 图 中 所 有 不 存在 的 边 ， 团 问题 就 变 成 了 独立 集 问题 ， 反 之 亦 然 。 同 样 ，T 
是 图 G=(V, 忆 ) 的 一 个 独立 集 ， 当 且 仅 当 V 一 工 是 同一 个 图 的 一 个 结 点 覆盖 〈 此 外 ， 
NODE COVER 也 是 一 个 最 小 化 问题 ) 。 从 以 上 这 些 观察 ， 我 们 可 以 得 到 下 面 的 结论 ; 
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推论 2 CLIQUE 问题 和 NODE COVER 问题 是 NP 完全 的 。 

荐 就 是 把 一 个 无 向 图 C=(V, 歼 ) 的 顶点 集 分 成 两 个 非 空 集 合 S 和 V 一 S。 割 (S,V 一 S) 
的 大 小 就 是 S 和 V 一 S 之 间 边 的 数量 。 计 算 一 个 图 中 的 最 小 割 是 一 个 有 意思 的 问题 。 这 个 
问题 ， 也 称 为 MIN CUT 问题 ， 已 经 证 明 是 属于 了 的。 要 知道 为 什么 ， 回 想 之 前 提 到 的 把 
两 个 给 定 的 结 点 和 + 分 隔 开 的 最 小 割 等 于 从 * 到 上 的 最 大 流 〈 见 问题 1.4. 11) 。 因 此 ， 要 
找到 最 小 割 ， 需 要 找到 某 个 固定 点 和 中 任意 其 他 结 点 之 间 的 最 大 流 ， 然 后 选择 其 中 的 
最 小 值 。 

但 是 找到 最 大 荐 的 问题 的 确 困难 许多 : 

定理 9.5. MAX CUT 是 NP 完全 的 。 

可 以 说 设计 NP 完全 证 明 中 最 重要 的 决定 就 是 应 该 从 哪里 开始 NP 完全 问题 。 显 然 ， 
这 里 没有 简单 的 规则 。 每 个 人 都 应 该 从 手中 的 问题 开始 ， 发 气 有 趣 的 小 问题 ， 获 得 尽 可 能 
多 的 经 验 。 然 后 浏览 已 知 的 NP 完全 问题 列表 〈 见 参考 文献 )， 查 看 列表 上 是 和 否 存在 与 手 
中 问题 接近 的 问题 。 还 有 一 种 是 从 3SAT 这 个 非常 通用 的 问题 开始 ， 这 个 问题 可 以 很 容易 
地 归 约 到 很 多 的 NP 完全 问题 上 〈 下 面 会 提 到 相关 的 例子 )。 然 而 ， 有 时 候 找到 一 个 更 合 
适 的 初始 问题 会 带 来 很 大 的 好 处 : 这 样 的 归 约 更 优雅 和 简单 ， 这 时 候 如 果 从 3SAT 进行 归 
约 就 是 一 种 浪费 。 下 面 的 证 明 就 是 一 个 很 好 的 例子 。 

证 明 : 我 们 将 从 NAESAT 归 约 到 MAX CUT。 给 出 m 个子 句 ， 每 个 子 句 包含 了 三 个 
文字 。 我 们 构造 一 个 图 G 二 (V,E) 和 目标 值 K， 使 得 存在 一 个 方法 可 以 把 G 中 的 结 点 分 为 
两 个 集合 S 和 V 一 S， 且 从 一 个 集合 到 另 一 个 集合 边 的 数量 大 于 等 于 K， 当 且 仅 当 存 在 一 个 
真 值 指派 使 得 每 个 子 句 中 至 少 存在 一 个 文字 为 真 ， 一 个 文字 为 假 。 在 我 们 的 构造 中 扩展 定义 
使 得 图 中 任意 两 个 结 点 间 可 以 存在 多 条 边 。 也 就 是 说 ， 从 一 个 顶点 到 另 一 个 顶点 可 以 存在 多 
条 边 ， 如 果 这 些 顶 点 是 分 开 的 ， 则 每 条 边 都 会 对 这 个 割 起 到 一 个 贡献 。 

假设 所 有 的 子 句 为 Cl,…,Cnw， 这 些 子 句 中 的 文字 有 zi1，… ,zx,。G 一 共 包 含 2n 个 结 
点 ， 分 别 为 z1，… ,xa, 了 XxX1，… ,xn。 我 们 使 用 的 构件 仍然 是 三 角形 ， 但 这 次 我 们 用 不 同 
的 方式 来 实现 : 这 里 我 们 需要 的 三 角形 性 质 是 三 角形 的 最 大 割 为 2， 这 可 以 通过 以 任意 方 
式 分 割 来 获得 。 将 每 个 子 句 记 为 C; 二 (aV BVY) (记得 a、B、7Y 也 是 G 的 结 点 )， 我 们 把 三 
角形 La,p8,7] 的 三 条 边 加 入 集合 巨 中 。 如 果 其 中 的 两 个 文字 相 
同 ， 则 我 们 忽略 第 三 条 边 ， 三 角形 变 成 了 两 个 不 同文 字 间 的 两 条 
平行 边 。 最 后 ， 对 每 个 变量 zx， 我 们 添加 到 条 边 [zi 一 mi 其 vvaAcev 
中 ni 是 子 句 中 zi 或 -Xi 出现 的 次 数 。 这 样 就 完成 了 G 的 构造 V— zx) Nr Va Vr) 
( 见 图 9.3)。 对 于 及 ， 令 其 等 于 5m。 

假设 存在 一 个 割 (S,V 一 S) 的 大 小 为 5m 或 更 大 。 我 们 汤 
言 不 失 一 般 性 可 以 假设 所 有 的 变量 和 它们 的 和 否 都 是 分 隔 开 的 。 
因为 如 果 xz; 和 一 x; 在 割 的 同一 边 ， 它 们 一 共 可 以 给 割 贡 献 至 多 
2ni; 条 邻接 边 ， 所 以 我 们 可 以 把 其 中 一 个 变量 换 至 割 的 另 一 边 而 ”六 总 
不 减少 割 的 数量 。 所 以 ， 我们 假设 S 中 的 文字 都 为 真 ， 所 有 
V 一 S 中 的 文字 都 为 假 。 

割 中 所 有 连接 相反 文字 的 边 的 总 数 为 3m (和 文字 的 出 现 次 
数 相同 ) 。 余 下 的 2m 条 边 来 自 子 句 对 应 的 所 有 三 角形 。 由 于 每 ” 
个 三 角形 至 多 给 制 贡献 两 条 边 ， 所 以 m 个 三 角形 都 要 被 分 开 。 图 9.3 归 约 至 MAX CUT 
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而 一 个 三 角形 被 分 开 意 味 着 其 中 至 少 一 个 文字 为 假 ， 至 少 一 个 文字 为 真 。 因 此 ， 所 有 的 子 
句 可 以 被 NAESAT 定义 下 的 真 值 指派 所 满足 。 

相反 ， 我 们 可 以 很 容易 地 把 一 个 满足 所 有 子 句 的 真 值 指派 转化 为 一 个 大 小 为 5m 
的 割 。 回 

在 图 划分 的 很 多 有 趣 的 应 用 中 ， 集 合 S 和 V 一 S 不 可 能 任意 大 或 任意 小 。 假 设 我 们 寻找 
一 个 大 小 大 于 等 于 K 的 割 (S,V 一 S) 使 得 |S|=|V 一 S| (如 果 V 中 结 点 数 为 奇数 ， 则 这 个 
问题 就 很 容易 处 理 了 ……: ) 。 我 们 称 这 个 问题 为 MAX BISECTION (最 大 二 等 分 )。 

MAX BISECTION 比 MAX CUT 问题 更 简单 还 是 更 难 ? 添加 额外 的 限制 条 件 (|S|= 
|V 一 $|) 显然 会 令 问 题 变 得 更 难 。 这 也 产生 不 利 的 结果 ， 也 就 是 说 最 大 值 会 变 小 。 然 而 ， 
额外 的 条 件 也 可 能 从 另 一 方面 影响 问题 的 计算 复杂 性 。 我 们 可 以 很 容易 给 解 空 间 添 加 一 个 
额外 的 限制 条 件 ， 使 得 P 中 的 问题 变 成 NP 完全 的 问题 ， 上 述 的 例子 就 正好 是 一 个 相反 的 
情况 。 在 NAESAT 问题 中 (通过 给 3SAT 添加 额外 的 限制 条 件 )， 我 们 可 以 看 到 这 个 问题 
还 是 一 样 难 。 下 面 的 问题 也 是 这 种 情况 : 

引 理 9.1 MAX BISECTION 是 NP 完全 的 。 

证 明 : 我 们 从 MAX CUT 来 归 约 。 这 是 一 类 特殊 的 归 约 。 我 们 通过 修改 给 定 的 MAX 
CUT 的 实例 ， 从 而 使 得 额外 的 限制 条 件 可 以 很 容易 地 被 满足 ， 因 此 修改 后 (MAX 
BISECTION) 的 实例 存在 一 个 解 当 且 仅 当 最 初 (MAX CUT) 的 实例 也 存在 一 个 解 。 这 
里 的 技巧 很 简单 : 在 G 中 添加 | 人 | 个 完全 不 相连 的 新 结 点 。 通 过 把 新 结 点 在 S 和 YY 一 S 中 
恰当 地 分 割 可 以 使 G 的 每 个 割 都 成 为 一 个 等 分 ， 由 此 得 到 我 们 的 结论 。 口 

事实 上 ， 证 明 引 理 9. 1 还 有 一 个 更 简单 的 方法 ， 可 以 看 到 定理 9. 5 证 明 中 的 归 约 中 构造 
的 最 优 割 永远 都 是 二 等 分 的 图 。 那 么 二 等 分 问题 的 最 小 化 版 本 ， 也 称 为 BISECTION WIDTH 
的 复杂 度 怎么 样 呢 ? 事实 证 明 ， 人 额外 的 限制 把 多 项 式 的 MIN CUT 变 成 了 NP 完全 问题 : 

定理 9.6 BISECTION WIDTH 是 NP 完全 的 。 

证 明 : 已 知 一 个 图 G==(V,E)， 其 中 |V|==2n 为 偶数 ， 这 个 图 存在 一 个 大 于 等 于 K 的 
二 等 分 当 且 仅 当 G 的 补 有 一 个 为 n?: 一 K 的 二 等 分 。 口 

上 文 这 样 的 介绍 顺序 可 以 带 来 一 定 的 启发 性 : 因为 它 涉及 一 个 最 大 化 问题 何 时 会 在 计 
算 量 上 等 价 于 一 个 对 应 的 最 小 化 问题 (习题 9. 5. 14 介绍 了 其 他 有 趣 的 例子 和 一 些 反例 ) 。 

我 们 现在 转向 另 一 类 图 论 问题 。 虽 然 HAMILTON PATH 是 定义 在 有 向 图 上 的 问题 ， 
但 我 们 现在 考虑 这 个 问题 无 向 图 的 特殊 情况 : 给 定 一 个 无 向 图 ， 是 否 存 在 一 条 哈密 顿 路 径 
使 得 每 个 结 点 正好 被 访问 一 次 ? 

定理 9.7 HAMILTON PATH 是 NP 完全 的 。 

证 明 : 我 们 从 3SAT 问题 来 归 约 HAMILTON PATH。 给 定 一 个 合 取 范 式 $ 以 及 变量 
Zn 和 子 句 C1,… ,Cn， 每 个 子 句 包含 三 个 文字 。 我 们 需要 构造 一 个 图 R(4) 使 得 
R($) 有 一 条 哈密 顿 路 径 当 且 仅 当 这 个 公式 是 可 满足 的 。 

在 任意 从 3SAT 开始 的 归 约 中 ,我们 总 是 想 要 找到 一 个 方法 可 以 把 3SAT 的 基本 文字 
在 目标 问题 域 中 表示 出 来 ， 并 希望 所 有 其 他 一 切 都 能 到 位 。 但 3SAT 问题 的 基本 组 成 部 分 
是 什么 呢 ? 在 一 个 3SAT 的 实例 中 ， 首 先 我 们 有 一 组 布尔 变量 ,每 个 变量 的 基本 属性 就 是 
它 可 以 有 两 个 可 选 的 值 : 真 或 假 。 接 下 来 我 们 有 这 些 变量 的 出 现 频次 。 这 里 最 基本 的 问题 
就 是 一 致 性 ， 也 就 是 说 ，z 每 次 出 现 的 值 都 是 相同 的 ， 所 有 一 z 出 现 的 情况 都 取 xz 的 相反 
值 。 最 后 ， 所 有 这 些 变量 不 同 的 组 合 形成 了 所 有 的 子 句 ， 这 些 子 句 构 成 了 很 多 3SAT 问题 
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需要 满足 的 限制 条 件 。 一 个 从 3SAT 问题 到 其 他 问题 的 典型 归 约 通常 会 构造 一 个 实例 ， 其 
包含 了 一 个 组 件 通过 触发 器 来 表示 变量 选择 的 值 。 还 有 一 个 组 件 可 以 传播 这 些 选 择 ， 使 同 
一 变量 在 不 同 地 方 出 现 的 值 都 相同 ， 从 而 保证 了 一 致 性 。 最 后 还 有 一 个 组 件 保 证 限制 条 件 
可 以 被 满足 。 这 些 组 件 的 本 质 会 随 着 不 同 的 目标 问题 而 有 所 不 同 ， 有 时 候 我 们 也 需要 创造 
力 来 根据 每 个 问题 的 特征 来 设计 合适 的 组 件 。 

在 HAMILTON PATH 中 ， 我 们 可 以 很 容易 设计 一 个 选择 构件 〈 见 
图 9. 4): 这 个 简单 的 装置 可 以 令 哈 密 顿 路 径 从 上 面 通过 这 个 子 图 ， 接 着 
选择 左边 或 右边 的 平行 边 ， 从 而 最 终 得 到 一 个 真 值 〈 接 下 来 我 们 会 更 清 
楚 地 了 解 到 , .除了 图 9.4 中 出 现 的 部 分 外 ， 我 们 构造 的 图 中 没有 其 他 的 
平行 边 ) 。 在 证 明 中 的 所 有 图 中 我 们 都 假设 这 个 装置 和 图 的 其 余部 分 都 通 
过 两 个 黑色 的 端点 相连 接 。 这 个 装置 没有 其 他 任何 结 点 连接 图 中 其 余 
部 分 。 

一 致 性 的 保证 可 以 从 图 9. 5a 得 到 。 其 中 最 关键 的 就 是 : 假设 这 个 图 
是 图 G 的 一 个 子 图 ， 通 过 其 中 的 端点 和 图 G 余下 的 部 分 相连 ， 并 且 假 设 图 ?4 选择 构件 
G 有 一 条 哈密 顿 路 径 ， 且 这 条 路 径 的 起 点 和 终点 都 不 在 这 个 子 图 中 。 因 此 这 个 装置 被 一 条 
哈密 顿 路 径 遍 历 的 情况 只 存在 两 种 可 能 ， 即 图 9. 5b 和 ec 中 的 两 种 情况 。 要 证 明 这 个 结论 ， 
我 们 需要 从 这 个 图 的 一 个 端点 开始 按照 一 条 路 径 来 遍历 子 图 ,并且 保证 这 两 种 可 能 带 来 的 
各 种 不 同 的 路 径 都 至 少 有 一 个 结 点 不 在 这 条 路 径 上 。 从 这 里 我 们 也 可 以 发 现 这 个 装置 就 好 
像 是 两 条 独立 的 边 ， 而 在 每 条 哈密 顿 路 径 中 ， 其 中 一 条 边 会 被 遍历 ， 而 另 一 条 边 不 会 被 遍 
历 。 也 就 是 说 ， 我 们 可 以 把 图 9. 5a 中 的 这 个 装置 看 作 一 个 连接 了 图 中 两 条 独立 边 的 “ 异 
或 ” 门 ( 见 图 9. 5d) 。 


图 9.5 一 致 性 构件 


那么 子 句 呢 ? 我 们 怎样 才能 把 那些 限 
制 条 件 用 哈密 顿 路 径 的 方式 来 表示 出 来 ? 
这 里 我 们 仍然 使 用 三 角形 这 种 装置 ， 每 一 
边 表示 子 句 中 的 一 个 文字 ， 见 图 9.6。 这 
个 装置 是 这 样 工 作 的 : 假设 使 用 我 们 的 选 
择 和 一 致 性 装置 ， 我 们 就 可 以 保证 三 角形 
的 每 条 边 都 能 被 哈密 顿 路 径 遍 历 到 当 且 仅 
当 对 应 的 文字 为 假 。 由 此 至 少 存在 一 个 
文字 为 真 : 否则 三 角形 的 三 条 边 都 会 被 
遍历 到 ， 因 此 所 谓 的 哈密 顿 路 径 也 就 不 
存在 了 。 

显然 ， 现在 我 们 可 以 把 所 有 的 部 分 都 
拼 在 一 起 〈 见 图 9.7)。 图 G 中 包含 了 选择 图 9.6 限制 构件 
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构件 的 个 副本 ， 以 串联 形式 连接 (这 是 图 中 右边 部 分 ， 链 的 第 一 个 结 点 称 为 1 )。 图 中 还 
有 mw 个 三 角形 ， 每 个 三 角形 对 应 一 个 子 句 ， 三 角形 的 一 条 边 对 应 子 句 的 一 个 文字 (图 中 左 
半 部 分 )。 如 果 一 条 边 代 表 文 字 x;， 则 这 条 边 通 过 一 个 异 或 构件 和 对 应 zi 的 选择 子 图 中 值 
为 真 的 边 相 连 (因此 如 果 那 条 边 没 被 遍历 ， 则 这 条 边 会 被 遍历 )。 一 xz; 对 应 的 边 和 值 为 假 
的 边 相连 (每 个 值 为 真 或 假 的 边 可 能 通过 异 或 和 多 条 三 角形 的 边 相 连 ， 如 图 9.7 所 示 ， 这 些 
异 或 门 相 邻 地 排列 在 一 起 )。 最 后 ， 三 角形 中 的 3m 个 结 点 、 选 择 构件 链 的 最 后 一 个 结 点 以 及 
一 个 新 的 项 点 3 和 所 有 可 能 的 边 相 连 ， 形 成 了 一 个 巨大 的 团 (clique); 结 点 3 和 男 一 个 独立 
的 结 点 2 相连 《最 后 这 个 特征 可 以 令 证 明 更 简单 ) 。 现 在 我 们 完成 了 R(g%) 的 所 有 构造 。 

接 下 来 我 们 证 明 图 中 包含 一 个 哈密 顿 路 径 当 且 仅 当 % 存在 一 个 可 满足 的 真 值 指派 。 假 
设 存在 这 样 一 个 哈密 顿 路 径 。 这 条 路 径 的 两 个 结 点 的 度 必 然 都 为 1， 即 结 点 1 和 结 点 2， 
因此 我 们 可 以 假设 这 条 路 径 从 结 点 1 开始 〈 见 图 9.7)。 从 结 点 1 开始 ， 这 条 路 径 必须 遍历 
选择 构件 第 一 个 变量 的 两 条 平行 边 中 的 一 条 。 此 外 ， 所 有 蜡 或 边 要 以 图 9. 5b 或 c 的 形式 
来 遍历 。 在 遍历 了 异 或 边 之 后 ， 这 条 路 径 将 会 继续 遍历 ， 最 终 使 得 整个 选择 构件 链 都 会 被 
遍历 到 。 根 据 这 部 分 的 哈密 顿 路 径 我 们 也 可 以 得 到 一 个 真 值 指派 ， 称 为 了。 之 后 ， 哈 密 顿 
路 径 以 一 定 的 顺序 继续 遍历 三 角形 ， 最 后 达到 结 点 2。 

现在 我 们 证 明 工 可 以 满足 8%。 在 证 明 中 ,由 于 所 有 的 异 或 构件 都 以 图 9. 5b 或 c 的 形 
式 来 遍历 ， 所 以 其 实 它们 就 像 是 连接 所 有 独立 边 的 异 或 。 因 此 ， 一 个 文字 对 应 的 三 角形 的 
边 被 侦 历 到 当 且 仅 当 这 个 文字 值 为 假 。 由 此 可 以 得 到 不 存在 一 个 子 句 使 得 所 有 三 个 文字 的 
值 都 为 假 ， 因 此 $ 可 以 被 满足 。 





@ 所 有 这 些 结 点 都 连接 在 一 个 大 团 中 。 
图 9.7 从 3SAT 到 HAMILTON PATH 的 归 约 


下 9 了 
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相反 ， 假 设 存 在 一 个 真 值 指派 工 满足 上 。 我 们 可 以 找到 RCg) 的 哈密 顿 路 径 。 这 个 哈 
密 顿 路 径 从 结 点 1 开始 ， 先 遍历 所 有 选择 链 ， 选 择 每 个 变量 在 中 真 值 所 对 应 的 边 。 完 成 
这 部 分 后 ， 余 下 的 图 就 是 一 个 巨大 的 团 ， 包含 了 很 多 长 度 小 于 等 于 2 的 点 、 不 相交 的 、 需 
要 被 遍历 的 路 径 。 由 于 所 有 可 能 的 边 都 存在 ， 所 以 我 们 可 以 很 容易 地 把 这 些 路 径 拼 在 一 
起 ， 从 而 完成 一 条 终止 于 结 点 3 和 结 点 2 的 哈密 顿 路 径 。 口 

推论 TSP(D) 是 NP 完全 的 。 

证 明 : 我 们 可 以 从 HAMILTON PATH 来 归 约 。 给 定 一 个 图 G 和 个 结 点 ， 我 们 设 
计 一 个 距离 矩阵 di,; 和 预算 B 使 得 存在 一 个 长 度 小 于 等 于 B 的 回路 当 且 仅 当 G 包含 一 条 哈 
密 顿 路 径 。 已 知 存在 个 城市 ， 每 个 城市 在 图 中 由 一 个 结 点 来 表示 。 如 果 G 中 存在 一 条 边 
[i, 站 ， 则 两 个 城市 i 和 j 之 间 的 距离 为 1; 否则， 为 2。 最 后 ,我们 令 B= 二 n 十 1。 余 下 的 
证 明 我 们 留 给 读者 来 完成 。 口 

假设 我 们 要 用 种 颜色 给 一 个 图 的 所 有 结 点 来 “着 色 ”， 使 得 没有 两 个 相 邻 的 结 点 具 
有 相同 的 颜色 。 这 个 经 典 的 问题 也 成 为 k-COLORING。 当 =2 时 ， 这 个 问题 可 以 很 容易 
解决 (见习 题 1. 4. 5)。 当 上 ==3 时 ,问题 就 完全 变 了 ， 通常: 

定理 9.8 3-COLORING 是 NP 完全 的 。 

证 明 : 这 个 证 明 可 以 从 NAESAT 问题 简单 地 归 约 得 到 。 给 定 一 组 子 句 Ci，…，,Cn， 
每 个 子 句 包含 三 个 文字 ， 所 有 的 变量 为 zi,…,zn， 判 断 是 否 存在 一 个 真 值 指派 使 得 不 存 
在 任意 子 句 满足 所 有 文字 都 为 真 或 所 有 文字 都 为 假 。 

我 们 构造 一 个 图 G， 并 且 证 明 这 个 图 可 以 用 三 种 颜色 0、1、2 来 着 色 ， 当 且 仅 当 所 有 
子 句 可 以 取 不 同 的 值 。 这 里 三 角形 还 是 起 到 了 重要 的 作用 : 一 个 三 角形 的 结 点 就 需要 使 用 
所 有 三 种 颜色 。 因 此 ， 在 我 们 的 图 中 ， 每 个 变量 zx; 都 有 一 个 对 应 的 三 角形 [La,zi, 了 xz;]， 
a 是 所 有 这 些 三 角形 共享 的 结 点 ( 它 是 图 9.8 中 最 上 方 的 标记 为 颜色 “2” 的 结 点 )。 

每 个 子 句 Ci 用 一 个 三 角形 [Ca ,Ciz Ca] 来 表示 〈 见 图 9. 8 的 最 下 方 )。 最 后 ， 每 个 
Cj 和 对 应 子 句 C; 的 第 j 个 文字 相连 。 由 此 我 们 完成 了 整个 图 的 构造 〈 见 图 9. 8 ) 。 

接 下 来 我 们 证 明 G 可 以 用 颜色 0、1、2 
来 着 色 ， 当 且 仅 当 给 定 的 NAESAT 实例 是 
可 满足 的 。 首 先 ， 我 们 假设 这 个 图 是 3 可 着 
色 的 。 假设 结 点 a 的 颜色 为 2 (有 需要 ， 我 
们 可 以 改变 颜色 的 名 称 )， 因 此 对 每 个 结 点 i 
来 说 ，zi 和 一 x; 中 一 个 着 色 为 1， 一 个 着 色 
为 0。 如 果 zi; 着色 为 1， 则 我 们 认为 这 个 变 
量 取 值 为 真 ， 否 则 这 个 变量 取 值 为 假 。 那 么 
如 何 给 子 句 所 对 应 的 三 角形 来 着 色 呢 ?如果 
一 个 子 句 的 所 有 文字 都 为 真 ， 则 对 应 的 三 角 
形 必然 不 能 着 色 ， 因 为 颜色 1 不 能 被 使 用 ， 
因此 这 样 的 图 不 是 3 可 着 色 的 。 同 样 ， 如 果 一 个 子 句 的 所 有 文字 都 为 假 也 不 是 3 可 着 色 
的 。 由 此 我 们 完成 了 一 个 方向 的 证 明 。 

现在 来 证 明 另 一 个 方向 ， 假 设 存 在 一 个 可 满足 的 真 值 指 派 (对 于 NAESAT 问题 )。 我 
们 用 颜色 2 来 给 结 点 a 着 色 ， 并 用 变量 的 真 假 赋值 来 给 变量 三 角形 着 相应 的 颜色 。 对 于 任 
意 的 子 句 来 说 ,我 们 可 以 这 样 来 给 对 应 的 子 句 三 角形 着 色 : 我 们 选择 两 个 真 值 为 相反 数 的 





图 9.8 归 约 为 3-COLORING 
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文字 (由 于 子 句 是 可 满足 的 ， 所 以 一 定 存在 这 两 个 文字 )， 并 用 可 用 的 颜色 0、1 来 给 这 两 
个 文字 对 应 的 结 点 着 色 (如 果 文 字 为 真 则 用 0 来 着 色 ; 如 果 文 字 为 假 则 用 1 来 着 色 )， 之 
后 我 们 给 第 三 个 文字 对 应 的 结 点 着 色 2。 加 


9.4 集合 和 数字 


我 们 可 以 这 样 来 概括 1. 2 节 中 的 二 分 图 : 假设 给 定 三 个 集合 B、G 和 互 〈 代 表 男 孩 、 
女孩 和 家 )， 每 个 集合 都 包含 了 7 个 元 素 ， 以 及 一 个 三 元 关系 TSEBXxGx 互 。 我 们 要 找到 
全 中 的 n 个 三 元 组 的 集合 ， 使 得 其 中 没有 任何 两 个 三 元 组 有 相同 的 元 素 一 一 也 就 是 说 ， 每 
个 男孩 都 和 一 个 不 同 的 女孩 匹配 ， 每 对 匹配 的 男女 对 应 一 个 自己 的 家 。 我 们 称 这 个 问题 为 
TRIPARTITE MATCHING。 

定理 9.9 TRIPARTITE MATCHING 是 NP 完全 的 。 

证 明 : 我 们 从 3SAT 归 约 到 TRIPARTITE MATCHING。 基 本 的 组 成 部 分 是 选择 和 
一 致 性 构件 的 一 个 组 合 ， 见 图 9.9 (其 中 R 的 三 元 组 用 三 角形 来 表示 )。 公 式 中 的 每 个 变 
量 工 都 有 一 个 对 应 的 装置 。 它 包含 了 个 男孩 、& 个 女孩 “〈 形 成 了 一 个 2 长 的 环 ) 和 2 
个 家 ， 其 中 是 公式 中 zz 出 现 的 次 数 或 者 一 x 出 现 的 次 数 中 较 大 的 一 个 数 (在 图 9.9 中 ， 
k 二 4。 在 性 质 9. 3 中 我 们 假设 k= 二 2)。$ 中 z 或 了 -zx 的 每 次 出 现 都 用 一 个 hi 来 表示 ， 但 
是 ， 如 果 zx 和 一 zx 在 8 中 的 出 现 次 数 不 相 同 ， 则 有 些 h; 对 应 的 出 现 次 数 为 0。 我 们 让 
hzi-1(i 二 1,…,k) 代表 工 的 出 现 次 数 ，hzi(i 二 1,…,k&) 代表 一 xz 的 出 现 次 数 。 除 了 图 中 
所 有 显示 的 三 元 组 , 有 个 男孩 和 有 个 女孩 不 参与 其 他 任何 R 中 的 三 元 组 。 因 此， 如 果 一 
个 匹配 存在 ， 则 6; 或 者 和 g;、hzi; 匹 配 ， 或 者 和 g;-1 (当主 1 时 为 g)、hzi-1 匹 配 ,， 其 
中 i 二 1,…,k&。 上 述 的 第 一 种 匹配 意味 着 T(z) 为 真 ， 第 二 种 匹配 意味 着 T(x) 为 假 。 
值得 注意 的 是 ， 这 个 装置 使 得 当 变 量 x 选择 了 一 个 值 后 ， 它 在 其 他 地 方 出 现时 的 取 值 都 
能 够 保证 一 致 性 。 

对 于 子 句 的 限制 可 以 这 样 来 表示 : 对 于 每 个 子 
句 c， 我 们 有 对 应 的 男孩 5 和 女孩 g。6b 和 g 只 属于 
唯一 的 三 元 组 (5,g,h)， 其 中 及 包括 分 别 对 应 于 子 
名 < 中 三 个 文字 的 3 个 家 。 这 个 想法 就 是 ， 如 果 三 
个 家 中 存在 一 个 已 经 赋值 但 未 被 匹配 ， 则 意味 着 其 
值 为 真 ， 因 此 c 可 以 被 满足 。 如 果 c 所 有 三 个 文字 
值 都 为 假 ， 则 5 和 g 不 能 够 和 任意 的 家 匹配 。 

由 此 我 们 完成 了 整个 构造 过 程 ， 除 了 还 有 一 个 
细节 就 是 : 即使 在 这 个 实例 中 男孩 和 女孩 的 人 数 是 
相同 的 ， 家 的 数量 比 两 者 都 多 。 如 果 有 m 个 子 句 ， 
意味 着 变量 一 共有 3m 次 出 现 次 数 ， 这 也 就 意味 着 
家 的 数量 互 至 少 为 3m (对 于 每 个 变量 来 说 ， 家 的 
数量 至 少 为 其 出 现 的 次 数 )。 从 另 一 方面 来 说 ， 选 
择 和 一 致 性 构件 中 有 互 /2 个 男孩 ， 另外 有 mH/3 在 限制 部 分 ， 因 此 实际 上 男孩 的 数量 比 
家 的 数量 小 。 假 设 家 的 数量 比 男孩 (以 及 女孩 ) 的 数量 多 了 !， 这 个 值 可 以 通过 给 定 的 
3SAT 来 计算 得 到 。 现 在 我 们 可 以 很 容易 解决 这 个 问题 我 们 再 引入 4 个 男孩 和 4 个 女孩 





图 9.9 选择 - 一 致 性 构件 
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(因此 男孩 、 女 孩 以 及 家 的 数量 就 相等 了 )。 第 i 个 女孩 和 第 i 个 男孩 以 及 各 自 的 家 参与 到 
| 五 | 个 三 元 组 中 。 换 言 之 ， 这 些 我 们 额外 加 入 的 2 对 男女 非常 有 用 ， 可 以 和 任意 没有 匹配 
的 家 相 匹 配 ， 从 而 完成 整个 匹配 。 

我 们 省 略 以 下 的 正式 证 明 ; 一 个 三 方 匹配 存在 当 且 仅 当 原始 的 布尔 表达 式 能 够 被 
满足 。 

关于 集合 还 有 很 多 其 他 有 趣 的 问题 ， 我 们 接 下 来 会 慢 慢 介绍 。 在 SET COVERING 
中 ， 我 们 给 定 有 限 集合 U 的 一 组 子 集 下 二 Si1，,…,S,， 以 及 预算 B。 我 们 需要 找到 下 中 的 B 
个 集合 ， 满 足 这 些 集合 的 并 集 为 U。 在 SET PACKING 中 ， 给 定 集 合 U 的 一 组 子 集 以 及 
目标 值 K， 这 次 我 们 要 判断 在 这 组 子 集 中 是 否 存 在 K 个 不 相交 的 集合 。 在 EXACT 
COVER BY 3-SETS 问题 中 ， 给 定 集合 U 的 一 组 子 集 下 二 S11，…,S,， 且 对 于 任意 的 整数 
m，|U| 二 3m， 对 于 所 有 的 i，|Si| 二 3。 我 们 需要 判断 下 中 是 否 存在 m 个 不 相交 的 集合 使 
得 其 并 集 为 U。 

通过 指出 以 上 这 些 问 题 都 是 TRIPARTITE MATCHING 的 一 般 化 情况 ,我 们 可 以 证 
明 这 些 问 题 都 是 NP 完全 的 。EXACT COVER BY 3-SETS 问题 可 以 很 直接 地 转换 过 来 。 
由 于 集合 U 可 以 被 分 为 三 个 相等 的 集合 B、G 入 ,使 得 下 中 的 每 个 集合 都 分 别 包 含 了 
这 个 三 个 集合 中 的 一 个 文字 ， 所 以 TRIPARTITE MATCHING 只 是 一 种 特殊 情况 。 接 下 
来 我 们 可 以 看 到 当 存 在 3m 个 文字 ， 且 下 中 的 所 有 集合 都 包含 了 三 个 文字 ， 预 算 值 为 m 
时 ，EXACT COVER BY 3-SETS 问题 就 变 成 了 SET COVERING 问题 的 一 种 特殊 情况 。 
SET PACKING 类 似 。 

推论 EXACT COVER BY 3-SETS、SET COVERING 和 SET PACKING 都 是 NP 
完全 的 。 

INTEGER PROGRAMMING 需要 判断 一 个 给 定 的 包含 了 个 变量 和 整数 系数 的 线性 
不 等 式 组 是 否 存在 整数 解 。 我 们 已 经 看 过 很 多 关于 这 个 问题 是 NP 完全 的 解释 : 以 上 所 有 
我 们 遇 到 的 问题 都 可 以 简单 地 用 一 组 整数 的 线性 不 等 式 来 表示 。 例 如 ，SET COVERING 


























可 以 用 以 下 的 不 等 式 来 表示 : Az 宇 1， Sine B, 0 委 zxi 苇 1， 其 中 每 个 襄 是 一 个 0=1 变 


量 ， 即 当 且 仅 当 5; 在 集合 中 时 为 1， 二 是 一 个 矩阵 ， 每 一行 的 元 素 为 这 些 集合 的 位 向 量 ， 
1 为 所 有 文字 都 为 1 的 列 向 量 ，B 为 这 个 实例 的 预算 。 二 INTEGER PROGRAM- 
MING 问题 是 NP 完全 的 (最 困难 的 地 方 是 证 明 这 个 问题 是 属于 NP 的 ， 见 本 章 最 后 的 注 
释 )。 相 反 ， 如 果 上 述 问题 去 掉 了 解 必须 为 整数 的 限制 条 件 ， 就 得 到 了 LINEAR PRO- 
GRAMMING, 它 是 属于 P 了 的 ( 见 问题 9. 5. 34 的 讨论 ) 。 

接 下 来 我 们 来 看 INTEGER PROGRAMMING 的 一 个 特殊 情况 。 背 包 问 题 主 要 研究 
以 下 的 情况 : 从 nn 个 物品 中 选择 几 件 物品 。 假 设 物品 i 的 价值 为 v;:， 权 重 为 rw (两 者 都 为 
正 整 数 )。 我 们 选择 的 物品 的 权重 和 最 多 不 能 超过  _,， 0 


0 06 "0 0 

WW。 我 们 希望 在 不 重复 选择 以 及 所 选 物品 的 权重 和 11100109000900909000 

不 超过 WW 的 情况 下 可 以 最 大 化 所 选 物品 的 价值 和 。 | 

也 就 是 说 ， 我 们 要 找到 一 个 子 集 SES{1,…,n} 使 得 0000010000110 

要 ny 0 On,00 人 8 

2 三 W ,上 且 vi 尽 可 能 地 大 。 在 这 个 问题 的 二 
判定 版 本 中 ， 称 为 KNAPSACK ， 我 们 也 有 一 个 目 图 9.10 归 约 至 KNAPSACK 
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标 玉 ， 我 们 希望 找到 一 个 子 集 SC{1,…,n) 使 得 > wii 过 了 友 且 >yoi 之 天。 
1EGS i€ES 

定理 9.10 KNAPSACK 是 NP 完全 的 。 

证 明 : 这 个 问题 同样 也 可 以 通过 增加 限制 条 件 来 帮助 证 明 是 NP 完全 的 。 所 以 我 们 研 
究 KNAPSACK 的 一 个 特殊 情况 ， 即 对 于 所 有 的 i, vi 一 wi 且 K 二 WW。 也 就 是 说 ， 给 定 一 
组 n 个 整数 ww ,… ,xw,， 我 们 希望 找到 一 个 子 集 使 得 所 有 子 集中 的 整数 和 为 K。 这 个 简单 
的 数值 问题 是 NP 完全 的 。 

我 们 从 EXACT COVER BY 3-SETS 来 归 约 。 给 定 EXACT COVER BY 3-SETS 的 一 
个 实例 {Si ,…,S,)}， 我们 要 判断 在 这 些 集 合 中 是 否 存在 不 相交 的 集合 可 以 覆盖 集合 U= 
人 1,2,…，,3m})。 我 们 把 给 定 的 集合 看 作 位 向 量 {0,1)”。 这 样 的 向 量 也 可 以 看 作 二 进 制 的 
整数 ， 而 集合 的 并 就 好 像 整数 相 加 〈 见 图 9. 10)。 我 们 的 目标 是 要 找到 这 些 整 数 的 一 个 子 
集 使 得 其 和 为 K 二 23™ 一 1 (全 为 1 的 向 量 对 应 于 全 集 )。 似 乎 我 们 的 归 约 已 经 完成 了 。 

但 在 这 个 归 约 中 存在 一 个 “漏洞 ?>: 二 进 制 整数 的 相 加 与 集合 的 求 并 是 不 同 的 ， 因 为 
存在 进位 。 举 例 来 说 ，3 十 5 十 7 二 15 在 位 向 量 的 形式 为 0011 十 0101 十 0111 王 1111。 但 对 应 
的 集合 {3,4}、{2,4》 和 {2,3,4} 是 相交 的 ， 且 它们 的 并 集 也 不 是 (1,2,3,4}。 这 个 问题 还 
有 一 个 简单 聪明 的 方法 : 我 们 把 这 些 向 量 当 作 基 数 为 n 十 1 而 不 是 2 的 整数 。 也 就 是 说 ， 集 


合 Si 变 成 了 wi = 》) (n 十 1)3wji。 由 于 现在 这 些 数 的 加 法 中 直到 n 都 不 会 有 任何 进位 ， 所 以 
jE€S, 
3m—1 


显然 存在 这 些 数 的 一 个 集合 ， 其 和 为 一 >) (n 十 1) 当 且 仅 当 {Si,S:，…,S,) 中 存在 一 


个 精确 覆盖 。 口 

伪 多 项 式 算 法 和 强 NP 完全 

根据 定理 9. 10,， 下 面 的 结论 就 似乎 侥 有 趣味 了 。 

性 质 9.4 KNAPSACK 的 任何 实例 都 可 以 在 O(nW) 的 时 间 内 解 山 ， 其 中 为 物品 
的 数量 ，W 为 权重 的 上 界 。 

证 明 : 定义 VCw, i 为 前 i 个 物品 中 ， 被 选中 物品 的 权重 之 和 小 于 或 等 于 ww，i 王 0， 
1，…，73 Ww 二 0，1]，…，W 时 ， 可 以 取得 的 最 大 价值 。 可 以 很 容易 看 到 VC(w,i) 表格 的 
nW 个 值 可 以 按照 和 w 的 递增 顺序 ， 且 每 个 值 的 计算 只 需要 常数 次 来 计算 : 对 0<i<n 
和 0 二 w 三 W 


Vlw, i) = max(V(w, i—1),voT+ Vw— wi—1) www) 
开始 ， 我 们 令 初 值 V(w,0) 二 V(0, 引 = 二 0 (对 于 所 有 的 i，w)。 最 后 ,一 个 背包 问题 的 
实例 取 值 为 “是 ” 当 且 仅 当 整个 表格 中 存在 一 个 值 大 于 或 等 于 目标 值 K。 口 


显然 ， 性 质 9. 4 并 不 能 证 明 P 了 二 NP (因此 ,继续 往 下 读 )。 这 个 算法 并 不 是 多 项 式 时 
间 的 ， 因 为 它 的 时 间 界 nW 并 不 是 输入 的 多 项 式 函 数 : 输入 的 长 度 大 约 为 nlogW 。 我 们 在 
1. 2 节 中 尝试 MAX FLOW 算法 时 已 经 见 过 这 个 形式 了 ，MAX FLOW 问题 所 需要 的 时 间 
也 是 输入 参数 的 多 项 式 形式 (但 不 是 对 数 ， 通 常 是 准确 的 计算 值 )。 这 些 “ 伪 多 项 式 ” 算 
法 不 只 给 人 带 来 很 多 疑惑 ， 同 时 也 带 来 很 多 真正 有 帮助 的 结果 ( 见 13. 1 节 )。 

关于 伪 多 项 式 算法 ， 把 背包 问题 和 本 章 中 已 经 证 明 的 NP 完全 问题 一 一 SAT、MAX 
CUT、TSP(D)、CLIQUE、TRIPARETITE MATCHING、HAMILTON PATH 等 这 些 
问题 区 分 开 来 是 很 有 意义 的 。 后 面 的 这 些 问题 都 是 通过 构造 多 项 式 的 小 整数 的 归 约 来 证 明 


202 


203 








204 








128 免 三 部 分 PP 和 和 NP 








NP 完全 的 。 而 对 于 CLIQUE 和 SAT 来 说 ， 由 于 其 中 的 整数 只 是 作为 结 点 的 名 称 和 变量 
的 索引 ， 所 以 这 是 显然 的 (整数 不 会 很 大 )。 即 使 对 于 TSP(D) 而 言 ， 数 字 虽 然 作为 城市 
间 的 距离 起 到 了 一 个 重要 的 作用 ,但 我 们 只 需要 不 超过 2 的 距离 来 建立 NP 完全 ( 见 定 理 
9. 7 中 推论 的 证 明 )S 。 相 反 ， 在 KNAPSACK 的 NP 完全 证 明 中 ,我们 需要 在 归 约 中 构造 
指数 级 的 整数 。 

如 果 任 何 长 度 为 n 的 实例 在 限制 至 多 包含 p(n) (多 项 式 ) 个 整数 的 情况 下 问题 仍然 
为 NP 完全 的 ， 则 这 个 问题 是 强 NP 完全 的 。 在 本 章 中 我 们 见 过 的 所 有 NP 完全 问题 ， 除 
了 KNAPSACK 外 ， 都 是 强 NP 完全 的 。 所 以 所 有 这 些 问题 ,只 有 KNAPSACK 可 以 用 伪 
多 项 式 算法 来 解决 ， 这 当然 不 是 一 个 巧合 : 我 们 需要 澄清 的 是 ， 强 NP 完全 问题 是 没有 伪 
多 项 式 算 法 的 ， 除 非 P=NP ( 见 问题 9. 5. 31) 。 

我 们 用 一 个 有 趣 的 例子 来 结束 本 章 ; 一 个 包含 了 很 多 数字 ， 比 KNAPSACK 简单 一 
些 ， 但 却 为 强 NP 完全 的 问题 。 

BIN PACKING: 给 定 N 个 正 整数 aiyaz,…,aNw (所 有 物品 )， 以 及 两 个 整数 C 〈 容 
量 ) 和 BB (箱子 的 数量 )。 我 们 要 问 的 是 这 些 数字 属 否 能 够 被 分 为 B 个 集合 ， 每 个 集合 容 
量 和 至 多 为 C。 

定理 9.11 BIN PACKING 是 NP 完全 的 。 

证 明 : 我 们 从 TRIPARTITE MATCHING 归 约 到 这 个 问题 。 给 定 一 个 男孩 的 集合 
B 二 (61,62,… ,bn}， 一 个 女孩 的 集合 G 二 {gi1 ,8g2，… ,gn}， 一 个 家 的 集合 H= {hi ,hz ,…， 
让》 以 及 一 个 三 元 组 T= 二 {4 ,… ,tn} 己 BXGX 玉 。 我们 判断 工 中 是 否 存 在 n 个 三 元 组 ， 使 
得 每 个 男孩 、 每 个 女孩 以 及 每 个 家 都 被 这 ?个 三 元 组 中 的 一 个 所 包含 。 

我 们 构造 的 BIN PACKING 实例 包含 了 N= 二 4m 个 物品 每 个 三 元 组 ， 以 及 三 元 组 
中 的 男孩 、 女 孩 和 家 都 有 一 个 对 应 的 物品 。 举 例 来 说 ， 对 应 于 bi 每 次 出 现 的 物品 可 以 用 
[1],61[2],…,b1LN(61)] 来 表示 ， 其 中 NCb1) 是 玉 在 三 元 组 中 出 现 的 次 数 。 其 他 男孩 、 
女孩 或 家 也 是 相似 的 。 对 应 于 三 元 组 的 物品 用 tj; 来 表示 。 

这 些 物 品 的 尺寸 见 图 9. 11。M 是 一 个 非常 大 的 数字 ， 比 如 100n。 值 得 注意 的 是 ， 每 
个 男孩 、 女 孩 和 家 〈 哪 一 个 先 出 现 不 重要 ) 出 现 一 次 时 的 尺寸 和 其 他 出 现 的 尺寸 都 不 相 
同 。 这 次 出 现 也 正 是 其 参与 匹配 的 情况 。 每 个 箱子 的 容量 C 为 40M4 十 15， 刚 好 足够 一 个 
三 元 组 和 其 中 的 三 个 成 员 的 一 次 出 现 情况 (只 要 这 三 个 成 员 都 是 第 一 次 出 现 或 都 不 是 第 一 
次 出 现 )。 一 共存 在 m 个 箱子 和 wm 个 三 元 组 。 





物 品 尺 寸 
男孩 [1] 的 第 一 次 出 现 10M: +iM+1 - 


男孩 4[gqj(g 之 1) 其 他 出 现 的 情况 11M4 十 iMT1 
女孩 si[LI] 的 第 一 次 出 现 10M4 十 jiM2 十 2 





女孩 所 [gj(q>1) 其 他 出 现 的 情况 11M4 十 jiMz 十 2 
家 hx[1] 的 第 一 次 出 现 10M4 十 EM 十 4 
家 从 [g]j(q>1) 其 他 出 现 的 情况 8M4 十 EM3S 十 4 
三 元 组 (biygjyshi) ET 10M: + 8—iM—jM? —EM: 











图 9.11 BIN PACKING 中 的 物品 





日 ”否则 ， 如 果 这 些 问 题 实例 中 的 数字 都 是 用 一 元 来 表示 的 ， 即 使 是 这 种 非常 浪费 的 表示 法 ， 整 个 实例 的 大 小 也 
只 是 扩大 了 多 项 式 的 倍数 ， 因 此 归 约 仍然 有 效 ， 即 这 些 问 题 仍 保持 NP 完全 。 
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假设 存在 一 种 方法 可 以 把 这 些 物品 放 入 m 个 箱子 中 。 需 要 注意 的 是 所 有 物品 的 和 为 
mC (也 就 是 所 有 箱子 的 总 容量 )， 因 此 所 有 的 箱子 必须 正好 都 是 满 的 。 我 们 考虑 其 中 的 一 
个 箱子 。 这 个 箱子 至 少 包 含 了 4 个 物品 (证明; 所 有 物品 的 尺寸 都 在 整个 箱子 容量 的 
1/5~1/3 之 间 )。 由 于 所 有 物品 的 和 对 M 取 余 为 15 (C mod M=15)， 而 从 1,2,4,8 (这 
些 都 是 所 有 物品 尺寸 的 余数 ， 见 图 9. 11) 中 选 出 4 个 数字 (可 以 重复 ) 来 表示 15 只 有 一 种 
方法 ， 所 以 箱子 中 必须 包含 一 个 对 应 于 8 mod M 三 元 组 ,假设 这 个 三 元 组 为 (bi ,gj ,hs)， 以 
及 一 个 男孩 bx 、 一 个 女孩 .gy 和 一 个 家 hy ， 分 别 对 应 于 1 mod 15、2 mod 15 和 4 mod 15。 
由 于 和 对 于 M? 取 余 也 为 15， 所 以 我 们 有 (i 一 让 。M 十 15 二 15 mod M? ， 因 此 i 二 i 。 同 
样 ， 通过 和 对 M3 取 余 的 公式 我 们 可 以 得 到 7) 二 六 ， 以 及 对 Mt 取 余 可 以 得 到 k 二 有 。 因 此 ， 
每 个 箱子 都 包含 了 一 个 三 元 组 1 二 (bi;,gj ,hs) 和 对 应 的 bi、gj、hz 的 出 现 。 此 外 ， 所 有 这 三 
者 的 出 现 或 者 都 是 第 一 次 出 现 , 或 者 都 不 是 第 一 次 出 现 一 一 否则 就 不 能 得 到 40M: 这 个 目 
标 值 。 因 此 ， 存 在 个 箱子 只 包含 了 第 一 次 出 现 的 情况 ， 这 些 箱子 中 的 n 个 三 元 组 形成 了 
一 个 三 方 匹配 。 

相反 ， 如 果 存 在 这 样 一 个 三 方 匹配 ， 我 们 就 可 以 通过 把 每 个 三 元 组 和 其 中 成 员 的 出 现 
相 匹 配 , 保证 匹配 中 的 三 元 组 可 以 得 到 所 有 三 个 成 员 的 第 一 次 出 现 ， 从 而 把 所 有 物品 都 放 
入 mm 个 箱子 中 。 证 明 完 毕 。 吕 

需要 注意 的 是 ， 这 个 归 约 中 构造 的 数字 都 是 多 项 式 数 量 级 的 一 一 O(|x1*)， 其 中 是 
TRIPARTITE MATCHING 中 的 原始 实例 。 因 此 ，BIN PACKING 是 强 NP 完全 的 : BIN 
PACKING 的 任意 伪 多 项 式 算法 都 会 给 TRIPARTITE MATCHING 问题 带 来 一 个 多 项 式 
算法 ， 即 意味 着 P= 二 NP。 

对 于 归 约 到 那些 数字 起 了 非常 重要 作用 的 问题 来 说 ，BIN PACKING 是 一 个 很 好 的 起 
点 , 但 和 KNAPSACK 不 同 的 是 (至 少 就 我 们 目前 所 知道 的 ) 它 是 强 NP 完全 的 。 


9.5 注解 、 参 考 文献 和 问题 


9.5. 1 本 章 中 的 很 多 NP 完全 结论 的 证 明 都 是 在 
oR. M. Karp. “Reducibility among combinatorial problems,” pp. 85-103 in Complezxity of Computer- 
Computations, edited by J. W. Thatcher and R. E. Miller, Plenum Press, New York, 1972. 

这 是 一 篇 上 有 很 大 影响 力 的 论文 ， 它 揭示 了 NP 完全 领域 (以 及 其 在 组 合 优化 中 的 重要 性 ) 的 真正 
范围 。 我 们 可 以 在 这 篇 论文 中 找到 定理 9.3、 定 理 9.7、 定 理 9.8 和 定理 9. 9 的 证 明 以 及 习题 9. 5. 7 和 习 
题 9. 5. 12 中 的 NP 完全 结论 。 下 面 这 本 书 则 记录 了 关于 NP 完全 的 具体 内 容 。 9 

© M. R. Garey and D. S. Johnson Computers and Intractability: A Guide to the Theory of NP-completeness, 





Freeman, San Francisco, 1979. 

这 本 书包 含 了 数 百 个 NP 完全 问题 ， 出 版 于 1979 年 ， 但 现在 仍然 是 这 个 领域 中 一 本 很 重要 的 参考 书 
(也 是 众多 NP 完全 证 明 书 籍 中 值得 翻阅 的 一 本 好 书 )。 此 外 ，David Johnson 那 本 关于 NP 完全 和 复杂 性 
的 后 续 评 论 也 是 一 本 好 的 补充 参考 文献 ， 

oD. S. Johnson. “The NP-completeness column: Anon-going guide,” J. of Algorithms, 4, 1982. 

性 质 9.1 中 从 “凭证 ”的 角度 关于 NP 的 描述 在 Jack Edmonds 的 文章 中 已 经 隐 含 了 〈( 见 参考 文献 
1 时 .7 和 

9. 5.2 问题 : 给 定 一 个 从 SAT 问题 到 3SAT 问题 的 直接 归 约 (也 就 是 说 ， 给 定 一 个 至 少 包含 了 三 个 
文字 的 子 句 ， 如 何 重 写 这 个 子 句 使 其 变 成 等 价 的 三 个 文字 的 子 句 集 ， 可 以 试 着 使 用 额外 的 辅助 变量 )。 

9.5.3 问题 : 证 明 3SAT 问题 的 其 中 一 个 版 本 ， 即 当 每 个 子 句 都 正好 包含 一 个 赋值 为 真 的 文字 而 
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不 是 至 少 有 一 个 文字 赋值 为 真 ) 时 ， 也 称 ONE-IN-THREE SAT 是 NP 完全 的 (事实 上 ， 即使 所 有 的 文 
字 都 为 真 也 是 NP 完全 的 。 见 定理 9. 9 关于 EXACT COVER BY 3-SATS 的 推论 ) 。 

9.5.4 问题 : (a) 证 明 SAT 的 特例 ， 当 每 个 变量 都 只 出 现 两 次 的 问题 是 属于 了 的 。 

事实 上 ， 还 有 下 面 更 强 的 性 质 : 

(b) 证 明 3SAT 问题 的 限制 情况 (每 个 子 句 中 正好 包含 了 三 个 不 重复 的 文字 );， 当 每 个 变量 至 多 只 能 
出 现 三 次 是 属于 了 的 (考虑 一 个 二 分 图 ， 其 中 子 句 代 表 男 孩 ， 变 量 代表 女孩 , 边 代表 出 现 的 情况 3 。 用 
习题 9. 5. 25 来 证 明 这 样 的 匹配 总 是 存在 的 )。 

9.5.5 问题 : 证 明 3SAT 的 一 个 版 本 ， 即 每 个 子 句 中 的 三 个 变量 都 不 相同 的 问题 是 NP 完全 的 。 要 
保证 这 个 结果 ， 每 个 子 句 中 不 相同 的 变量 数 的 最 小 值 是 多 少 ? 

9. 5.6 问题 : 证 明 SAT 的 特例 ， 当 每 个 子 句 为 Horn 子 句 或 者 只 包含 两 个 文字 时 是 NP 完全 的 〈 换 
言 之 ，SAT 问题 的 不 同 多 项 式 特例 并 不 能 很 好 地 混合 在 一 起 )。 

9.5.7 问题 : DOMINATING SET 问题 指 的 是 给 定 一 个 有 向 图 G 一 (V,E) 和 一 个 整数 K， 间 是 否 
存在 一 个 集合 D， 它 包含 了 个 或 更 少 的 结 点 满足 任意 的 结 点 vK DD 都 存在 一 个 ED 且 (u,v)EE。 证 
明 DOMINATING SET 是 NP 完全 的 (显然 NODE COVER 问题 是 一 个 很 相似 的 问题 ， 从 这 个 问题 开始 ， 
只 需要 进行 局 部 的 简单 替换 就 可 以 了 ) 。 

9.5.8 问题 : 锦标 赛 问 题 (tournament) 指 的 是 给 定 一 个 有 向 图 ， 且 图 中 任意 的 结 点 u 关 v 满足 边 
(u,v) 和 边 《(v,wu) 正好 只 存在 一 条 。 (为 什么 要 这 样 来 起 名 呢 ?) 

(a) 证 明 每 个 包含 了 nn 个 结 点 的 锦标 赛 问 题 都 有 大 小 为 logn 的 一 个 支配 集 (dominatingset) 。 (证 明 
在 任意 的 锦标 赛 问题 中 都 存在 一 个 选手 打败 了 至 少 一 半 的 对 手 。 只 要 把 这 个 选手 加 入 支配 集 即 可 。 除 了 
这 个 选手 还 需要 加 入 什么 呢 ?) 

(b) 证 明 如 果 即 使 这 个 图 满足 锦标 赛 问 题 ，DOMINATING SET 也 是 NP 完全 的 ， 则 NPSTIME 
(nk" logn ) 。 

锦标 赛 问题 的 DOMINATING SET 是 那些 少数 显现 出 “有 限 非 确定 性 ”的 自然 问题 中 的 一 个 。 见 

Oo N，Megiddo and Vishkin. “On finding a minimum dominating set in a tournament, ” Theory. Comp. Sci， 

61 ，pp. 307-316, 1988. 
oC. H. Papadimitriou and M. Yannakakis. “On limited nondeterminism and the complexity of computing the 
V-C dimension,” Proc. of the 1993 Symposium on Structure in Complerity Theory. 

9.5.9 问题 : (a) 证 明 INDEPENDENT SET 在 平面 图 上 仍然 是 NP 完全 的 (如 何在 不 改变 问题 基 
本 特性 的 情况 下 把 相交 的 边 蔡 换 掉 。 另 外 见 问题 9. 5. 16) 。 

Cb) 以 下 哪个 问题 和 INDEPENDENT SET 最 相关 ， 且 在 平面 图 的 特殊 情况 下 仍然 是 NP 完全 的 ? 
(CD NODE COVER; (ii) CLIQUE; (iii) DOMINATING SET。 

9.5. 10 问题 : 令 G 一 (V,E) 为 一 个 有 向 图 。 定义 G 的 内 核 为 G 中 的 一 个 子 集 K 满足 1) 对 于 任意 
的 两 个 结 点 w，vEK，(wu,v) 儿 FEE; 且 2) 对 于 任意 的 结 点 vf K， 存 在 一 个 结 点 wu€ KK， 使 得 (u,v) EE。 
换言之 ， 内 核 也 就 是 一 个 独立 的 支配 集 。 

(a) 证 明 要 确定 图 是 否 含有 一 个 内 核 的 问题 是 NP 完全 的 (如 果 两 个 结 点 间 双 向 都 各 存在 一 条 边 且 
没有 其 他 扇 人 边 可 以 作为 一 个 “ 正 反 跳 转 ”) 。 

(b) 证 明 一 个 没有 奇数 环 的 有 向 强 连 通 图 是 二 分 的 〈 即 它 的 结 点 可 以 分 为 两 个 集合 ， 且 满足 两 个 集 
合 内 部 不 存在 任何 边 )， 因 此 这 样 的 图 至 少 包含 了 两 个 内 核 。 

(c) 证 明 NP 完全 说 明 一 个 不 包含 奇数 环 的 有 向 强 连 通 图 还 存在 第 三 个 内 核 (除了 (b〉 中 讨论 的 两 
个 内 核 ) 。 

(d) 根据 〈b) 中 的 内 容 证 明 任 意 不 包含 奇数 环 的 有 向 图 都 存在 一 个 内 核 。 


加 即 男孩 和 女孩 有 边 相 连 当 且 仅 当 该 变量 在 该 子 句 中 出 现 。 一 一 译 者 注 
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(e) 修改 1. 1 节 中 的 搜索 算法 ， 使 得 可 以 在 多 项 式 时 间 内 确定 一 个 给 定 的 有 向 图 是 否 包 含 奇数 环 。 

(f) 证 明 任 意 不 带 自 环 的 对 称 图 ( 即 任意 无 向 图 ) 都 包含 一 个 内 核 。 

Cg) 证 明 MINIMUM UNDIRECTED KERNEL 问题 ， 即 确定 包含 一 个 至 少 有 也 个 结 点 内 核 的 无 向 
图 是 否 是 NP 完全 的 《和 (a) 中 的 归 约 相似 )。 

9.5. 11 问题 : 证 明 即 使 给 定 的 图 是 连通 的 ，MAX BISCETION 仍然 是 NP 完全 的 。 

9.5.12 问题 : 在 STEINER TREE 问题 中 ,我 们 给 定 所 有 城市 间 的 距离 必 伍 0， 以 及 一 个 强制 要 经 过 
的 城市 集合 MS {1,2,…,n)。 找 到 包含 强制 城市 集合 的 最 短 的 连通 图 。 证 明 STEINER TREE 是 NP 完全 的 。 

oM. R. Garey, R. L. Graham, and D. S. Johnson. “The complexity of computing Steiner minimal 

trees,” SIAM J .Applied Math., 34, pp. 477-495, 1977. 
证 明 EUCLIDEAN STEINER TREE 问题 是 NP 难 的 (这 些 强制 的 结 点 为 平面 上 的 点 ， 而 路 径 为 欧 
式 距 离 时 ,平面 上 所 有 的 点 都 是 潜在 的 非 强制 结 点 。 这 就 是 由 Georg Steiner 最 初 提出 的 有 趣 问题 ， 而 这 
个 问题 的 图 论 版 本 STEINER TREE 是 一 个 相当 枯燥 的 问题 )。 
9. 5. 13 问题 : MINIMUM SPANNING TREE 基本 上 就 是 STEINER TREE 问题 中 当 所 有 结 点 都 为 
强制 结 点 时 的 特殊 情况 。 给 定 一 个 城市 集合 和 非 负 的 路 径 ， 我 们 需要 构建 连接 所 有 城市 的 最 短 图 。 证 明 
最 优 图 中 不 包含 环 。 证 明 贪 禁 算 法 〈 即 每 次 给 图 中 加 入 一 条 未 加 入 的 最 短路 径 ， 除 非 这 条 边 的 两 个 结 点 
已 经 连通 ) 可 以 在 多 项 式 时 间 内 解决 这 个 问题 。 
9.5.14 问题 : 考虑 以 下 的 最 小 化 - 最 大 化 问题 在 加 权 图 中 的 情况 : 
(a) MINIMUM SPANNING TREE 和 MAXIMUM SPANNIN GTREE (找到 权重 最 大 的 连通 树 ) 。 
(b) SHORTEST PATH ( 见 问题 1. 4. 15) 和 LONGEST PATH (寻找 不 包含 重复 结 点 的 最 长 路 径 ， 
通常 也 称 为 TAXICAB RIPOFF 问题 ) 。 
(ce) 两 个 结 点 5 和 1 之 间 的 MIN CUT 和 MAX CUT。 
(d) MAX WEIGHT COMPLETE MATCHING (在 带 权重 的 二 分 图 中 ) 和 MIN WEIGHT COMPLETE 
MATCHING 。 
(Ce) TSP 和 寻找 最 长 回路 的 版 本 。 
以 上 这 些 成 对 的 问题 中 ， 哪 些 问题 都 是 多 项 式 等 价 的 ， 哪 些 不 是 ?为 什么 ? 
9.5.15 问题 : (a) 证 明 HAMILTON CYCLE 问题 (找到 一 个 每 个 结 点 都 只 访问 一 次 的 环 ) 是 NP 
完全 的 〈 修 改定 理 9.7 的 证 明 即 可 ) 。 
(b) 证 明 即 使 在 平面 图 上 、 二 分 图 上 或 者 三 次 图 上 (每 个 结 点 度数 都 为 3)，HAMILTON CYCLE 都 是 
NP 完全 的 〈 从 之 前 的 归 约 开始 ， 小 心地 移 除 所 有 违反 这 三 个 条 件 的 情况 。 对 平面 图 来 说 ， 只 有 蜡 或 构件 是 
有 用 的 。 找 到 一 种 方法 使 得 两 个 异 或 构件 可 以 相互 交叉 但 不 影响 其 功能 。 另 外 ， 见 问题 9. 5. 16) 。 
(c) 网 格 图 (gridgraph) 是 无 限 二 维 网 格 中 的 一 个 有 限 导出 子 图 。 也 就 是 说 ， 图 的 结 点 是 一 对 整数 ， 
[Cz,y),(x ,yy )j 是 一 条 边 当 且 仅 当 |z 一 zx | 十 |y 一 y | 二 1。 证明 网 格 图 上 的 哈密 顿 回路 问题 是 NP 完全 的 
(从 构建 (b) 开始 ， 并 把 图 拒 入 网 格 中 。 用 小 的 方 格 来 模拟 结 点 ， 用 “和 触须"， 即 宽度 为 2 的 长 条 形 方 格 
来 模拟 边 ) 。 
(Cd) 根据 (ec) 的 内 容 证 明 TSP 在 欧式 图 上 的 《〈 即 路 径 为 实际 的 两 个 城市 间 的 欧式 距离 ) 特殊 情况 
是 NP 完全 的 。( 还 有 一 个 小 问题 就 是 ， 对 于 EUCLIDEAN TSP 问题 的 定义 : 我 们 需要 精确 到 什么 程度 
来 计算 平方 根 ?) 
部 分 (c) 是 来 自 
oA. Itai, C. H. Papadimitriou, J, L. Szwarcfiter. “Hamilton paths in grid graphs,” SIAM J. 
Comp., 11, 3, pp. 676-686, 1982. 

部 分 (d) 最 初 的 证 明 是 出 现在 

oC. H. Papadimitriou. “The Euclidean traveling salesman problem is NP-complete,” Theor. Comp. 
Sci4，pp.237-244，1977. 且 同 时 独立 地 出 现在 


oM. R. Garey, R. L. Graham，and D. S. Johnson. “Some NP-complete geometric problems, ”in 
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Proc. 8th Annual ACM Symp. onithe Theory of Computing, pp. 10-22, 1976. 

此 外 ， 定 理 9. 2 和 定理 9. 5 关于 MAX2SAT 和 MAX CUT 来 自 

o M.R. Garey, D. S. Johnson, and L. J. Stockmeyer. “Some simplified NP-complete graph problems,” 
Theor. Comp. Sci., 1, pp: 237-267，1976. 

HAMILTON CYCLE 在 钢 块 网 格 图 ( 即 没 有 “ 洞 ” 的 网 格 图 ) 中 是 否 是 NP 完全 的 仍然 没有 解决 .S 

9. 5. 16 在 很 多 图 论 算法 的 应 用 中 ,例如 车 辆 路 径 问 题 (vehiclerouting) 和 集成 电路 设计 问题 ， 默 
认 的 图 通常 都 是 平面 图 ， 即 图 中 任意 的 边 之 间 不 能 有 交叉 。 因 此 确定 哪些 NP 完全 问题 在 平面 图 仍然 保 
持 相 同 的 时 间 复 杂 度 就 变 得 很 有 意义 。 所 以 SAT 问题 的 特殊 情况 就 很 值得 研究 : SAT 问题 的 一 个 实例 
的 发 生 图 (occurence graph) 是 一 个 结 点 为 所 有 变量 和 子 句 的 图 ， 如 果 变 量 (或 者 这 个 变量 的 否 ) 存在 
于 子 句 中 ， 则 在 这 个 变量 结 点 和 子 句 结 点 之 间 就 存在 一 条 边 。 我 们 称 SAT 的 一 个 实例 是 平面 的 ， 如 果 它 
的 发 生 图 也 是 平面 的 。 问题 参见 

oD. Lichtenstein. “Planar formulae and their uses,” SIAM J. Comp., 11, pp. 329-393, 1982. 

这 个 特殊 问题 也 称 为 PLANAR SAT， 即 使 所 有 的 子 句 都 至 多 只 有 三 个 文字 ， 且 每 个 变量 都 只 出 现 
至 多 5 次 ， 这 个 问题 仍然 是 NP 完全 的 。 

问题 : 使 用 以 上 的 结论 来 证 明 即 使 在 平面 图 上 ，INDEPENDENT SET、NODE COVER 和 HAMIL- 
TON PATH 都 仍然 为 NP 完全 的 。 那 么 CLIQUE 问题 呢 ? 

BISECTION WIDTH (每 条 边 的 权重 都 为 1) 在 平面 图 上 是 否 仍然 是 NP 完全 的 还 未 解决 。 

9.5.17 问题 : 我 们 称 一 个 图 G= 二 (V,E) 的 线 图 (line graph) 为 图 LL 二 (E,H), 其 中 [e,e]EH 当 
且 仅 当 e 和 e 是 相 邻 的 。 证 明 HAMILTON PATH 在 线 图 上 是 P 的 。Garey 和 Johnson 在 《Computers 
and Intractability，A Guide to the Theory of NP-Completeness》 中 声称 是 刘 炯 朗 证 明了 线 图 上 的 哈密 顿 问 
题 P 的 。 

9.5.18 问题 : CYCLE COVER ( 环 覆 盖 ) 问题 的 定义 为 : 给 定 一 个 有 向 图 ， 是 否 存在 一 组 结 点 不 
相交 的 环 可 以 覆盖 所 有 的 结 点 ? 

(a) 证 明 CYCLE COVER 问题 可 以 在 多 项 式 时 间 内 解决 〈 这 个 问题 就 是 匹配 问题 的 改装 提 法 )。 

(b) 假设 我 们 不 允许 存在 长 度 为 2 的 环 。 则 这 个 问题 变 成 了 NP 完全 的 (从 3SAT 开始 归 约 。 相 似 的 
证 明 见 定理 18. 3) 。 

(c) 证 明 存在 一 个 整数 & 使 得 以 下 的 问题 成 为 NP 完全 的 : 给 定 一 个 无 向 图 ， 找 到 一 个 最 短 环 的 长 度 
大 于 上 的 环 覆盖 (通过 修改 HAMILTON CYCLE 为 NP 完全 的 证 明 )。 你 可 以 证 明 满足 NP 完全 的 & 的 最 
小 值 为 多 少 ? 

(d) 证 明 当 有 向 图 无 环 时 ， 有 向 哈密 顿 回路 问题 是 多 项 式 可 解 的 。 延伸 结论 到 当 不 存在 长 度 少 于 n/ 
2 的 环 的 情况 。 

9.5.19 问题 : 给 定 一 个 有 向 图 以 及 每 条 边 的 权重 w、 两 个 结 点 s 和 上 、 一 个 整数 B。 我 们 希望 找到 
两 条 从 s 到 t 不 相交 的 路 径 ， 每 条 路 径 的 长 度 至 多 为 B。 证 明 这 个 问题 是 NP 完全 的 (从 3SAT 开始 归 约 。 
当 我 们 需要 最 小 化 这 两 条 不 相交 路 径 的 长 度 和 时 ， 这 个 问题 是 多 项 式 可 解 的 )。 

9.5.20 问题 : CROSSWORD PUZZLE 问题 的 定义 为 : 给 定 一 个 整数 n、 一 个 包含 了 黑色 方块 的 子 
集 BC{1,…,n)* 和 一 个 有 限 的 字典 DS3E” 。 问 是 否 存在 一 个 从 {1,…,n})* 一 B 到 5 的 映射 下 ,使 得 所 
有 形式 为 (FGi, 站 ,FCi,j 十 1),… ,FCi,j 十 有 )) 和 (FGi, 站 ,FGi 十 1,7),…,F(i 十 k,7)) 的 极 大 的 单词 都 在 DD 内 。 
证 明 CROSSWORD PUZZLE 是 NP 完全 的 (即使 B==0 仍 然 是 NP 完全 的 ) 。 

9. 5.21 问题 : ZIGSAW PUZZLE 问题 的 定义 为 : 给 定 一 组 多 边 形 (根据 每 个 顶点 的 整数 坐标 序 
列 )。 问 是 否 存在 一 种 方法 来 安排 这 些 多 边 形 在 平面 上 的 位 置 使 得 (a) 没有 任何 两 个 多 边 形 重叠 ,上 且 
(b) 这 些 多 边 形 的 并 集 为 一 个 方块 。 证 明 ZIGSAW PUZZLE 问题 是 NP 完全 的 (可 以 从 TILING 问题 的 


晶 ”Christopher Umans 和 William Lenhart 证 明了 此 问题 是 属于 了 的 。 详 见 他 们 发 表 在 Proceeeding of Foundation 
of Computer Science，1997 上 文章 。 一 一 译 者 注 
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一 个 版 本 开始 证 明 ， 见 问题 20. 2. 10， 在 那个 问题 中 一 些 砖 瓦 可 能 没有 用 到 。 接 着 用 每 边 有 小 方 上 四 的 方 
形 多 边 形 来 模拟 砖 瓦 。 四 形 的 位 置 反映 了 砖 瓦 的 类 型 ， 且 使 水 平和 垂直 可 以 兼容 。 最 后 加 入 适合 的 小 多 
边 形 来 填 满 这 些小 方 止 ) 。 

9.5.22 问题 : 已 知 G 为 一 个 有 向 图 ， 定 义 G 的 传递 闭 包 G "为 一 个 包含 了 G 中 所 有 结 点 的 图 ， 当 
且 仅 当 G 中 存在 一 条 从 u 到 wv 的 路 径 ，G" 中 存在 一 条 边 (u,v)。 

(a) 证 明 一 个 图 的 传递 闭 包 可 以 在 多 项 式 时 间 内 计算 得 到 。 你 可 以 在 Ol(mw) 内 计算 得 到 吗 ? ( 见 
例 8. 2。 其 实 也 存在 更 快 的 算法 。) 

(b) 定义 一 个 包含 了 最 少 边 的 图 及 且 满 足 日 " = 二 G" 的 图 为 图 G 的 传递 归 约 R(G)。 证明 计 算 G 的 传 
递归 约 相当 于 计算 G 的 传递 闭 包 ， 因 此 也 可 以 在 O(w) 时 间 内 计算 得 到 。( 这 是 来 自 

oA. V. Aho, M. R. Garey，and J. D. Ullman. “The transitive reduction of a directed graph,” SI- 

AMJ, Comp;:, 1, pp. 131-137, 1972.) 

(c) 定义 G 的 子 图 互 为 G 的 强 传递 归 约 当 互 包含 了 最 少 的 边 且 满 足 互 * 二 G* 。 证明 要 确定 G 的 强 
传递 归 约 包含 了 K 条 或 更 少 的 边 是 否 是 NP 完全 的 。( 一 个 强 连通 图 的 强 传递 归 约 是 什么 ?) 

9. 5.23 问题 : (a) 给 定 两 个 图 G 和 互 ,， 问 是否 存在 G 的 一 个 子 图 与 互 同 构 ? 证 明 这 个 问题 是 NP 
完全 的 。 

(b) 证 明 即 使 图 互 为 一 哥 和 C 具有 相同 结 点 数 的 树 ， 这 个 问题 仍然 是 NP 完全 的 。 

(c) 证 明 即 使 这 棵 树 的 直径 最 多 为 6， 这 个 问题 仍然 是 NP 完全 的 〈 首 先 证 明 : 要 确定 一 个 有 3m 个 
结 点 的 图 是 否 包含 了 一 个 子 图 ， 它 有 x 条 长 度 为 2 的 点 不 相交 路 径 的 问题 是 NP 完全 的 )。 

(c) 部 分 和 一 些 延伸 问题 来 自 

oC. H. Papadimitriou and M. Yannakakis. “The complexity of restricted spanning tree problems,” 

J:ACM, 29; 2,， pp: 285-309, 1982. 

9. 5.24 问题 : 给 定 一 个 图 G， 问 G 中 是 否 存 在 一 个 子 图 ， 该 子 树 为 一 棵 包含 了 G 中 所 有 的 结 点 的 
树 T( 即 G 的 生成 树 )， 且 满足 TT 中 的 叶子 结 点 〈( 度 为 1 的 结 点 ) 

(a) 数量 和 给 定 的 整数 K 相同 。 

(b) 数量 比 给 定 的 整数 天 小。 

(c) 数量 比 给 定 的 整数 天 大 。 

(Cd) 和 给 定 的 结 点 集合 工 相等 。 

(e) 为 一 个 给 定 结 点 集合 工 的 子 集 。 

(f) 为 一 个 给 定 结 点 集合 工 的 扩 集 (superset)。 

此 外 ， 考 虚 工 中 所 有 结 点 的 度数 

(g) 至 多 为 2。 

(h) 至 多 为 给 定 的 整数 有。 

(iD 等 于 一 个 奇数 。 

以 上 这 些 问 题 哪 些 是 NP 完全 的 ， 哪 些 是 多 项 式 时 间 可 解 的 ? 

9.5.25 问题 (a) 假设 在 一 个 二 分 图 中 ， 每 个 男孩 集合 B 都 和 一 个 女孩 集合 g(B) 相 邻 ， 且 
lg(B)| 宇 |B|。 证 明 这 个 二 分 图 中 存在 一 个 匹配 (从 最 大 流 最 小 割 定 理 开 始 证 明 ， 然 后 利用 这 两 个 问题 
的 关系 来 证 明 )。 

(b) 证 明 INDEPENDENT SET 问题 在 二 分 图 上 可 以 在 多 项 式 时 间 内 解决 。 

9.5.26 区 间 图 (interval graph) 令 CG 一 (V,E) 为 一 个 无 向 图 。 我 们 称 G 为 一 个 区 间 图 ， 如 果 存 在 
一 条 路 径 P (一 个 包含 了 结 点 1,…,m,m 这 1， 上 且 边 为 [i,i 十 1j,i 二 1,…,m 一 1 的 图 ) 和 一 个 从 V 到 PP 的 
子路 径 〈 连 通 子 图 ) 的 映射 ,满足 Lv,ujEE 当 且 仅 当 了 (u) 和 f(v) 有 一 个 共同 的 结 点 。 

(a) 证 明 所 有 的 树 都 为 区 间 图 。 

(b) 证 明 以 下 的 问题 在 区 间 图 上 可 以 在 多 项 式 时 间 内 解决 : CLIQUE、k- COLORING 和 INDEPEND- 
ENT SET。 
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9.5.27 弦 图 (chordal graph) 令 G==(V,E) 为 一 个 无 向 图 。 如 果 每 个 环 [wu ,wz，… ,vi,v1j」 (其 中 
A>3 个 不 同 结 点 ) 都 有 一 个 蓄 (chord)， 即 一 条 边 Lvi, vjj」」 满足 j 隆 i 十 1 mod k， 则 我 们 称 G 为 弦 图 。 

(a) 证 明 区 间 图 (上 一 个 问题 ) 也 是 弦 岁 。 

图 G 的 一 个 完美 消除 序列 (perfect elimination sequence) 为 V 的 结 点 (wi ,ww，,… ,vn) 的 排列 ， 使 得 
所 有 的 运 满足 以 下 条 件 : 如 果 [vi,vj]j，[v,vi]EE 且 j,i) 这 i， 则 [vj,vr]EE。 也 就 是 说 ， 存 在 一 
个 方法 可 以 删除 图 中 所 有 结 点 ,每 次 删除 一 个 ， 使 得 每 次 删除 结 点 的 相 邻 结 点 在 余下 的 图 中 形成 一 
个 团 。 

(b) 令 A 为 一 个 对 称 和 矩阵 ，A 的 稀 芍 图 G(4)， 以 A 中 的 行 作 为 结 点 ， 存 在 一 条 从 i 到 j 的 边 当 且 仅 当 
Ai 为 非 零 。 如 果 存 在 4 的 行 和 列 的 一 个 排列 使 得 用 高 斯 消除 法 得 到 的 矩阵 为 一 个 上 三 角 矩 ， 且 4 中 所 有 为 
0 的 入 口 仍 然 为 '0， 忽 略 非 零 文 字 的 精确 值 ， 则 我 们 称 4 有 一 个 无 损 消除 (〈 户 1LLir free elimination)。 

最 后 如 果 存 在 一 颗 树 和 一 个 从 V 到 T 了 的 子 树 集合 ,满足 [Lv,ujEE 当 且 仅 当 f(x) 和 f(v) 有 一 个 
共同 结 点 ， 则 我 们 称 G 包含 一 个 树 形 模 型 (tree miodelD)S 。 

(c) 证 明 下 面 的 三 条 对 于 G 来 说 是 等 价 的 : 

(i) G 为 弦 图 。 

(ii) G 包 含 一 个 完美 消除 序列 。 

(Cii) G 包含 一 个 树 形 模型 。 

(注意 ，G) 和 Giii) 的 等 价 性 也 为 (a) 部 分 的 证 明 。 要 证 明 (ii) 蕴涵 (i)， 考虑 一 个 无 弦 的 环 和 
这 个 环 中 的 第 一 个 被 删除 的 结 点 。 要 证 明 (Giii) 蕴涵 (i 让， 考虑 G 中 所 有 结 点 中 那些 满足 f(u) 包含 T 
的 叶子 结 点 的 结 点 。(i) 蕴涵 (iii) 很 简单 .) 

(d) 证 明 以 下 问题 在 弦 图 上 可 以 在 多 项 式 时 间 内 解决 : CLIQUE、COLORING 和 INDEPEN- 
DENT SET。 

Ce) 我 们 称 图 G 的 团 的 数量 w(G) 为 这 个 图 中 最 大 团 的 数量 。 我 们 定义 着 色 数 x(G) 为 要 覆盖 一 
个 图 的 所 有 结 点 的 最 少 需要 的 颜色 ， 使 得 任意 两 个 相 邻 结 点 具有 不 同 的 颜色 。 证 明 对 于 所 有 的 图 C， 
XGO) 之 w(CC) 。 

我 们 称 一 个 图 G 是 完美 的 ， 如 果 它 的 任意 导出 子 图 G 满足 X(G ) 一 o(G ) 。 

(f) 证 明 区 间 图 、 弦 图 和 二 分 图 都 是 完美 的 。 

对 于 更 多 关于 完美 图 的 内 容 以 及 一 些 特殊 情况 、 算 法 特性 等 ， 见 

oM. C. Golumbic Algorithmic Graph Theory and Perfect Graphs, Academic Press, New York, 1980. 

9. 5. 28 问题 : 证 明 即 使 在 平面 上 3-COLORING 问题 也 是 NP 完全 的 。 (同样 ， 我 们 需要 把 交叉 部 
分 用 合适 的 图 来 取代 。 这 个 NP 完全 的 结果 是 很 重要 的 ， 因 为 要 确定 任意 一 个 图 是 否 可 以 被 2 种 颜色 着 
色 是 很 容易 的 (为 什么 ?)， 而 要 用 4 种 颜色 为 一 个 平面 图 来 着 色 通 常 也 是 可 行 的 ， 见 

o K. Appel and W. Haken. “Every planar map is 4-colorable,” Tllinois J]. of Math., 21, pp. 429- 

490 and pp. 491-567, 1977. ) | 

9.5.29 不 相交 路 径 图 在 DISJOINT PATHS 问题 中 ， 给 定 一 个 有 向 图 G 和 一 组 结 点 对 {C51 ,1),…， 
(sk: 太 ))。 问 是 否 存 在 从 s; 到 i;(i 二 1,…,k) 的 点 不 相交 路 径 。 

(a) 证 明 即 使 在 平面 图 上 ，DISJOINT PATHS 也 是 NP 完全 的 (从 3SAT 问题 开始 。 构 造 一 个 图 ， 
使 得 每 个 变量 对 应 包含 两 个 端点 和 端点 间 两 条 平行 的 路 径 。 每 个 子 句 中 都 有 两 个 端点 由 子 句 中 的 文字 对 
应 的 三 条 路 径 来 连接 。 这 两 类 路 径 需 要 用 合适 的 方式 来 交叉 ) 。 

(b) 证 明 即 使 在 平面 图 上 ，DISJOINT PATHS 也 是 NP 完全 的 (可 以 从 PLANAR SAT 来 归 约 ( 见 
问题 9. 5. 16) 。 或 者 在 每 个 交叉 的 地 方 引 入 新 的 端点 ) 。 

(c) 证 明 在 无 向 图 上 DISJOINT PATHS 也 是 NP 完全 的 。 这 些 结论 最 早出 现在 


日 (b) 对 本 题 和 本 书 以 后 内 容 都 无 用 处 ， 可 以 弃 之 。 一 一 译 者 注 
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oJ]. F. Lynech. “The equivalence of theorem proving and the interconnection problem,” ACM SIGDA 
Nerwsletter, 5, 3, pp: 31-36, 1975. 

(d) 证明 DISJOINT PATHS 问题 的 特殊 情况 ， 即 所 有 起 始点 重合 的 情况 (51 一 之 一 … 一 %) 是 属于 
P 的 。 

令 &>>1,， 定义 A-DISJOINT PATHS 为 这 个 问题 的 特殊 情况 ， 即 正好 只 有 上 条 路 径 。 

(e) 证 明 2 DISJOINT PATHS 问题 是 NP 完全 的 。( 这 个 NP 完全 证 明 非 常 巧妙 ,来 自 

oS. Fortune, J. E. Hopcroft, and J. Wyllie. “The directed subgraph homeomorphism problem,” 

Theor. Comp: Sei., J0s-Bp. 111-121,.1980. ) 

(f) 令 互 为 一 个 包含 了 &A 条 边 的 有 向 图 。DISIOINT H-PATHS 问题 为 -DISJOINT PATHS 的 特殊 
情况 ， 即 每 个 ss 和 每 个 己 s 必须 要 重合 于 万 的 边 首 和 边 尾 。 例 如 ， 如 果 态 是 一 个 包含 了 两 个 结 点 1、2 
和 两 条 边 (1,2) 和 (2,1) 的 有 向 图 ，DISJOINT H-PATHS 问题 就 是 : 给 定 一 个 有 向 图 和 两 个 结 点 a 和 
b， 问 是 否 存在 一 个 简单 环 (不 包含 重复 的 结 点 ) 包含 了 a 和 6? 利用 (d) 和 (e) 中 的 结论 来 证 明 
DISJOINT H-PATHS 问题 总 是 NP 完全 的 ， 除 非 五 是 一 棵 深度 为 1 的 树 ， 则 它 属 于 P。 

k-DISJOINT PATHS 问题 的 无 向 图 的 特殊 情况 对 于 所 有 A 都 是 属于 了 的 。 见 

oO N. Robertson and P，D，Seymour. “Graph minors XJ : The disjoint paths problem,” 20 篇 论文 的 

第 十 九 部 分 ， 其 中 19 篇 论文 出 现在 J. CozzpizatoriaL Theory，ser. 已 ，35，1983; 第 二 部 分 出 现 
在 Jo Algorithms, 7, 1986. 

这 个 强大 和 令 人 惊喜 的 结论 也 许 只 是 证 明 到 目前 为 止 算法 图 论 领 域 最 重要 和 广泛 的 结论 〈( 即 所 有 在 
缩减 (minor) 下 闭合 的 图 论 的 性 质 都 是 属于 卫 的 ) 向 前 进 了 一 步 。 我 们 称 一 个 图 论 性 质 是 在 缩减 下 闭合 
的 ， 如 果 只 要 G 具有 这 个 性 质 则 所 有 通过 以 下 步骤 由 G 产生 的 图 也 都 具有 这 个 特征 :(a) 删除 一 个 结 点 ， 
(b) 合并 两 个 相 邻 结 点 。 见 上 文 的 参考 文献 。 

(g) 假设 万 是 一 个 包含 了 简单 结 点 和 两 个 自 环 的 有 向 图 。 则 DISJOINT H-PATHS 问题 为 : 给 定 一 
个 有 向 图 和 一 个 结 点 &， 是 否 存 在 两 个 经 过 a 的 不 相交 的 环 ? 根据 ({)， 这 个 问题 是 NP 完全 的 。 证 明 这 
个 问题 在 平面 有 向 图 上 是 多 项 式 可 解 的 。 

事实 上 ， 对 于 任意 的 及，DISJOINT H-PATHS 问题 都 可 以 在 多 项 式 时 间 内 解决 。 见 

oA. Schrijver. “Finding k disjoint paths in a directed planar graph,” Centrum voor Wiskunde en Infor- 

matica Report BS- R9206，1992. 

9.5.30 BANDWIDTH MINIMIZATION 问题 的 定义 为 : 给 定 一 个 无 向 图 G 二 (V,E) 和 一 个 整数 
B， 问 是 否 存在 V 的 一 个 排列 v1 ,we，… ,wv 使 得 [vi,vj EE 蕴涵 了 |i 一 j| 二 B。 这 个 问题 是 NP 完全 
的 。 见 

oC. H. Papadimitriou, “The NP-completeness of the bandwidth minimization problem,” Computing, 

16, pp.: 263-270，1976. g 
oM. R. Garey, R. L. Graham, D. S. Johnson, and D. E. Knuth. “Complexity results for band- 
width minimization,” SIAM J. Appili. Math., 34, pp. 477-495, 1978. 

事实 上 ， 后 一 篇 论文 证 明了 即使 是 一 棵 树 ，BANDWIDTH MINIMIZATION 问题 也 是 NP 完全 的 。 

问题 : (a) 如 果 给 定 的 图 为 一 棵 树 ， 证 明 本 章 中 我 们 见 过 的 所 有 其 他 图 论 问题 都 是 多 项 式 可 解 的 。 

(b) 当 B 为 固定 的 有 界 整数 时 , 证明 BANKWIDTH MINIMIZATION 问题 可 以 在 多 项 式 时 间 内 解 
决 (这 个 结论 显然 是 来 自问 题 9. 5. 29 关于 缩减 图 封闭 的 性 质 。 但 也 可 以 用 一 个 简单 的 动态 规划 算 
法 来 解 ) 。 

9.5.31 伪 多 项 式 算法 和 强 NP 完全 要 形式 化 9.4 节 中 讨论 的 伪 多 项 式 算法 和 强 NP 完全 的 概念 是 
有 点 儿 困难 。 这 个 困难 在 于 : 严格 地 说 ， 我 们 的 输入 应 该 是 在 图 灵机 上 操作 的 干巴 巴 的 无 解释 的 字符 串 。 
但 部 分 输入 用 二 进 制 整数 来 编码 这 个 事实 应 该 完全 透明 于 我 们 对 算法 和 其 复杂 度 的 处 理 。 我 们 怎么 在 不 
妨碍 方便 地 抽象 和 代表 独立 性 的 同时 来 描述 输入 中 整数 的 大 小 呢 ? 

假设 每 个 字符 串 zxE 王 除了 有 一 个 长 度 |z| 外 ,还 有 一 个 相关 的 整数 值 NUM(Cz)。 关 于 这 个 整数 值 
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我 们 所 知道 的 就 是 ， 对 于 所 有 的 zx，NUM(z) 可 以 在 多 项 式 时 间 内 计算 得 到 , 上 且 |z| 寺 NUM(z)< 221 。 
如 果 对 于 任意 的 输入 zx， 图 灵机 需要 的 运行 步骤 为 pL(NUM(z))，p(ln) 为 一 个 多 项 式 ， 则 我 们 称 图 灵机 
在 伪 多 项 式 时 间 内 运行 。 我 们 称 一 个 语言 L 是 强 NP 完全 的 ， 如 果 存 在 一 个 多 项 式 g(n) 使 得 下 面 的 语言 
是 NP 完全 的 : Low = 二 {NUM(zx)<<gq(|zx|1))。 

问题 : (a) 为 KNAPSACK 中 的 NUM(z) 找到 一 个 合适 的 定义 。 证 明 性 质 9. 4 中 的 算法 是 伪 多 项 式 
时 间 的 。 

(b) 为 BIN PACKING 中 的 NUM(z) 找到 一 个 合适 的 定义 。 证 明 BIN PACKING 是 强 NP 完全 的 。 

(c) 证 明 如 果 存 在 一 个 关于 强 NP 完全 问题 的 伪 多 项 式 算法 ， 则 P= 二 NP。 

自然 ， 我 们 获得 的 伪 多 项 式 与 强 NP 完全 的 比较 结果 取决 于 NUM(z) 的 定义 。 虽 然 对 于 任意 的 问 
题 ， 我 们 可 能 得 到 一 个 完全 难以 置信 的 、 牵 强 的 NUM(z) 的 定义 。 但 我 们 总 能 得 到 一 个 好 的 定义 〈 即 ， 
“输入 编码 的 最 大 整数 ”)， 使 得 以 上 (c) 部 分 的 歧义 变 得 有 意义 、 有 信息 量 。 

9.5.32 问题 : 令 k 二 2 为 一 个 固定 的 整数 ， 则 k-PARTITION 问题 为 以 下 BIN PACKING 的 特例 
( 见 定理 9. 11); 给 定 n 二 km 个 整数 al1，…，a,， 和 为 mC， 且 对 所 有 的 i 满足 (c/k 十 1)<<ai 达 c/k 一 1。 
也 就 是 说 ， 这 些 整 数 正 好 放 满 了 xm 个 箱子 中 ， 但 不 存在 任意 的 & 十 1 个 整数 放 入 同一 个 箱子 中 ， 也 不 存 
在 任意 的 一 1 个 整数 放 入 同一 个 箱子 ,我 们 要 问 的 是 ， 是 否 存在 一 个 划分 ， 把 所 有 这 些 整 数 分 成 m 个 
组 ， 每 个 组 包含 了 上 个 数 ， 且 每 个 组 的 整数 和 恰好 为 C。 

(a) 证 明 2-PARTITION 是 属于 P 了 的 。 

(b) 证 明 4-PARTITION 是 NP 完全 的 (定理 9. 11 的 证 明基 本 上 已 经 给 出 了 )。 

(c) 证 明 3-PARTITION 是 NP 完全 的 (这 需要 一 个 很 巧妙 的 从 4-PARTITION 到 3-PARTITION 的 
归 约 )。 

(d) 部 分 中 ，3-PARTITION 的 NP 完全 性 来 自 

Oo M. R. Garey and D. S. Johnson. “Complexity results for multiprocessor scheduling with resource 

constraints,” SIAM J. Comp., 4, pp. 397-411, 1975. 

9.5.33 (a) 证 明 以 下 的 问题 是 NP 完全 的 : 给 定 n 个 整数 ， 和 为 2K， 是否 存在 一 个 子 集 的 和 正好 
为 K? 这 就 是 所 谓 的 PARTITION 问题 ， 不 要 和 上 述 的 &-PARTITION 问题 混淆 (从 KNAPSACK 开始 ， 
加 入 合适 的 新 的 元 素 ) 。 

(b) INTEGER KNAPSACK 问题 的 定义 为 : 给 定 nn 个 整数 和 一 个 目标 值 K， 如 果 每 个 数 可 以 选取 0 
次 、1 次 或 多 次 ， 则 是 否 存在 一 个 子 集 的 和 为 RK。 证 明 这 个 问题 是 NP 完全 的 (修改 原来 的 KNAPSACK 
的 实例 使 得 每 个 元 素 至 多 只 能 使 用 一 次 )。 

9.5.34 线性 规划 和 整数 规划 ”INTEGER PROGRAMMING 问题 是 确定 一 个 给 定 的 线性 等 式 系统 
是 否 存在 一 个 非 负 的 整数 解 。 这 个 问题 显然 是 NP 完全 的 ， 因 为 所 有 上 述 NP 完全 问题 都 可 以 很 容易 地 归 
约 到 这 个 问题 上 。 事 实 上 ， 这 个 问题 的 证 明 难点 在 于 要 证 明 这 个 问题 是 属于 NP 的 。 但 这 个 已 经 被 证 明 
了 ， 见 

oC. H. Papadimitriou “On the complexity of integer programming”, J. ACM, 28, 2, pp. 765-769，1981. 

事实 上 ,上述 这 篇 论文 也 证 明了 当 等 式 的 数量 有 一 个 常数 的 上 界 时 存在 一 个 关于 INTEGER 
PROGRAMMING 的 伪 多 项 式 算法 ， 这 也 扩展 了 性 质 9.4 (自然 , 一般 化 的 INTEGER PROGRAMMING 
问题 是 强 NP 完全 的 )。 

一 个 不 同 的 、 但 是 等 价 的 INTEGER PROGRAMMING 的 形式 是 用 一 个 不 等 式 系统 来 取代 等 式 ， 且 
变量 的 符号 也 没有 限制 。 在 这 个 形式 下 ， 我 们 有 一 个 更 棒 的 结论 : 当 所 有 变量 的 数量 团 于 一 个 常数 时 ， 
这 个 问题 存在 一 个 多 项 式 时 间 的 算法 ， 主 要 是 基于 重要 的 基本 归 约 技术 。 见 

OA, K. Lenstra, H. W. Lenstra, and L. Lovdsz. “Factoring polynomials with rational coeffi- 

cients,” Math. Ann, 261, pp. 515-534,，1982. 和 
oOo M. Grotschel, L. Lovédsz, and A. Schrijver, Algorithms and Combinatorial Optimization, Springer, 
Berlin, 1988. 
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相反 ， 线 性 规划 (那个 允许 可 以 有 分 数 解 的 版 本 ) 就 简单 很 多 : 除了 那个 经 典 的 、 有 成 功 经 验 的 且 
很 有 影响 力 的 单纯 形 法 (simplex method) 外 ， 见 
oOG. B. Dantzig. Linear Programming and Extensions, Princeton Univ. Press, Princeton, N.J., 1963, 
这 个 算法 在 最 差 情况 下 是 指数 时 间 复 杂 度 S ， 人 们 已 经 找到 了 多 项 式 时 间 的 算法 。 第 一 个 针对 线性 
规划 的 多 项 式 时 间 算 法 为 椭 球 法 (ellipsoid method) 。 
oOoL. G. Khachiyan. “A polynomial algorithm for linear programming,” Dokl. Akad. Nauk SSSR ， 
244, pp. 1093-1096, 1979. English Translation Soviet Math. Doklad 20, pp. 191-194, 1979. 
最 近 出 现 了 一 个 实际 应 用 更 好 的 算法 : 
ON. Karmarkar. “A new polynomial-time algorithm for linear programming,” Combinatorica, 4, pp. 373- 
395, 1984; 
同样 见 书 
oA. Schrijver. Theory of Linear and Integer Programming, Wiley, New York, 1986. 
oC. H. Papadimitriou and K. Steiglitz. Combinatorial Optimization: Algorithms and Compleizty, 
Prentice-Hall, Englewood Cliffs, New Jersey, 1982. 
问题 : (a) 证 明 SAT 的 任意 实例 都 可 以 简单 地 用 带 不 等 式 的 INTEGER PROGRAMMING 来 表示 。 
证 明 即 使 已 知 这 些 不 等 式 存在 一 个 分 数 解 ，INTEGER PROGRAMMING 问题 仍 是 NP 完全 的 〈 从 每 个 子 
句 包含 至 少 两 个 不 同文 字 的 SAT 问题 开始 证 明 ) 。 
(b) 用 一 组 线性 不 等 式 来 表示 网 络 当 容 量 都 为 整数 时 存在 一 个 值 为 天 的 整数 流 的 情况 。 
(c) MAX FLOW 问题 是 否 是 线性 规划 或 整数 规划 的 一 个 特例 ? (从 表面 上 看 ， 因 为 需要 整数 流 ， 所 
以 这 似乎 是 整数 规划 的 一 个 特例 。 但 仔细 想 想 , 假设 所 有 容量 都 是 整数 ， 则 最 优 解 总 是 整数 的 。 可 见 整 
数 的 限制 是 多 余 的 。) 


斩 Spilman 和 腾 尚 华 对 单纯 形 法 的 优良 性 状 给 出 了 平滑 复杂 性 (smoothed complexity) 的 解释 ， 见 STOC'2001。 
译 者 注 
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第 10 章 | 


Computational Complexity 


coNP 和 霄 数 问题 





非 确定 性 的 不 对 称 暗示 了 将 问题 分 类 的 可 能 性 ， 其 中 包括 某 些 最 经 典 的 数学 问题 。 


10. 1 NP 和 coNP 


如 果 NP 是 具有 简明 的 凭据 的 一 类 问题 〈 见 性 质 9.1)，coNP 则 必须 包含 那些 拥有 简 
明 的 不 合格 证 据 的 问题 。 也 就 是 说 ，coNP 中 某 问题 的 一 个 “no” 实 例 拥 有 一 个 简短 的 关 
于 其 是 一 个 “no” 实 例 的 证 明 ， 并 且 只 有 “no” 实 例 才 有 这 种 证 明 。 

例 10.1 布尔 表达 式 的 VALIDITY 是 coNP 中 的 一 个 典型 问题 。 给 定 一 个 布尔 表达 
式 %， 问 其 在 所 有 真 值 指派 下 是 否 是 合法 的 。 如 果 Y 不 是 合法 的 表达 式 ， 则 其 能 够 非常 简 
明 地 证 明 不 合格 : 通过 展示 一 个 使 其 不 能 满足 的 真 值 指派 。 任 何 合法 的 表达 式 均 没有 这 种 
不 合格 证 据 。 

对 于 另 一 个 例子 ，HAMILTON PATH COMPLEMENT 是 一 个 没有 哈密 顿 路 径 的 所 
有 图 的 集合 。 因 为 该 问题 是 HAMILTON PATH 问题 的 补 S ， 所 以 该 问题 在 coNP 中 。 这 
里 不 合格 证 据 很 自然 是 一 个 哈密 顿 路 径 : 所 有 HAMILTON PATH COMPLEMENT 问题 
的 “no” 实 例 ， 并 且 只 有 这 些 实例 具有 一 条 哈密 顿 路 径 。 另 外 值得 一 提 的 是 SAT COM- 
PLEMENT, 但 是 : VALIDITY 仅仅 是 将 表达 式 取 反 后 的 SAT COMPLEMENT ( 见 图 
人 

不 用 说 ， 所 有 在 P 中 的 问题 ， 当 然 都 在 coNP 中 ， 因 为 PENP 是 一 个 确定 性 复杂 性 
类 ， 因 此 在 补 下 封闭 。 口 

VALIDITY 和 HAMILTON PATH COMPLEMENT 是 coNP 完全 问题 的 例子 。 我 们 
声称 在 coNP 中 的 任何 语言 L 都 能 够 归 约 到 VALIDITY。 在 证 明 中 ， 如 果 LEcoNP, 则 LE 
NP 中 , 因此 存在 一 个 从 工 到 SAT 的 归 约 。 对 于 任意 字符 串 zx, 我 们 有 xzEL 当 且 仅 当 
R(Cz) 是 可 满足 的 。 从 工 到 VALIDITY 的 归 约 是 : R (x) 二 -R(x)。HAMILTON PATH 
COMPLEMENT 的 证 明 非 常 类 似 。 更 一 般 地 ， 我 们 有 : 

性 质 10. 1 如 果 工 是 NP 完全 的 ， 则 其 补 工 二 3" 一 L 是 coNP 完全 的 。 口 

NP 二 coNP 是 否 成 立 ， 这 是 另 一 个 悬而未决 的 重要 的 基本 问题 〈 你 将 磁 到 更 多 的 此 类 
问题 ) 。 当 然 ， 如 果 最 终 能 够 证 明 P 二 NP， 则 NP 王 coNP 也 成 立 ， 因 为 P 在 求 补 运算 下 封 
闭 。 但 令 人 信服 的 是 ， 有 可 能 即使 P 关 NP，NP 二 coNP 也 仍然 成 立 〈 在 第 14 章 ， 我 们 将 
介绍 一 个 关于 “ 令 人 信服 的 ”形式 化 的 概念 来 处 理 这 种 推测 )。 但 是 我 们 倾向 于 认为 NP 
和 coNP 是 不 相同 的 。 但 举例 而 言 ， 所 有 寻找 系统 化 方法 给 出 VALIDITY 简短 证 明 的 努力 
都 失败 了 〈 此 种 尝试 的 历史 很 长 ， 例 如 ， 沿 着 消解 的 思路 ， 回 忆 问 题 4.4.10， 见 10.4.4 
节 )。 类 似 地 ， 我 们 不 知道 任何 一 个 无 哈密 顿 路 径 图 的 特征 让 我 们 可 以 简明 地 刻画 哈密 顿 








日 ”回忆 一 下 ， 当 两 个 语言 不 相交 且 其 并 是 很 容易 识别 的 集合 ， 此 处 不 一 定 是 所 有 字符 串 的 集合 ,我 们 称 这 两 个 
语言 互 为 对 方 的 补 ; 在 该 例子 下 ， 所 有 字符 串 的 集合 是 合法 的 图 的 编码 。 
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路 径 不 存在 。 

coNP 中 的 coNP 完全 问题 不 太 可 能 在 了 里。 更 重要 的 是 ， 它 们 也 不 太 可 能 在 NP 中 : 

性 质 10. 2 如果 一 个 coNP 完全 问题 在 NP 中 ， 则 NP 二 coNP，。 

证 明 : 我 们 将 说 明 如 果 LENP 是 coNP 完全 的 ， 则 coNPSENP 一 一 由 对 称 性 ， 可 以 证 
明 另 一 个 方向 。 考 虑 语言 L'E coNP。 因 为 L 是 coNP 完全 的 ， 所 以 存在 一 个 从 工 ' 到 工 的 
归 约 R。 因 此 , L 的 多 项 式 时 间 非 确定 性 图 灵机 在 输入 为 x 时 ， 先 计算 R(xz)， 然 后 将 其 
提供 给 工 的 非 确定 性 图 灵机 。 

NP 和 coNP 之 间 的 相似 性 和 对 称 性 不 仅仅 如 此 : 存在 一 个 coNP 的 逻辑 刻画 ， 将 其 作 
为 一 个 能 够 用 全 域 二 阶 逻辑 来 表示 的 图 论 性 质 集 合 〈 问 题 10.4.3， 见 Fagin 的 定理 8. 3) 。 

例 10.2 coNP 最 重要 的 成 员 是 PRIMES， 问 给 定 的 一 个 二 进 制 整数 N 是 否 是 素数 。 
作为 不 合格 证 据 的 字符 串 当 然 是 一 个 除了 1 和 本 身 以 外 的 因子 。 显 然 ， 所 有 合 数 〈 就 是 不 
是 素数 )， 并 且 只 有 这 些 ， 拥 有 此 类 不 合格 证 据 ; 这 显然 是 简明 的 不 合格 证 据 。 

解决 PRIMES 问题 的 OCVN) 算法 〈 见 问题 10. 4. 8) 不 会 迷惑 任何 人 : 这 是 一 个 伪 
多 项 式 ， 不 是 多 项 式 的 ， 因 为 它 的 时 间 边 界 和 其 输入 的 长 度 logN 不 是 多 项 式 时 间 关 系 。 
目前 ， 并 不 清楚 对 于 PRIMES 是 否 存在 一 个 多 项 式 时 间 算 法 ， 在 这 方面 ，PRIMES 类 似 
coNP 完全 问题 ， 例 如 VALIDITY。 但 是 其 相似 性 也 仅仅 如 此 而 已 。 对 于 PRIMES， 我 们 
有 一 些 正面 的 复杂 性 成 果 ( 见 第 11 章 和 那里 的 引用 )， 这 些 成 果 展 示 了 该 问题 和 NP 完全 
以 及 coNP 完全 问题 的 鲜明 对 比 。 例 如 ， 我 们 将 在 后 面 的 章节 中 看 到 PRIMES 问题 既 在 
coNP 中 ， 也 在 NP 中 。 并 且 在 第 11 章 ， 我 们 将 看 到 存在 一 个 解决 PRIMES 快速 的 随机 化 
的 算法 。 最后， 在 10. 4.11 节 我 们 将 进一步 提 及 关于 这 个 重要 问题 正面 的 算法 方面 的 
成 果 。 

NP 门 coNP 类 

因此 , 在 NP 中 的 问题 有 简明 的 凭据 ， 而 在 coNP 中 的 问题 有 简明 的 不 合格 证 据 。 
NP 站 coNP 是 一 个 同时 拥有 两 者 的 问题 的 类 ! 也 就 是 说 ， 在 NP 门 coNP 中 的 问题 有 如 下 的 
性 质 : 每 个 实例 要 么 有 一 个 简明 的 凭据 (在 这 种 情况 下 ， 该 实例 是 “yes” 实 例 ) 要 么 有 
一 个 简明 的 不 合格 证 据 (在 这 种 情况 下 ， 该 实例 是 “no” 实 例 )。 没 有 一 个 实例 同时 包含 
两 个 。 和 凭据 和 不 合格 证 据 的 实质 是 大 不 相同 的 ， 用 不 同 的 算法 来 验证 它们 。 但 是 只 有 其 中 
的 一 个 永远 存在 。 显 然 ， 任 意 在 了 中 的 问题 也 在 NP 站 coNP 中 , 但 是 存在 一 些 在 NPD 
coNP 中 的 问题 ， 这 些 问 题 不 知道 是 否 在 P 中 〈 相 反 ， 在 可 判定 性 中 ，RE 站 coRE 王 R， 性 
质 3.4)。 例 如 ， 我们 将 很 快 看 到 PRIMES 在 NPN 门 coNP 中 。 但 是 在 展示 这 个 结果 之 前 ， 
我 们 将 首先 看 一 个 证 明 某 一 类 最 优化 问题 在 NP 门 coNP 中 的 通用 方法 。 

回忆 第 1 章 中 的 MAX FLOW 问题 。 我 们 知道 这 个 问题 在 P 中 ,但 是 让 我 们 暂时 忽略 
这 个 结论 ， 并 且 回 忆 另 一 个 发 现 〈 见 问题 1. 4. 11): 网 络 中 最 大 流 的 值 与 最 小 割 的 值 相同 ， 
最 小 割 是 指 最 小 的 边 集合 的 容量 和 ， 使 得 去 掉 集合 中 的 这 些 边 将 使 :和 ;分离 ( 见 图 1. 2)。 
现在 ， 这些 问题 都 是 优化 问题 ， 并且 它们 能 够 通过 如 下 步骤 转化 为 判定 性 问题 MAX 
FLOW (D) 问 ， 给 定 一 个 网 络 和 一 个 目标 K， 是 否 存 在 一 个 从 到 的 值 为 的 流 。MIN 
CUT (D) 问 ， 给 定 一 个 网 络 和 一 个 预算 B， 是 否 存 在 一 个 边 的 集合 ， 其 容量 和 为 B 或 者 更 
少 ， 并 且 删 除 这 些 边 后 ，t 与 ; 分离 。 最 大 流 最 小 制定 理 ( 见 问题 1. 4. 11) 说 明 一 个 网 络 有 一 
个 值 为 K 的 流 当 且 仅 当 其 没有 一 个 容量 为 K 一 1 的 割 。 换 句 话 说，MAXFLOW (D) 和 MIN 
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CUT (D) 问题 都 在 NP 中 ， 并且 能 够 很 容易 地 归 约 到 另 一 个 问题 的 补 。 当 这 种 情况 发 生 时 ， 
我 们 称 这 两 个 问题 (通常 是 判定 性 版 本 的 最 大 化 和 最 小 化 问题 是 互 为 对 偶 。 察 看 问题 
10. 4. 5 获取 更 多 关于 对 偶 性 的 信息 。 对 偶 性 意味 着 这 两 个 问题 都 在 NP 门 coNP 中 。 


10.2 素性 


一 个 数 p 是 素数 的 条 件 是 p 二 1 且 所 有 其 他 的 数 〈 除 1 以 外 ) 不 能 整除 它 。 这 个 定义 
有 一 个 显然 的 “对 于 所 有 ”的 量词 ， 这 立刻 暗示 这 个 问题 是 在 coNP 中 〈 见 例 10. 2 中 的 讨 
论 ) 。 本 节 将 说 明 PRIMES 在 NP 中 。 为 了 完成 这 个 目标 ， 我们 必须 换 一 种 素数 的 刻画 ， 
该 刻画 仅 包含 “存在 ”量词 。 

定理 10. 1 一 个 数 如 >1 是 素数 当 且 仅 当 存在 一 个 数 1 二 r 二 p， 使 得 r? 1! 二 1 mod zp， 
并 且 对 于 p 一 1 的 所 有 素数 因子 g，xz 气 关 1 mod p。 

后 面 ， 我 们 将 通过 足够 的 数论 定理 来 证 明定 理 10.1。 但 是 现在 ， 让 我 们 关注 我 们 找 
到 的 素数 的 “ 另 一 种 刻画 ”实际 是 什么 : 

推论 (Pratt 定理 ) PRIMES 在 NEPE 站 coNP 中 9 。 

证 明 : 我 们 知道 PRIMES 在 coNP 中 。 为 了 说 明 它 在 NP 中 ,我 们 将 说 明 任意 素数 拥 
有 一 个 没有 因子 的 凭据 ， 并 且 该 凭据 是 多 项 式 简 明 的 和 多 项 式 可 检查 的 。 

假设 p 是 素数 。 显 然 ，p 的 凭据 将 包含 上 面 定理 中 的 +。 我 们 声称 在 p 的 对 数 多 项 式 
时 间 内 检验 rz! 王 1 mod p 是 容易 的 , 令 二 Tlogp1。 首 先 观察 到 乘法 模 p 运算 能 够 通过 
先进 行 普通 的 乘法 ， 然 后 进行 模 p 运算 来 得 到 。 用 来 乘 和 除 4 位 整数 的 最 简单 方法 需要 用 
O(2) 步 〈 问 题 10. 4.7)。 为 了 计算 rt”!1mod p， 我 们 不 是 进行 p 一 2 次 乘法 (这 不 是 4 的 
多 项 式 )， 而 是 将 + 平方 (次, 得 到 地 ,rt,… ,rx ， 每 次 运算 都 模 p〈 否 则 数 的 增长 将 失去 
控制 )。 然 后 进行 最 多 4 次 模 p 乘法 (根据 p 一 1 的 二 进 制 表示 ) 我们 得 到 xr? ! mod p， 并 
且 检验 结果 是 否 等 于 1。 需 要 的 时 间 是 O(43 ) ， 一 个 多 项 式 。 

但 是 很 不 幸 的 是 ，r 本 身 并 不 是 PRIMALITY 的 足够 凭据 : 注意 202 -1 王 1 mod 21 
(只 要 观察 到 20 其 实 是 一 1 模 21， 因 此 其 平方 是 1。1 的 10 次 宕 也 是 1) ， 但 是 21 不 是 素 
数 。 我 们 必须 同时 提供 p 一 1 的 所 有 素数 因子 ， 以 此 作为 p 凭据 的 一 部 分 ( 见 定 理 10. 1 中 
的 陈述 )。 因 此 ， 我 们 提议 的 p 的 素性 的 任 据 是 C(p) 二 (7r;q1，,…,q:)， 其 中 gq; 是 p 一 1 的 
所 有 素数 因子 。 一 旦 它们 给 定 ， 我 们 首先 检查 r?”! 二 1] mod p， 并 且 通 过 不 断 被 qi 除 ， 
pb 一 1 能 够 成 为 1。 然后 我 们 通过 前 一 段落 的 指数 算法 检查 对 于 每 个 i，r 气 关 1 mod p。 所 
有 的 这 些 都 能 在 多 项 式 时 间 完 成 。 

这 个 凭据 还 没有 完成 。 给 出 一 个 如 上 所 述 的 “凭据 ”来 说 明 91 是 素数 : C(91) 王 (10; 
2,45)。 的 确 ，10%= 二 1 mod 91 (察看 这 个 ， 注 意 105 二 1 mod 91) ， 通 过 除 以 2 和 45 ，90 
变 成 了 1。 最 终 107 二 90 关 1 mod 91， 且 103 二 9 关 1 mod 91。 因 此 这 个 “凭据 ”被 验证 
了 。 但 是 ，91 二 7X13 不 是 素数 ! 这 个 “凭据 ”(10;2,45) 是 个 误导 ， 因 为 45 不 是 素数 ! 

问题 是 CCz) 三 (r;ql，…, qt) 不 能 说 服 我 们 gq; 是 素数 。 解 决 方案 很 简单 : 对 于 C(zp) 
中 的 每 个 4 ， 提 供 一 个 素性 的 凭据 ， 通 过 归纳 其 一 定 存在 。 当 p= 二 2 时 ,递归 停止 ， 此 时 
p 一 1 没有 任何 质 因 子 。 也 就 是 说 ，p 是 素数 的 凭据 如 下 : CC) 一 (rsgly CCql )，…，gh， 


昌 ”2002 年 已 证 得 : PRIMES 在 P 了 中。 详 见 问题 11. 5. 7 的 注 。 一 一 译 者 注 
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Cai))。 例 如 ，C(67) 的 凭据 是 : (2;2,(1),3,(2;2,(1)),11,(8;2,(1),5,(3;2,(1))))。 

如 果 pp 是 素数 ， 那 么 根据 定理 和 归纳 ,一定 存 在 一 个 适当 的 凭据 C(p)。 并 且 如 果 p 
不 是 素数 , 那么 定理 10. 1 暗示 没有 一 个 合法 凭据 。 

男 外 ，C(p) 是 简明 的 : 我 们 声称 它 的 总 长 度 最 多 为 4log?p。 这 个 证 明 是 通过 在 p 上 
归纳 完成 的 。p 二 2 或 p= 二 3 时 显然 成 立 。 对 于 一 般 的 p，p 一 1 拥有 上 二 logp 个 素数 因子 
qi 二 2，*…，gqs。 因 此 任 据 C(p)〉 除了 拥有 两 个 括号 和 2k 二 2logp 个 分 隔 符 ， 还 拥有 数字 > 
(最 多 logp 位 )、2 和 其 凭据 (1) (5 位 ) gq; (最 多 为 2logp 位 )， 以 及 Cl(g;)。 现 在 ,通过 
归纳 |C(g;) | 三 4log?*g;， 因 此 我 们 有 


k 
|C(p)|< 4logp + 5+42)1log’g; (10-1) 
i=2 


六 一 1 个 的 的 对 数 和 为 log 3 Liogp=1, 因此 式 〈10-1) 中 平方 和 最 多 为 (logp 一 1)?。 


蔡 换 进去 ， 我 们 得 到 |C(p) | 二 4log?p 十 9 一 4logp， 对 于 p 宇 5 来 说 ， 其 小 于 4log?p。 归 纳 
完成 。 

最 后 ，C(p) 能 够 在 多 项 式 时 间 内 被 检验 。 检 验 C(p) 的 算法 需要 时 间 OC(m3) 来 计算 
ml mod p 和 rmod p， 其 中 nn 是 p 的 位 数 ， 加 上 检验 提供 的 素数 ， 乘 起 来 等 于 p 一 1 
需要 的 时 间 和 检验 嵌入 的 凭据 的 时 间 。 一 个 完全 类 似 前 面 段 落 中 的 计算 说 明 总 的 时 间 是 
O(n ) 。 三 

模 素数 的 本 原 根 

本 节 将 证 明定 理 10. 1。 让 我 们 回忆 一 些 关 于 数 和 可 除 性 的 基本 定义 和 记号 。 我 们 将 
只 考虑 正 整 数 。 符 号 p 将 一 直 表示 素数 。 对 于 某 个 整数 &， 当 nn 二 mk 时 ,我们 说 mm 整除， 
我 们 写成 mr | n， 并 且 mm 称 为 n 的 一 个 因子 。 每 个 数 都 是 素数 的 乘积 (当然 不 需要 不 同 )。 
m 入 n 的 最 大 公 因 子 表 示 成 (m,n)， 如 果 (m,n) 二 1， 则 mr 和 nn 称 为 互 素 。 如 果 n 是 任意 
数 ， 我 们 称 数 0，1，…，n 一 1 为 模 nn 的 余数 。 因 为 本 节 中 的 所 有 算术 运算 都 将 归 约 到 模 
某 个 数 ， 因 此 我 们 所 处 理 的 总 是 模 那个 数 的 余数 。 

定理 10. 1 中 假定 存在 的 数 r 称 为 p 的 本 原 根 ， 所 有 的 素数 都 有 一 些 本 原 根 。 但 是 p 
的 本 原 根 隐藏 在 p 的 余数 中 ,因此 我 们 将 首先 检查 这 些 数 。 令 BC(n)={m:1<m<=n， 
(m,n) 二 1) 为 一 个 所 有 小 于 n 且 与 互 素 的 数 的 集合 。 例 如 ，@B(12) 二 {1,5,7,11)},，@(11) 二 
{1,2,3,…,10)。 我 们 定义 n 的 欧 拉 函数 $(n) 二 |B(n)|。 因 此 ,$$(12) 二 4,，$(11) 二 10。 
我 们 采用 %(1) 王 1 的 习惯 。 注 意 4(p) 二 p 一 1 ( 记 住 ，p 永远 代表 一 个 素数 )。 

更 一 般 地 ， 我 们 能 够 按 如 下 步骤 计算 欧 拉 函数 : 考虑 个 数 : 0,1,…,n 一 1。 它 们 是 
@(m) 的 候选 成 员 。 假 设 pjn， 那么 从 每 p 个 候选 者 中 “排除 ”一 个 , 剩 下 (1 一 方 ) 个 翁 
选 者 。 如 果 现 在 g 是 n 的 另 一 个 素数 因子 ， 则 很 容易 看 到 在 剩 下 的 候选 者 中 从 每 g 个 数 中 

1 


排除 一 个 候选 者 ， 剩 下 (1 一 广 ) (1 一 亏 ) 个 〈 通 过 这 种 方法 ， 我 们 会 不 重复 地 计数 所 排除 


的 二 个 pg 的 倍数 )。 诸如 此 类 : 








引 理 10.1 #0) =n (1 ). 口 


这 对 计算 并 不 是 非常 有 用 ,但 是 它 揭 示 了 函数 的 乘法 本 质 : 
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推论 1 如 果 (m,) 二 1, 则 $Cmn) 二 $m)$(n)。 口 

另 一 个 很 有 用 的 引 理 10. 1 的 推论 考虑 了 n 是 不 同 素数 p1，,… ,ps 的 乘积 。 在 这 种 情况 
下 ,8(m) 二 I;_1(pi; 一 1)。 但 是 这 意味 着 余数 元 组 (ri,…,m) 和 > 之 间 通 过 映射 ~ 一 
r mod pi 有 一 一 对 应 的 关系 ， 其 中 r;:€ B(pi),， rE GB(n) ( 反 向 映射 比较 复杂 一 点 儿 ， 见 
问题 10. 4. 9) 。 

推论 2 (中 国 剩余 定理 ) 如果) 是 不 同 素数 p1，… ,ps 的 乘积 ， 对 于 每 个 余数 上 元 组 
(ri ,rk)， 其 中 EB(p;)， 存 在 唯一 的 rEB(n) 满足 六 一- mod pi;。 口 

欧 拉 函数 的 下 面 性 质 及 其 证 明 是 很 了 不 起 的 : 

引 理 10.2 2mng (Cm) 二 n。 





证 明 : 令 [] p” 为 n 的 素数 因子 分 解 ， 考虑 下 面 的 乘积 ; 
f=] 


é 
[I C86D + $6p) + 8p) + gph )) 
i=] 


很 容易 看 到 ， 根 据 引 理 10.1， 在 只 有 一 个 素数 因子 的 情况 下 ,该 乘积 的 第 i 个 因子 是 
二 (pi 一 了 十 (好 一 户 ) 十 … 十 ( 认 一 识 下 )]， 即 不。 因此 ， 这 个 乘积 只 是 一 种 n 的 复杂 写法 。 
男 一 方面 ， 如 果 我 们 展开 乘积 我们 将 得 到 很 多 项 的 和 ， 每 个 项 都 对 应 n 的 一 个 因 


{ 区 
子 。 对 应 m= 二 [[ ps 的 项 是 ][ $2) ， 其 中 0<k' 壹 k;。 但 是 这 是 不 同 素 数 多 次 军 的 欧 拉 
ti] t= 


函数 的 乘积 , 应 用 引 理 10. 1 的 推论 ! 一 1 次 ， 得 到 $( 了 Ips) 二 gCm)。 将 所 有 项 加 起 来 ,我 
们 得 到 了 结果 。 加 

我 们 将 用 引 理 10. 2 来 说 明 每 个 素数 p 有 很 多 模 p 本 原 根 。 作 为 第 一 步 ， 很 容易 看 到 
GB(p) 的 所 有 的 元 素 满 足 本 原 根 定义 的 第 一 个 要 求 : 

引 理 10. 3 ( 费 马 定理 ) 对 于 所 有 0 过 a<p, a?”!1==1 mod p。 

证 明 : 考虑 余数 集合 4a， B(p) 二 {a m mod p:mE€@B(p)}。 很 容易 看 到 这 个 集合 和 @B(p) 
一 样 ， 也 就 是 说 ， 乘 以 a 只 是 置换 了 BB(p)。 因 为 ， 否则， 对 于 mm 这 mx 我 们 有 am = 
am mod p， 其 中 ,mEB(p)， 从 而 alm 一 m ) 二 0 mod p。 但 是 这 是 芒 雇 的 : a 和 一 
m 是 1~~p 一 1 之 间 的 整数 ， 但 它们 的 乘积 都 能 被 素数 p 整除 。 因 此 4a，@(p) 二 B(p)。 现在 将 
两 个 集合 中 的 所 有 数 乘 起 来 : ai (p 一 1)! 三 (8 一 1)! mod p，, 或 者 (az 1 一 1)(p 一 1)1= 
0 mod p。 因 此 ， 阁 两 个 整数 的 乘积 能 被 p 整除 ， 则 至 少 有 一 个 能 够 被 p 整除 。 但 是 
(pb 一 1) 1! 不 能 被 p 整除 ， 因 此 一 定 是 (a?-1 一 1)。 我 们 得 到 az 一 王 1 mod p。 口 ] 

实际 上 ， 我 们 能 够 在 任意 B(n) 上 运用 相同 的 论证 ， 其 中 不 一 定 是 素数 ， 并 且 得 到 
如 下 的 一 般 化 推论 ( 称 之 为 一 般 化 ， 因 为 $(p)==p 一 1)。 

推论 ”对 于 所 有 a€B(n), as? 二] mod n。 冲 

不 幸 的 是 ，@(z) 中 的 所 有 元 素 并 不 都 是 本 原 根 。 考 虑 B(11) 二 {1,2,…,10)。 在 这 10 
个 元 素 中 ， 只 有 4 个 是 模 11 本 原 根 。 例 如 ，3 的 寡 模 11 按照 宕 递增 的 顺序 是 : (3,9,5,4， 


1,3,9,…)。 这 证 明 3 不 是 本 原 根 ， 因 为 3? =35 = 二 1 mod 11。 类 似 地 ，10 不 可 能 是 本 原 


根 ， 因 为 103 二 10: 二 1mod 11 (此 处 2 和 5 是 10 的 素数 因子 ， 是 定理 10.1 中 所 述 的 g) 。 
另 一 方面 ，2 是 模 11 本 原 根 。2 的 短 模 11 是 : (2,4,8,5,10,9,7,3,6,1,2,4,…)。 因 此 ， 


2 是 本 原 根 ， 因 为 22 和 2* 模 11 不 是 1。 
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通常 ， 如 果 mE GB(p)， 则 mm 的 指数 是 最 小 的 整数 上 二 0,， 使 得 mr* 二 1 mod p。 所 有 在 
GB(p) 中 的 余数 有 一 个 指数 ， 因 为 如 果 s€E GB(p) 的 晨 重 复 但 是 都 不 为 1， 我 们 有 si(57 i 一 1) 二 0 
mod p， 所 以 ;一 i 是 一 个 指数 。 如 果 m 的 指数 是 k&， 则 仅 有 的 m 模 p 等 于 1 的 帘 是 那些 
的 倍数 。 根 据 引 理 10.3， 所 有 的 指数 整除 p 一 1。 现 在 我 们 可 以 更 好 地 理解 定理 10. 1 的 要 
求 了 : 通过 要 求 对 于 所 有 的 p 一 1 的 素数 因子 9，r 亏 关 lmod p， 我 们 排除 了 一 些 指 数 ， 这 
些 指数 是 p 一 1 的 真 因子 ， 从 而 要 求 -~ 的 指数 是 p 一 1 本 身 。 

让 我 们 固定 p,， 令 R(k) 为 在 @B(p) 中 的 有 指数 的 余数 的 总 数 。 我 们 知道 当 角 不 能 
整除 bp 一 1 时 ，R(k) 二 0。 但 是 ， 如 果 能 够 整除 ， 那 么 R(k) 为 多 少 呢 ? 一 个 相关 的 问题 
是 ， 等 式 zt 二 1 模 p 有 和 多少 根 ? 结果 显示 余数 在 这 方面 的 性 质 类 似 于 实数 和 复数 : 

引 理 10.4 任意 阶 数 为 & 的 不 恒 等 于 0 的 多 项 式 模 p 有 至 多 k 个 不 同 的 根 。 

证 明 : 通过 在 上 上 归纳 。 很 显然 当 & 王 0， 结 果 成 立 ， 因 此 假设 其 在 阶 数 为 & 一 1 的 时 候 
成 立 。 假 设 xCz) 王 akzt 十 … 十 aaz 十 ao 模 户 有 R& 十 1 个 不 同 的 根 ， 命 名 为 zi ,zt+Hl。 考 虑 


天 
多 项 式 (如) 一 x(z) 一 ai]] (x 一 z;) 。 显然 ,x (z) 的 阶 数 最 多 为 一 1， 因 为 zt 的 系数 相 
1 一 ] 


天 
消 了 。 且 x (x) 不 等 于 0， 因 为 所 有 的 二 假设 模 p 不 相同 ,x (xen) 二 一 ax [[ (zena 一 zi) 关 


i1=1 
0 mod p 。 因 此 ， 通 过 归纳 假设 x (zx) 应 该 有 一 1 或 者 更 少 的 不 相同 的 根 。 但 是 注意 zi ,…， 
Zk 是 所 有 的 x (zx) 的 根 , 并 且 根 据 假设 ,它们 实际 上 是 不 相同 的 。 口 
因此 存在 至 多 个 指数 为 的 余数 。 假 设 存在 一 个 ， 称 为 s， 则 (1 ,s,s ,…,st* 1) 都 
不 相同 (因为 对 于 i<j,s' 二 si mod p 暗示 着 si(s 站 i 一 1) 二 0 mod p， 因 此 s 指数 j 一 i 二 &)。 
所 有 这 上 个 余数 有 性 质 (s*)* 二 点 二 1 二 1 mod p。 因 此 这 些 是 xz* 二 1 所 有 可 能 的 解 。 然 而 
不 是 所 有 这 些 数字 的 指数 都 为 &。 例 如 ，1 的 指数 是 1。 如 果 lk& 且 4 GB(k) (也 就 是 说 ， 


如 果 4 和 占有 非 平凡 的 公 因 子 ， 称 为 4), 则 很 显然 (5') 了 二 1 mod p， 因 此 % 有 指数 二 或 者 


更 少 。 如 果 有 指数 &， 这 意味 着 LE B(k)。 从 而 我 们 证 明了 R(k) 三 $8(k)。 
我 们 现在 将 要 证 明定 理 10. 1 这 个 较 难 的 方向 了 : 当 上 不 能 整除 pb 一 1 时 ，R(k) 是 0; 
否则 ， 最 多 为 $C(k)。 但 是 所 有 p 一 1 个 余数 有 一 个 指数 。 因 此 ， 
bp—1= > RO 2 BD = p=1 


k| pl klp—l 


最 后 这 个 等 式 可 以 从 引 理 10. 2 中 获得 。 因 此 对 于 所 有 p 一 1 的 因子 ,我 们 必须 有 R(k) 一 
$(k)。 特 别 地 ，R(p 一 1) 二 $8(p 一 1) 宝 0， 因 此 p 最 省 有 一 个 本 原 根 。 

相反 ,假设 p 不 是 素数 (但 我 们 将 仍然 称 为 p， 暂时 违反 一 下 我 们 的 惯例 )。 我 们 将 
说 明 不 存在 如 定理 所 规定 的 >。 假设 ~-!:=1 mod p。 我 们 从 引 理 10. 3 的 推论 得 知 ，r#‘ = 
1 mod p， 而 且 因 为 p 不 是 素数 ， 所 以 $(p) 二 p 一 1。 考 虑 最 小 的 &， 使 得 * 二 1 mod p。 很 显 


然 & 整 除 p 一 1 和 #(p)， 因 此 严格 小 于 p 一 1。 令 4 为 和 一 的 质 因子 则 二 一 1 mod p， 违 


背 了 定理 的 条 件 ， 证 明 完 成 。 

即使 模 不 是 素数 ， 本 原 根 也 可 能 存在 。 当 对 于 所 有 $C(n) 的 因子 上， 小 关 1 mod n 时 ， 
我 们 称 x 是 模 n 本 原 根 。 例 如 ， 我 们 能 够 说 明 如 下 (证 明 见 问题 10. 4. 10) : 

性 质 10. 3 每 个 素数 平方 p? 有 一 个 本 原 根 ， 其 中 如 >2 。 口 
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10.3 函数 问题 


在 本 书 的 前 面 ， 我们 决定 主要 研究 语言 编码 判定 性 问题 的 计算 和 复杂 性 。 在 这 个 过 程 
中 ,我 们 失去 了 什么 吗 ? 显然 ,实际 需要 解决 的 计算 任务 不 都 是 只 需要 回答 “yes” 或 
“no”。 例 如 ， 我 们 可 能 需要 找到 一 个 布尔 表达 式 的 可 满足 的 真 值 指派 ， 而 不 仅仅 是 说 出 这 
个 表达 式 是 否 是 可 满足 的 。 在 旅行 商 问题 中 ， 我 们 需要 最 优 回 路 ， 而 不 仅仅 是 否 存在 一 个 
在 给 定 预算 范围 内 的 回路 ， 诸 如 此 类 。 我 们 称 这 些 需要 比 “yes” 或 “no” 更 详细 答案 的 
问题 为 函数 问题 。 

很 显然 ， 判 定性 问题 只 在 证 明 负 面 的 复杂 性 结果 中 是 函数 问题 很 有 用 的 代替 品 。 例 
如 ， 既 然 我 们 知道 SAT 和 TSP (D) 是 NP 完 全 的 , 那么 我 们 可 以 确定 除非 了 二 NP， 否 则 
不 存在 多 项 式 时 间 算 法 来 找 出 一 个 可 满足 的 真 值 指派 ， 或 者 找 出 最 优 回路 。 但 正如 我 们 所 
知道 的 ， 有 些 判定 性 问题 能 够 比 原 问题 更 简单 。 下 面 我 们 将 给 出 两 个 典型 的 不 是 这 种 情况 
的 例子 。 

例 10.3 FSAT 是 如 下 函数 问题 : 给 定 一 个 布尔 表达 式 %g， 如 果 y 是 可 满足 的 ， 则 返 
回 $ 的 一 个 可 满足 的 真 值 指派 ; 否则 返回 “no”。 它 需要 计算 某 种 函数 一 一 因此 在 其 名 字 
中 记 上 “F”。 对 于 每 个 输入 %， 这 个 “函数 ”可 能 有 很 多 不 同 的 值 〈 任 意 可 满足 的 真 值 指 
派 ) ， 或 者 没有 (在 这 种 情况 下 ， 我 们 必须 返回 “no”)， 因 此 其 很 难 符合 理想 数学 函数 的 
要 求 。 但 这 是 一 种 用 来 形式 化 基于 SAT 的 实际 计算 任务 的 有 效 方式 。 

很 显然 ， 如 果 FSAT 能 够 在 多 项 式 时 间 内 解决 ， 则 SAT 也 可 以 。 但 是 不 难看 出 反方 
向 的 暗示 也 成 立 。 如 果 我 们 有 一 个 SAT 的 多 项 式 时 间 算 法 ， 则 我 们 也 可 以 构造 一 个 
FSAT 的 多 项 式 时 间 算 法 ， 如 下 ; 

给 定 一 个 变量 x1，… ,zn 的 表达 式 $， 我 们 的 算法 首先 问 是 否 $ 是 可 满足 的 。 如果 回 答 是 
“no”， 则 算法 停止 并 且 返 回 “no”。 困 难 的 情况 是 当 回 答 是 “yes” 时 ,算法 必须 给 出 一 个 可 
满足 的 真 值 指派 。 接 下 去 的 算法 如 下 : 考虑 将 zi 替换 为 真 和 假 ， 得 到 两 个 表达 式 $[xi 二 真 ] 
和 $Lzi 二 假 ]。 显 然 ， 至少 其 中 的 一 个 是 可 满足 的 。 我 们 的 算法 根据 其 中 哪个 是 可 满足 的 来 
判定 zi 二 真 还 是 zi 二 假 〈 如 果 它 们 都 是 可 满足 的 ， 则 取 任 意 值 )。 然后 将 $ 中 zi 的 值 进行 蔡 
换 ， 接 着 考虑 zx。 很 显然 ， 至 多 2n 次 调用 假设 是 多 项 式 时 间 的 , 每 次 调用 传人 的 表达 式 都 是 
比 $ 简单 的 判定 可 满足 性 的 算法 ， 我们 的 算法 找到 了 一 个 可 满足 的 真 值 指派 。 口 

上 面 例子 中 的 算法 利用 了 SAT 和 其 他 NP 完全 问题 的 有 趣 的 自 归 约 性 质 ( 自 归 约 将 
在 14 章 和 第 17 章 再 次 讨论 )。 对 于 TSP 和 其 他 最 优化 问题 ， 需 要 一 个 额外 的 技巧 : 

例 10.4 我 们 能 够 使 用 假设 的 TSP(D) 问题 的 算法 来 解决 TSP( 函 数 问 题 ， 在 该 问 
题 中 ， 需 要 返回 实际 的 最 优 回路 ): 我 们 首先 通过 二 分 搜索 找到 最 优 回路 的 花费 。 首 先 注 
意 最 优 花费 是 0 一 2" 之 间 的 整数 ， 其 中 是 实例 编码 的 长 度 。 因 此 ,我们 首先 询问 对 于 给 
定 的 城市 和 距离 ， 预 算 2" :是 否 可 达到 的 。 接 着 根据 回答 ， 预 算 2" ?或 者 2" 1 十 2" ?是 
否 是 可 达到 的 ， 诸 如 此 类 , 每 步 减 少 一 半 可 能 的 最 优 花费 ， 以 此 找到 精确 解 。 

一 旦 找到 了 最 优 花 费 ， 令 其 为 C， 我 们 把 将 要 询问 的 TSP(D) 问题 中 的 预算 都 定 为 
C， 但 是 城市 间 的 距离 将 发 生变 化 。 我 们 依次 将 某 个 城市 间距 离 变 成 C 十 1， 然 后 询问 是 否 
存在 一 个 花费 为 C 或 更 少 的 回路 。 如 果 存 在 ， 则 显然 最 优 回路 不 包含 这 个 城市 间 的 距离 ， 
因此 我 们 将 其 花费 定 为 C 十 1， 这 不 会 产生 副作用 。 但 如 果 答 案 是 “no”， 则 我 们 知道 现在 
考虑 的 这 个 城市 间 的 距离 对 于 最 优 回 路 很 关键 ， 我 们 将 甚 重 置 回 原来 的 值 。 很 容易 看 到 ， 
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当 处 理 完 所 有 m2 个 城市 间 的 距离 时 ， 所 有 在 距离 矩阵 中 值 小 于 C 十 1 的 项 是 个 最 优 回路 
中 用 到 的 城市 间 的 链接 。 这 些 只 需要 调用 假设 的 TSP(D) 算法 多 项 式 次 。 回 

判定 性 问题 和 函数 问题 之 间 的 关系 能 够 形式 化 地 表达 。 假 设 工 是 NP 中 的 语言 。 根据 
性 质 9. 1， 存 在 一 个 多 项 式 可 判定 的 多 项 式 的 平衡 关系 Ri ， 使 得 对 于 所 有 的 字符 串 x: 存 
在 一 个 字符 串 y 满足 Ri(x,y)， 当 且 仅 当 xEL。 与 L 关联 的 函数 问题 记 为 FL， 是 如 下 
的 计算 问题 

给 定 x， 寻 找 一 个 字符 串 y， 使 得 RL(x,y); 如 果 不 存在 这 样 的 字符 串 ， 返 回 “no”。 

NP 中 的 语言 按照 土 述 关 联 所 形成 的 函数 语言 的 类 称 为 ENP。FP 是 其 中 的 子 类 ， 只 包 
含 能 够 在 多 项 式 时 间 解 决 的 ENP 中 的 问题 。 例 如 ，FNP 中 的 FSAT,， 不 知道 是 否 ( 或 不 
太 可 能 ) 在 FP 中 。 其 特殊 情况 FHORNSAT 在 FP 中 ， 并 且 也 是 在 二 分 图 中 寻找 的 问题 
匹配 。 注 意 我 们 没有 断言 TSP 是 FNP 中 的 函数 问题 (这 很 有 可 能 不 是 ， 见 17. 1 节 )。 原 
因 是 ,在 TSP 中 ， 最 优 解 不 是 一 个 充分 的 凭据 ， 因 为 我 们 不 知道 如 何在 多 项 式 时 间 内 检 
验 其 为 最 优 。 

定义 10. 1 现在 来 谈 谈 函数 问题 之 间 的 归 约 。 当 如 下 成 立时 ,我 们 称 一 个 函数 问题 A 
归 约 到 函数 问题 B: 存在 字符 串 函 数 尺 和 S， 都 能 够 在 对 数 空间 内 计算 ， 使 得 对 于 任意 字 
符 串 工 和 z， 下 面 成 立 : 如 果 工 是 A 的 实例 ， 则 R(x) 是 B 的 实例 ,而 且 如 果 z 是 R(z) 
的 正确 输出 ， 则 SCz) 是 工 的 正确 输出 。 

注意 定义 的 微妙 之 处 : R 产生 函数 问题 B 的 实例 R(x)， 使 得 我 们 能 够 从 任意 R(z) 
的 正确 输出 x 构造 x 的 一 个 输出 S(z)。 

如 果 函 数 问题 A 在 函数 问题 的 类 FC 中 ， 且 该 类 中 的 所 有 问题 都 能 归 约 到 A， 我 们 称 
其 对 于 FC 是 完全 的 。 口 

毫 无 疑问 : FP 和 FNP 在 归 约 下 是 封闭 的 ， 函 数 问 题 之 间 的 归 约 能 够 结合 。 进一步 
说 ， 不 难说 明 FSAT 是 FNP 完全 的 。 但 是 我 们 知道 ， 通 过 例 10.3 中 的 自 归 约 讨论 ， 
FSAT 能 够 在 多 项 式 时 间 内 解决 ， 当 且 仅 当 SAT 能 够 在 多 项 式 时 间 内 解决 。 这 确立 了 下 
面 的 结果 : 

定理 10. 2 FP 二 FNP， 当 且 仅 当 P=NP， 口 

全 函数 

函数 问题 和 判定 性 问题 之 间 的 紧密 联系 ， 尤 其 是 定理 10.2， 暗 示 了 研究 FNP 中 的 函 
数 问题 没有 任何 令 人 激动 的 地 方 。 但 是 存在 一 个 例外 : FNP 中 有 一 类 重要 问题 保证 从 来 不 
会 返回 “no”。 显 然 ， 这 种 问题 没有 有 意义 的 语言 或 对 应 的 判定 性 问题 〈 它 们 对 应 平凡 语 
言 L 二 3")。 尽 管 如 此 ， 它 们 都 有 可 能 是 非常 有 趣 且 困难 的 计算 问题 ， 不 知道 是 否 也 不 倾 
向 于 认为 在 FP 中 。 我 们 考察 下 面 一 些 最 重要 也 最 具 代 表 性 的 例子 。 

例 10.5 考虑 下 面 的 FNP 中 著名 的 函数 问题 ， 称 为 FACTORING: 给 定 一 个 整数 
N， 寻 找 其 素数 分 解 N= 二 phi p 旨 … pm， 以 及 p1，…，,pm 是 素数 的 凭据 。 注 意 输出 必须 包含 
素数 因子 的 凭据 ; 如 果 不 包含 ， 问 题 显 然 不 在 FNP 中 。 尽 管 有 计划 地 并 且 认 真 地 努力 了 
两 个 世纪 ， 但 没有 找到 多 项 式 时 间 算 法 来 解决 这 个 问题 。 似 乎 可 以 相信 (尽管 没有 获得 普 
遍 的 认同 ) 对 于 FACTORING 问题 ， 不 存在 多 项 式 时 间 算 法 (但 是 见 问题 10. 4. 11， 这 是 
一 个 很 有 希望 的 方向 )。 

然而 ， 有 一 些 很 强 的 理由 让 我 们 相信 FACTORING 与 FNP 中 我 们 看 到 的 其 他 难 的 函 
数 问题 〈 例 如 FSAT) 有 很 大 的 区 别 。 原 因 是 它 是 一 个 全 函数 。 也 就 是 说 ， 对 于 任意 整数 
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N， 这 种 分 解 一 定 存 在 。 相反, FSAT 的 难度 恰恰 在 于 可 能 不 存在 一 个 真 值 指派 满足 给 定 
的 表达 式 。 

通常 ， 如 果 FNP 中 的 一 个 问题 R， 对 于 每 个 字符 串 x， 存 在 至 少 一 个 字符 串 y 使 得 
R(x,y)， 我 们 称 R 为 全 的 。FNP 包含 所 有 全 函数 问题 的 子 类 称 为 TENP。 除 了 因子 分 解 
外 ， 这 个 类 还 包含 其 他 一 些 重要 的 问题 ， 这 些 问题 不 知道 是 否 在 FP 中 。 下 面 给 出 三 个 具 
有 代表 性 的 例子 : 

例 10.6 给 定 一 个 无 向 图 (V,E)， 边 的 整数 (可 能 为 负 ) 权重 为 w( 见 图 10. 1)。 
将 图 10. 1 中 的 结 点 想象 为 人 ， 边 上 的 权重 暗示 两 个 人 嘉 
欢 对 方程 度 一 一 稍微 有 点 偏离 实际 ， 这 里 假设 是 对 称 的 。 
一 个 状态 S 是 一 个 从 V 到 {一 1, 十 1} 的 映射 ， 也 就 是 
说 ， 给 每 个 结 点 赋 一 个 值 十 1 或 一 1。 当 下 面 的 成 立时 ， 
我 们 称 结 点 i 在 状态 S 下 是 快乐 的 : 

















SG) ， 了 S(j)w[i,j] 宇 0 (10- 2) 
i,jJEE 
直观 地 ， 条 件 (10-2) 刻画 了 如 下 的 事实 ， 一 个 


图 10.1 HAPPYNET 问题 


点 倾向 于 与 其 正 边 相连 的 结 点 有 相同 的 值 ， 与 其 负 边 相 
连 的 结 点 有 相反 的 值 。 例 如 ， 在 图 10.1 中， 顶点 1 是 快乐 的 ， 而 顶点 3 是 不 快乐 的 。 
我 们 现在 能 够 定义 下 面 的 函数 问题 ， 称 为 HAPPYNET: 给 定 一 个 有 权重 的 图 ， 找 一 
个 使 得 所 有 结 点 都 快乐 的 状态 。 首 先 ， 这 个 问题 看 起 来 像 一 个 经 典 的 难 组 合 问题 : 毫 无 疑 
问 可 以 尝试 所 有 的 状态 ， 但 是 没有 一 个 已 知 的 多 项 式 时 间 算 法 可 以 找到 快乐 状态 。 但 是 有 
一 个 重要 的 区 别 : 所 有 HAPPYNET 的 实例 能 够 保证 有 解 ， 即 一 个 使 得 所 有 结 点 都 快乐 
的 状态 。 
下 面 给 出 证 明 : 考虑 如 下 的 状态 S 的 “贡献 值 ”: 


$LS]= >) SSCO)w[i,j] (10- 3) 
[ijj€E 
假设 结 点 i 在 S 中 不 快乐 ， 也 就 是 说 ， 
SG 。 2) SOQ) + wi,j] =—6 < (10-4) 
[isjJ€EE 


令 S' 为 男 一 状态 ,该 状态 除了 SC) 二 一 SC 让 之 外 ， 与 S 相同 (我们 称 i 被 “翻转 ”)， 
考虑 8LS']。 很 显然 ， 通 过 比较 式 (10-3) 和 式 (10-4)， 得 到 $LS'] 二 8gLSj 十 26。 也 就 是 
说 ， 当 我 们 翻转 任意 不 快乐 的 结 点 时 ， 函 数 $ 至 少 增 加 2。 但 是 这 上 暗示 了 下 面 的 算法 : 

从 任意 状态 S 开始 , 不 断 重复 : , 

当 存 在 一 个 不 快乐 结 点 时 ， 将 其 翻转 。 

因为 $ 在 区 间 [一 W…W] 上 取 值 ， 其 市 站 一 ， 弃 。 |w[i 门 | 并且 每 一 次 选 代 允 至 

i,1.E€E 
少 增长 2， 所 以 这 个 过 程 必 将 停止 于 没有 不 快乐 结 点 的 状态 。 整 个 证 明 完 毕 。 我 们 立刻 得 
出 HAPPYNET 在 全 函数 问题 TFNP 类 中 。 

因此 ， 人 快乐 状态 永远 存在 。 问 题 是 如 何 找到 它们 。 上 面 的 迭代 算法 只 是 一 个 “ 伪 多 项 
式 ” 时 间 算 法 ， 因 为 其 时 间 边 界 与 边 的 权重 成 正比 ， 而 不 是 其 对 数 (有 例子 说 明 算法 在 最 
坏 情 况 下 是 指数 的 ， 见 10. 4. 17 节 中 的 引用 )。 顺便 说 一 下 ，HAPPYNET 与 神经 网 络 的 
Hopfield 模型 中 寻找 稳定 状态 等 价 〈 见 10. 4. 17 节 中 的 引用 ) 。 尽 管 该 问题 具有 现实 意义 ， 
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但 到 目前 为 止 还 没有 任何 已 知 的 多 项 式 时间 算 法 可 以 解决 它 。 回 

例 10.7 我 们 知道 ， 给 定 一 个 图 ， 寻 找 其 哈密 顿 回路 是 NP 完全 的 。 但 是 ， 如 果 给 定 
一 个 哈密 顿 回 路 ， 我 们 要 寻找 另 一 个 哈密 顿 回 路 呢 ? 存在 的 这 个 回路 显然 应 当 有 利于 我 
们 寻找 新 的 回路 。 很 不 幸 ， 不 难看 出 即使 这 个 问题 ,我 们 称 为 ANOTHER HAMILTON 
CYCLE， 是 FNP 完全 的 (问题 10.4.15)。 | 

但 是 在 三 次 图 中 考虑 同一 个 问题 一 一 在 三 次 图 中 所 有 的 结 点 度数 为 3。 可 以 证 明 ， 如 
果 一 个 三 次 图 有 一 个 哈密 顿 回 路 ， 则 其 一 定 拥 有 第 二 个 哈密 顿 回路 。 

证 明 如 下 : 假设 我 们 给 定 一 个 三 次 图 中 的 哈密 顿 回 路 ， 令 其 为 [1,2,…,n,1]。 删除 
边 [1，2] 得 到 一 个 哈密 顿 路 径 〈 见 图 10. 2a) 。 我 们 将 只 考虑 从 结 点 1 出 发 ,不 使 用 边 
[1,2] 的 路 径 ， 如 图 10. 2a 所 示 。 称 任意 此 类 哈密 顿 路 径 为 候选 者 〈 图 10. 2a 到 10. 2f 中 
的 路 径 都 是 候选 者 ) 。 当 两 个 候选 者 有 2 一 2 条 相同 的 边 时 (除了 一 条 边 ， 其 他 全 相同 )， 
我 们 称 这 两 条 路 径 是 邻居 。 


1 1 1 
2 2 2 
<> <> 
a) b) c) 人 
1 1 1 
2 2 2 
<> <> 
f) 6) d) 


图 10.2 在 三 次 图 中 寻找 ANOTHER HAMILTON CYCLE 


一 条 候选 者 路 径 有 多 少 个 邻居 ? 答案 取决 于 另 一 个 端点 是 否 是 2。 如 果 不 是 ， 则 路 径 
是 从 1 到 z 取 2， 则 我 们 通过 不 在 当前 路 径 中 的 从 zz 出 发 的 边 添加 路 径 ， 能 够 获得 两 个 不 
同 的 候选 者 邻居 〈 图 是 三 次 图 )， 并 且 将 其 中 的 回路 以 唯一 的 方式 打 断 ， 得 到 另 一 条 路 径 。 
例如 ， 图 10. 2c 中 的 路 径 有 两 个 邻居 ， 分 别 是 图 10. 2b 和 图 10. 2d。 但 是 一 个 端点 为 1 和 2 
的 候选 者 路 径 只 有 一 个 邻居 : 边 [1,2j」 不 能 被 使 用 。 

现在 ， 很 显然 : 因为 除了 端点 为 1 和 2 的 候选 者 路 径 只 有 一 个 邻居 外 ， 所 有 的 候选 者 
路 径 都 有 两 个 邻居 ， 所 以 一 定 存 在 偶数 个 端点 为 1 和 2 的 路 径 。 但 是 从 1 到 2 的 任意 哈密 
顿 路 径 ， 加 上 边 [1,2]， 将 产生 一 个 哈密 顿 回 路 。 我 们 得 到 结论 : 一 定 存在 偶数 个 使 用 
边 [1,2] 的 哈密 顿 回路 ， 既 然 我 们 知道 其 中 的 一 个 ， 那 么 另 一 个 一 定 存在 。 

此 外 ， 我 们 不 知道 是 否 存在 多 项 式 时 间 算 法 来 找 出 三 次 图 中 的 第 二 个 哈密 顿 回路 .。 在 
上 述 论证 中 提 到 的 ， 并 在 图 10. 2 中 所 演示 的 算法 〈 生 成 新 的 邻居 直到 无 法 继续 ) 被 证 明 
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在 最 坏 情 况 下 是 指数 时 间 的 。 但 是 ， 前 面 的 讨论 明确 了 ANOTHER HAMILTON CYCLE 
在 三 次 图 这 个 特殊 情况 下 是 在 TFNP 中 的 。 口 ] 





例 10. 8 假设 我 们 给 定 n 个 正 整 数 al 9 使 得 > ai 全 27 ] 例如 ， 
f=] 
47,59,91,100,88,111,23,133,157,205 
(注意 ， 它 们 的 和 为 1014， 小 于 2 一 1 二 1023)。 因 为 这 些 数 的 子 集 数 目 比 1~ 》)a; 之 间 
1 一】 


的 数 的 个 数 多 ， 所 以 一 定 存 在 两 个 和 相等 的 不 同 子 集 。 实 际 上 ， 很 容易 看 到 一 定 存 在 两 个 
不 相交 的 子 集 拥有 相等 的 和 。 但 是 我 们 不 知道 是 否 存 在 多 项 式 时 间 算法 来 找 出 这 两 个 集合 
(读者 可 以 自行 找 出 上 面 例子 中 的 这 两 个 集合 )。 


10. 4 注解 、 参 考 文献 和 问题 














10. 4. 1 类 综 览 





FNP 完 全 的 





10.4.2 正如 我 们 在 注解 8. 4. 1 中 提 到 的 那样 ， 表 面 上 较 强 的 Karp 归 约 不 会 给 NP 完全 问题 的 列表 
增加 许多 。 但 是 存在 一 种 不 同 的 归 约 会 增加 许多 : 多 项 式 时 间 非 确定 性 归 约 , 或 者 7 归 约 ， 提 出 于 

OoL. Adleman and K. Manders. “ Reducibility, randomness, and intractability,” Proc. 9th ACM Symp. on 

the Theory of Computing, pp. 151-163, 1977. 

在 这 个 归 约 中 ， 输 出 是 通过 多 项 式 时 间 非 确定 性 图 灵机 来 计算 的 。 用 非 确定 性 图 灵机 来 计算 一 个 函 
数 意 味 着 什么 ， 这 在 证 明定 理 7. 6 之 前 讨论 过 : 尽管 计算 可 能 失败 ， 但 所 有 其 他 计算 都 必须 正确 〈 也 就 
是 说 ， 输 入 在 工 中 ， 当 且 仅 当 输出 在 二 中 )， 并 且 至 少 有 一 个 计算 不 会 失败 。 如 果 问 题 在 NP 中 ， 并 且 所 
有 在 NP 中 的 语言 都 能 y 归 约 到 它 ， 则 其 称 为 y 完 全 的 。 

问题 : 证 明 如 果 工 对 于 NP 来 说 是 y 完 全 的 ， 则 LEP 当 且 仅 当 NP 二 coNP。 至 少 存在 一 个 问题 对 于 
NP 来 说 是 7 完全 的 ,但 是 不 清楚 是 否 是 NP 完全 的 : LINEAR DIVISIBILITY,， 在 这 个 问题 中 ,我 们 给 定 
两 个 整数 a 和 5， 问 是 否 存 在 一 个 形 为 a，z 十 1 的 整数 ， 能 够 整除 5， 参 见 前 面 引用 的 Adleman 和 Man- 
ders 的 论文 。 | 

10.4.3 问题 : 证 明 coNP 是 所 有 能 够 被 全 域 二 阶 逻辑 表示 的 图 论 性 质 类 (参见 Fagin 的 关于 NP 的 
定理 8. 3) 。 

10.4.4 回忆 问题 4.4.10 中 的 消解 方法 。 如 果 存 在 一 个 子 句 集合 (go，*…，, $a) 的 序列 使 得 
(a) po 二 8; (b) 对 于 i 二 0,…,n 一 1， 通 过 在 $; 上 添加 yj 的 一 个 消解 式 得 到 $itr1; (c) 加 包含 空子 句 ， 
则 我 们 称 这 个 子 句 集合 #4 有 消解 深度 n。 从 问题 4. 4. 10 我 们 知道 所 有 不 可 满足 的 表达 式 具 有 有 限 的 消解 
深度 。 多 项 式 消 解 猜想 声称 任意 不 可 满足 的 表达 式 的 消解 深度 与 表达 式 的 大 小 成 多 项 式 关 系 。 

问题 : 证 明 多 项 式 消 解 猜想 暗示 NP 二 coNP。 

多 项 式 消解 猜想 在 下 面 的 论文 中 被 反驳 。 

o A. Haken, “The intractability of resolution,” Theor. Comp. Sci39, pp. 297-308 ，1985. 
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10. 4.5 ”对偶 性 ; 令 攻 二 ((z,K): 存 在 z 使 得 Fi(zx,z) 和 ci1(z) 宇 K}, Lz 二 {(y,B): 存 在 x 使 得 
Fa(y,z) 且 cz(z) 魏 也) 为 两 个 最 优化 问题 的 判定 性 版 本 ， 一 个 是 最 小 化 问题 ， 另 一 个 是 最 大 化 问题 ， 其 
中 F; 是 多 项 式 平衡 的 ， 多 项 式 可 计算 的 关系 ，c; 是 从 字符 串 到 整数 的 多 项 式 可 计算 函数 。 直 观 地 ， 
F;(z,z) 成 立 ， 当 且 仅 当 z 是 第 i 个 问题 在 输入 为 zx 时 的 可 行 解 ， 在 这 种 情况 下 c;(x,z) 是 花费 。 假设 存 
在 从 Li 到 Ls 的 归 约 和 反 向 归 约 ， 其 中 工 ; 是 L; 的 补 ， 则 我 们 称 这 两 个 最 优化 问题 互 为 对 偶 。 

问题 : (a) 证 明 如 果 Li 和 L* 是 两 个 互 为 对 偶 的 最 优化 问题 的 判定 版 本 ， 则 两 个 语言 都 在 NP 门 
coNP 中 。 

(b) 根据 上 面 的 户 和 G1， 给 定 最 小 化 问题 的 判定 版 本 Li 。 如 果 下 面 的 语言 在 NP 中 ， 则 我 们 称 三: 
有 最 优 凭据 : {(x,z) :对 于 所 有 x ，Fi (x,z') 意味 着 cl (zx,z) 二 a (x,z )}。 对 于 最 大 化 问题 也 类 似 。 说 
明 下 面 的 陈述 对 于 最 优化 问题 的 判定 版 本 区 来 说 是 等 价 的 : 

(Ci ) 工 有 对 偶 。 

(ii ) 工 有 最 优 赁 据 。 

(ii> 工 在 NP 站 coNP 中 . 

对 偶 性 是 最 优化 问题 中 重要 且 积 极 的 算法 性 质 。 在 MAX FLOW 中 ,， 它 的 推广 LINEAR PRO- 
GRAMMING 以 及 一 些 其 他 重要 的 最 优化 问题 ， 利 用 对 偶 性 产生 了 一 些 非常 优雅 的 多 项 式 时 间 算 法 。 实 ”L236 
际 上 ， 对 偶 性 是 某 些 多 项 式 算 法 的 成 功 之 源 。 事 实 上 ， 绝 大 多 数 已 知 的 互 为 对 偶 的 问题 都 是 在 了 P 中 。 
参见 

a 天， Papadimitriou and K. Steiglitz. Combinatorial Optimization: Algorithms and Complezity, 

Prentice- Hall, Englewood Cliffs, New Jersey, 1982. 
o M. Grotschel, L. Lovaéasz, and A. Sherijver. Geometric Algorithms and Combinational Optimiza- 
tion, Springer, Berlin, 1988. 

10. 4.6 问题 : 一 个 强 非 确 定性 图 灵机 可 能 有 三 种 输出 :“yes”、“no” 和 “maybe”。 如 果 下 面 的 为 
真 ， 则 我 们 称 这 种 机 器 判定 工 : 如 果 ZEL,， 则 所 有 计算 以 “yes” 或 “maybe” 结 束 ， 但 至 少 有 一 个 
“yes”。 如 果 rgL， 则 所 有 的 计算 以 “no” 或 “maybe” 结 束 , 但 至 少 有 一 个 “no”。 证 明 工 能够 被 强 非 
确定 性 图 灵机 判定 ， 当 且 仅 当 LE NP 人 eoNP。 

10.4.7 问题 : 证明 如 果 xz、y 和 z 是 4 位 的 整数 ,我 们 能 够 在 O(4?〉 时 间 内 计算 z 十 > mod x 和 zx。 
y mod z。 证 明 我 们 能 够 在 O(L8) 时 间 内 计算 zy mod >。 

10. 4.8 问题 : 证 明 如 果 N 不 是 素数 ， 则 其 拥有 一 个 除了 1 以 外 的 不 大 于 VN 的 因子 。 证 明 
PRIMES 能 够 在 时 间 O(VN log2: N) 内 解决 〈 很 不 幸 ，N 不 是 输入 的 长 度 ， 而 是 输入 本 身 ) 。 

10.4.9 中 国 剩余 定理 ， 构 造 性 版 本 ”证明 ， 如果) 是 不 同 素数 p1,… ,ps 的 乘积 ， 则 唯一 满足 产 一 

天 
r mod pi(i 一 1,…,k) 的 rEB(n) 由 下 面 的 表达 式 给 出 :7 二 >》 PiQiri mod n, 其 中 Pi 二 jzip; 且 Qi 一 


1=1 


Pi mod p;。( 这 是 模 域 上 的 Langrange 插值 公式 。 根 据 中 国 剩余 定理 ， 证 明 余 数 是 正确 的 ) 

10.4. 10 问题 : 证 明 每 个 奇 素数 平方 如 有 一 个 本 原 根 (性 质 10. 3) (当然 p 有 一 个 本 原 根 ， 称 为 x。 
则 要 么 rt!1 关 1 mod 疡 ， 要 么 (7r 十 p)t"! 关 1mod p?。 据 此 证 明 要 么 r+， 要么 7 十 p 是 p? 的 本 原 根 )。 

10. 4. 11 因子 分 解 算法 尽管 整数 的 因子 分 解 是 个 古老 的 、 荣 泡 的 问题 ， 而 且 数 论 学 家 从 不 需要 
额外 的 动机 来 研究 它 ， 但 现代 的 公 钥 密码 学 ( 见 第 12 章 ) 给 这 个 传统 的 问题 一 个 意料 不 到 的 实际 意 
义 。 现 在 的 算法 可 以 以 相当 快 的 速度 来 分 解 大 的 整数 ， 尽 管 是 超 多 项 式 的 ,但 算法 本 身 还 是 有 趣 的 。 
我 们 将 呈现 此 类 算法 简单 技巧 的 核心 ， 了 解 更 多 请 参见 

oA. K.Lenstra and H. W. Lenstra. “Algorithms in number theory,” The Handbook of Theoretical 

Computer Science, vol. I: Algorithms and Complexity, edited by J. van Leeuwen, MIT Press， 

Cambridge, Massachusetts, 1990. 
准备 将 被 分 解 的 数 (n 的 大 小 将 是 我 们 分 析 的 参考 点 )。 如 果 一 个 数 m 的 所 有 素数 因子 都 小 于 4， 称 
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m 为 人 4 平 消 。 根据 素数 定理 〈 即 小 于 的 素数 的 个 数 大 约 是 n/lnn)， 我 们 能 够 计算 随机 选择 的 数 m 志 ww 
是 4 平滑 的 概率 , 其 中 4 二 eAViminim 。 

(偶然 地 ， 对 于 4， 类 似 此 表达 式 在 此 类 分 析 中 经 常用 到 。 我 们 将 写成 (二 L(B)。 所 有 这 类 算法 的 期 
望 时 间 也 是 这 种 形式 L(r)， 我 们 的 目标 是 最 小 化 r。 在 上 下 文中 ,我们 将 忽 上 略 那 些 O(L(e))(e 二 0) 的 因 
子 ， 从 而 不 会 影响 r。) 


m<w 是 L(B) 平滑 的 概率 是 世 ( 一 六 )， 分解 整数 靖 的 Dixon 随机 平方 算法 是 ， 


1) 随机 产生 整数 111 ，m2… 三 直到 找到 上 L(B) m; 个 使 得 ri 二 m? mod n 是 L(B) 平滑 的 。 

2) 找到 一 个 这 些 7; 的 子 集 S ， 使 得 每 个 素数 pj 三 L(B) 在 S 中 出 现 偶 数 次 。 

一 旦 步骤 2 完成 了 ， 我 们 就 找到 了 两 个 数 工 和 y， 使 得 zx? 二 y mod n: 工 是 所 有 使 得 r;ES 的 mi 的 
乘积 ，y 是 所 有 比 工 (8) 小 的 素数 的 乘积 ， 其 中 每 个 素数 的 寡 次 为 其 在 S 中 总 出 现 次 数 的 一 半 。 

(a) 证 明 zx? 二 y? mod ms 

以 很 高 概率 能 够 证 明 ， 如 果 x? 二 yy mod n， 则 zx 十 y 和 nn 的 最 大 公约 数 将 是 n 的 一 个 非 平 凡 因 子 ， 这 
样 我 们 就 成 功 了 。 问 题 是 ， 我 们 多 久 才 能 完成 步骤 1， 如 何 完 成 步骤 2。 


Cb) 使 用 前 面 引用 的 平滑 的 概率 ， 证 明 步 台 1 能 够 在 期 望 时 间 上 (+ 引 ) ， 乘 以 测试 一 个 二 ”的 数 是 


否 是 L(8) 平滑 所 需 的 时 间 内 完成 。 证 明 后 者 是 O(L(e))， 其 中 es 之 0 为 任意 值 (因此 可 以 被 忽略 ， 见 我 
们 上 面 的 评论 )。 
(c) 证 明 步 又 2 能 够 看 成 是 解 一 个 L(B8)XL(CB) 的 模 2 方程 组 ， 因 此 其 能 够 在 L(3B) 时 间 内 完成 。 
(d) 选择 8 来 优化 整个 算法 的 性 能 LL(7)。 
10. 4. 12 ”Pratt 定理 来 自 
OV. R. Pratt. “Every prime has a succinct certificate,” SIAM J. Comp., 4, pp: 214-220,，1975. 
除了 我 们 在 本 章 和 接 下 来 阐述 的 一 些 基本 事实 和 技巧 外 ， 如 需 了 解 更 多 的 数论 知识 ， 读 者 可 以 参考 
oG. H. Hardy 和 下 ，M，Wright. An Introduction to the Theory of Numbers, Oxford Univ，Press， 
Oxford, U.K., 5th edition, 1979. : 
ol. Niven 和 H. S. Zuckerman. An Introduction to the Theory of Numbers, Wiley, New York 1972. 
10; 4; 13 问题 : 证 明 FSAT 是 FNP 完全 的 。 
10.4.14 例 10.3 中 所 使 用 的 SAT 的 自 归 约 是 一 个 非常 重要 的 概念 ， 在 本 书 余下 部 分 也 会 碰 到 ( 见 
14.2 节 和 17. 2 节 )。 这 些 概 念 首先 在 下 面 的 文章 中 出 现 : 
© C.P. Schnorr. “Optimal algorithms for self-reducibility problems,” Proc. 3rd ICALP, pp. 322- 
337, 1974, 
10.4. 15 问题 : 证 明 给 定 一 个 图 G 和 G 的 一 个 哈密 顿 回路 ,判定 G 是 否 存 在 另 一 个 哈密 顿 回路 是 
NP 完全 的 〈 见 定理 17. 5 的 证 明 )。 
10.4.16 问题 : 每 个 语言 LE NP 人 coNP 都 揭示 了 一 个 在 TFNP 中 的 函数 问题 ， 是 哪个 ? 
10. 4. 17 全 函数 的 类 TFNP 首先 在 下 面 的 文章 中 被 研究 。 
oN. Megiddo 和 C. H.. Papadimitriou. “On total functions, existence theorems, and computational 
complexity,” Theor. Comp. Sci., 81 pp. 317-324, 1991. 
问题 HAPPYNET ( 见 例 10. 6) 是 TFNP 中 一 个 很 有 趣 的 例子 ， 它 能 够 通过 类 似 于 式 〈10-3) 及 其 
后 的 “单调 性 ”方法 来 讨论 证 明 其 是 全 函数 。 存 在 TFNP 的 一 个 子 类 ， 称 为 PLS ( 即 多 项 式 局 部 搜索 )， 
它 包含 了 很 多 这 类 问题 , 包括 多 个 PLS 完全 的 问题 一 一 HAPPYNET 是 其 中 之 一 。 参 见 
oD. S. Johnson, C. H.. Papadimitriou, and M. Yannakakis. “How easy is local search?” Prorc. 
26th IEEE Symp. onthe Foundations of Computer Science, pp. 39-42，1985; 以 及 J.CSS，37， 
pp. 79-100,1988. 
oC. H. Papadimitriou, A. A. Schiffer, and M. Yannakakis. “On the complexity of local search,” 
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Proc. 22nd ACM Symp. onthe Theory of Computing, pp. 838-445, 1990. 
了 解 更 多 关于 神经 网 络 的 知识 ， 参 见 
oJ]. Hertz, A. Krog, and R. G. Palmer. Introduction to the Theory of Neural Computation, Addi- 
son-Wesley, Reading, Massachusetts, 1991. 
10. 4. 18 在 三 次 图 中 找 第 二 个 哈密 顿 回路 的 问题 〈 见 例 10.7) 是 TFNP 中 男 一 种 类 型 的 问题 ， 它 的 
全 函数 基于 奇偶 性 方法 。 这 类 问题 构成 了 一 个 包含 有 趣 完全 问题 的 耐人寻味 的 复杂 性 类 ， 参 见 
oC. H..Papadimitriou. “On graph-theoretic lemmata and complexity classes,” Proc. 31st IEEE 
Symp. onthe Foundationsof Computer Science, pp. 794-801, 1990; retitled “On the complexity of 
the parity argument and other inefficient proofs of existence,” to appear in J.CSS, 1993. 
10. 4. 19 和 相等 问题 〈 见 例 10. 8) 属于 另 一 类 问题 ， 因 为 它 的 全 函数 是 通过 “ 饮 笼 原理 ”来 获得 
的 。 参见 上 面 引用 的 论文 。 这 类 中 的 一 个 完全 问题 是 EQUAL OUTPUTS: 给 定 一 个 具有 nn 个 输入 门 和 
nn 个 输出 门 的 布尔 电路 C， 要 么 找到 一 个 输入 使 输出 为 真 "*"， 要 么 找到 两 个 不 同 的 输入 得 到 相同 的 输出 。 
不 能 够 确定 和 相等 问题 是 否 在 这 个 类 中 是 完全 的 。 
问题 : (a) 证 明和 相等 问题 能 够 归 约 到 EQUAL OUTPUTS。 
(b) 证 明 单调 电路 C (也 就 是 说 ,没有 NOT 门 的 电路 ) 的 EQUAL OUTPUTS 问题 在 P 中 。 
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Computational Complexity 


随机 计算 





从 某 种 很 实际 的 意义 来 说 ， 计 算是 内 在 随机 的 ， 我 们 甚至 可 以 声称 : 一 个 计算 机 在 其 
运作 过 程 的 任何 给 定 毫 秒 内 被 陨 星 摧毁 的 概率 至 少 为 2 100 。 


11.1 随机 算法 


有 许多 计算 问题 其 最 自然 的 算法 都 基于 随机 性 ， 即 算法 假定 “无 偏向 地 投掷 硬币 ”。 
我 们 检验 以 下 几 个 实例 。 

符号 行列 式 

在 二 分 匹配 问题 中 〈 见 1. 2 节 ) ， 给 出 一 个 二 分 图 G 二 (U,V,E)， 其 中 U= {wi,… ,un}， 
V= 二 {wi1,…,vn}) 和 下 SUXV， 试 问 是 否 有 完美 匹配 ， 即 是 否 有 子 集 MG， 使 得 对 M 中 
任何 两 条 边 (u,v) 和 (w ,v) 都 有 uw 和 vw 了 关 v 。 换 句 话说， 我 们 要 寻找 {1,…,n) 的 
一 个 排列 x， 使 得 对 所 有 wu:EU， 有 (wi,vr)) EE，。 

用 矩阵 和 行列 式 的 术语 ， 有 一 个 有 趣 的 方式 来 看 待 这 个 问题 。 给 出 二 分 图 G， 考 虑 
7 X7 抢 阵 Ac ， 如 果 (wi,vj)EE， 和 矩阵 的 第 i，j 个 元 素 是 变 元 xi,;， 否 则 其 他 位 置 的 元 素 
为 0。 下 面 考虑 AS 的 行列 式 ， 它 定义 为 


detA® = 2)o(r) [[ A8 
元 i=1 
这 里 x 遍历 元素 的 全 部 排列 ， 如 果 x 是 偶数 个 对 换 的 乘积 ，o(x) 三 1; 否则 ，o (x) 二 
一 1。 显 然 求 和 式 里 的 非 零 项 是 对 应 于 完美 匹配 的 x〈 用 这 个 图 论 观点 看 行列 式 与 积 和 式 ， 
在 某 些 时 候 ， 是 有 用 的 观点 .) 而 且 ， 所 有 变 元 在 不 同 的 单项 式 里 只 出 现 一 次 ， 因 此 它 不 
能 在 最 后 结果 中 被 删 去 。 由 此 推出 ，G 有 完美 匹配 当 且 仅 当 detAS 不 等 于 0。 

于 是 ,任何 计算 “符号 矩阵 ”的 行列 式 的 算法 (例如 detA°) 将 是 解答 匹配 问题 有 趣 
的 替代 方法 。 事 实 上 ， 有 许多 符号 矩阵 (元 素 一 般 是 多 个 变 元 的 一 般 多 项 式 ) 的 其 他 应 用 
(计算 行列 式 ， 或 者 检测 是 否 为 0)， 本 身 就 是 一 个 重要 的 计算 问题 。 

我 们 知道 如 何 计 算 行 列 式 。 简 单 且 古老 的 方法 是 高 斯 消去 法 〈 见 图 11. 1) 。 我 们 从 第 
2,3,…,n 行 减 去 第 一 行 的 适当 倍 ， 使 得 第 一 列 的 元 素 ， 除 了 最 高 行 外 ， 成 为 0。 我 们 知道 
此 类 “初等 变换 ”不 影响 矩阵 的 行列 式 。 于 是 ， 我 们 不 再 考虑 矩阵 的 第 一 行 和 列 ， 重 复 上 
述 过 程 。 自 然 ， 在 某 个 “枢纽 ”点 〈 抢 阵 未 处 理 部 分 的 西北 角 元 素 ) 可 能 是 0 〈 见 图 11. 1 
的 最 后 阶段 ) 。 这 个 情况 下 ， 我 们 重新 正确 地 排列 行 。 如 果 我 们 不 能 这 样 做 ， 则 行列 式 肯 
定 是 0。 交换 列 后 ， 行 列 式 值 乘 以 一 1。 最 后 ， 我 们 看 到 和 抢 阵 形成 “上 三 角形 式 ”【( 见 图 
11. 1 的 最 后 一 个 矩阵 )， 这 样 的 矩阵 的 行列 式 是 对 角 线 上 项 的 乘积 〈 在 该 例子 中 是 196 。 
因为 有 一 次 行 的 交互 ， 所 以 原始 矩阵 是 一 196) 。 在 我 们 宣布 这 个 多 项 式 时 间 算 法 之 前 ， 还 
有 一 件 事 必 须 安排 好 : 如 果 从 nXn 的 矩阵 开始 ， 其 中 的 元 素 至 多 为 上 位 整数 ， 那 么 确保 计算 
过 程 产生 的 整数 量 级 不 是 和 的 指数 量 级 。 这 一 点 容易 从 这 些 数 团 于 原始 矩阵 的 子 行列 式 
推导 出 〈 见 问题 11. 5. 3) 。 于 是 我 们 得 到 结论 : 我 们 能 在 多 项 式 时 间 内 计算 矩阵 的 行列 式 。 
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图 11.1 高 斯 消去 法 


我 们 能 对 符号 矩阵 运用 这 个 算法 吗 ? 如 果 我 们 尝试 ， 中 间 结 果 是 有 理 函 数 〈 见 图 11. 2)。 
重 提 在 数字 情况 下 的 事实 (所 有 中 间 结 果 是 原始 矩阵 的 子 行列 式 ， 问 题 11. 5. 3) 是 问题 的 
根源 ， 是 不 可 逾越 的 障碍 。 一 般 来 说 ， 有 指数 多 个 子 行列 式 ， 图 11. 2 是 一 个 适合 的 例子 。 
其 至 知道 特定 的 项 (如 x?zw 行列 式 中 的 非 零 系数 项 ) 是 否 是 NP 完全 的 〈 见 问 
题 11. 5. 4)。 高 斯 消去 法 对 计算 符号 矩阵 似乎 没有 帮助 。 
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图 11.2 符号 高 斯 消去 法 


但 记 住 ,我 们 实际 上 没有 兴趣 计算 符号 行列 式 的 值 ， 我 们 只 需要 告知 该 行列 式 是 否 为 
0。 有 一 个 有 趣 的 思路 ; 假设 我 们 把 变 元 蔡 换 为 任意 整数 。 然 后 我 们 得 到 数字 矩阵， 我 们 
可 以 用 高 斯 消去 法 在 多 项 式 时 间 内 计算 出 它 的 行列 式 。 如 果 这 个 行列 式 不 为 零 ， 则 我 们 知 
道 符 号 行列 式 不 是 恒 为 零 。 如 果 符 号 行列 式 恒 为 0， 数字 结果 将 总 是 0。 但 是 我 们 可 能 非 
常 不 幸 ， 数 字 行列 式 可 能 为 0， 虽然 符号 行列 式 不 是 恒 为 0。 换 句 话 说， 我 们 可 能 被 该 行 
列 式 〈 看 成 一 个 多 项 式 ) 的 根 绊 住 。 为 了 消去 我 们 的 顾虑 ， 下 面 以 适当 的 预防 措施 ， 说 明 
那 是 非常 不 可 能 的 事件 。 

引 理 11.1 假设 (zl,…',zwm) 是 个 具有 m 个 变 元 的 非 恒 零 多 项 式 ， 每 个 变量 的 阶 数 
至 多 为 4, 令 M>0 是 一 个 整数 。 则 w 元 组 (zz,… ,zm) E10,1,…,M 一 1}” 的 个 数 ， 使 
得 x(xi,… ,Xxn) 二 0 至 多 为 mdM"™!.， 

证 明 : 对 变 元 的 个 数 m 进行 归纳 。 当 m= 二 1 时 ， 引 理 指出 阶 数 三 a 的 多 项 式 不 可 能 有 
d 个 根 (证 明 这 个 有 名 的 定理 相当 于 引 理 10.4 中 mod p 的 情形 )。 根 据 归纳 ， 假 设 对 于 m 
一 1 个 变 元 ， 引 理 正确 。 现 在 把 x 写 为 x 的 多 项 式 ， 它 的 系数 是 以 zi1，… ,zm-1 表 示 的 多 
项 式 。 假 设 这 个 多 项 式 在 某 些 整数 点 为 0。 有 两 种 情形 : 或 者 zw 在 x 里 的 最 高 阶 系 数 是 0 
或 者 不 是 0。 因 为 系数 是 以 zl1，… ,zm-1 表 示 的 多 项 式 ， 所 以 根据 归纳 法 ， 第 一 种 情形 ， 可 
能 出 现 x1，…,zxm-1 的 至 多 (m 一 1)dM™ ?个 值 ， 对 这 样 的 多 项 式 至 多 zw 的 M 个 值 为 0， 
也 就 是 说 ， 加 起 来 ， 共 有 zl ,…,zn 的 (m 一 1)dqM”-! 个 值 为 0。 第 二 种 情形 在 zw 中 定义 
一 个 阶 数 过 d 的 多 项 式 ， 对 每 个 xz1，… ,zxm-1 值 的 组 合 至 多 有 4d 个 根 , 或 者 x 的 dM”! 个 
新 根 。 把 两 个 估计 加 起 来 ， 我 们 完成 了 证 明 。 口 

引 理 11. 1 提出 了 一 个 判定 随机 图 G 是 否 有 完美 匹配 的 随机 算法 。 我 们 用 Ac (zl ，…zm) 
标记 具有 m 个 变 元 的 和 矩阵 As。 注 意 ，detA5 (zi1,… ,xm) 对 每 个 变 元 至 多 为 1 阶 。 

选择 [0,M 二 2m]」 区 间 内 的 m 个 随机 整数 裤 ，*… ,in。 

用 高 斯 消去 法 计算 行列 式 detAG (i ,*… ,im)。 

如 果 detAS( 寞 ,sin) 承 0， 则 回答 “G 有 完美 匹配 ”。 
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如 果 detA5( 讶 ,…,im) 二 0， 则 回答 “G 可 能 没有 完美 匹配 ”。 

我 们 称 上 述 算法 为 判断 一 个 二 分 图 是 否 有 完美 匹配 的 多 项 式 时 间 蒙 特 卡 罗 算 法 。 这 就 
是 说 ， 如 果 算 法 找到 一 个 匹配 存在 ， 它 的 判定 就 是 可 靠 无 疑 的 。 但 是 ， 如 果 算 法 回答 “可 
能 没有 匹配 ?， 则 存在 漏 报 的 可 能 性 。 问 题 在 于 ， 如 果 G 有 一 个 匹配 ， 按 照 引 理 11. 1， 漏 
报 的 概率 (选择 M 二 2m 二 2md) 三 1/2。 注 意 ， 这 不 是 关于 整个 符号 行列 式 或 二 分 图 的 概 
率 断 言 ， 而 是 关于 随机 计算 的 断言 ， 它 对 所 有 行列 式 和 图 都 成 立 。 

我 们 已 经 知道 一 个 匹配 的 确定 性 多 项 式 算 法 〈 见 1.2 节 )， 但 是 这 并 不 能 减弱 本 技巧 
的 重要 性 。 例 如 ， 相 同 的 蒙特 卡 罗 算 法 显然 能 解决 更 为 一 般 的 告知 符号 矩阵 的 行列 式 是 否 
不 恒 为 0 的 问题 (对 于 该 问题 ， 至 今 还 没有 确定 性 的 算法 )。 

取 M>>md， 我 们 可 以 降低 漏 报 的 概率 〈 自 然 ， 对 更 大 数 的 矩阵 用 高 斯 消去 法 花费 
更 多 )。 然 而 ， 为 了 降低 漏 报 概率 ， 有 一 个 更 有 吸引 力 (更 广泛 实用 的 ) 的 方法 : 进行 多 
次 独立 的 实验 。 如 果 我 们 重复 符号 矩阵 行列 式 的 上 次 计算 ,每 次 对 变 元 独立 地 选择 0 一 
2md 一 1 之 间 的 随机 整数 ， 回 答 总 是 0， 则 我 们 确信 G 没有 完美 匹配 的 准确 性 提高 到 1 一 
(1/2)*。 如 果 只 要 有 一 次 回答 为 非 零 ， 则 我 们 知道 完美 匹配 存在 。 

综 上 所 述 ， 蒙 特 卡 罗 算 法 不 会 有 误 报 的 回答 ， 且 漏 报 的 概率 远 小 于 1 (也 可 以 说 ,小 
于 1/2)。 对 于 随机 选择 ， 我 们 始终 假定 存在 一 个 公平 币 产 生 完 美的 随机 位 。 在 11. 3 节 我 
们 将 质疑 这 个 假设 。 最 后 ， 对 所 有 可 能 的 随机 选择 ， 这 个 算法 的 总 时 间 总 是 多 项 式 的 。 

研究 那些 输出 结果 不 那么 完美 可 靠 的 算法 ， 并 不 意味 着 我 们 放弃 数学 严谨 性 标准 和 失 
去 职业 责任 心 。 前 面 我 们 对 漏 报 的 概率 进行 的 估计 也 和 任何 数学 论断 一 样 严 格 。 我 们 完全 
可 以 运行 蒙特 卡 罗 算 法 100 次 ， 这 样 一 来 其 可 靠 性 将 远 远 超过 其 他 计算 模块 〈 且 不 必 计 较 
自身 生命 长 度 …… Ds 

随机 游 走 

考虑 下 面 SAT 的 随机 算法 : 

从 任意 真 值 指 派 本 开始， 重复 下 面 步 骤 + 次 ; 

如 果 没 有 不 满足 的 子 句 ， 则 回答 “公式 是 可 满足 的 ”并 停机 。 
和 否则， 选取 任意 不 满足 的 子 句 ， 其 文字 在 了 工 中 全 部 为 false。 
随机 地 挑 出 任意 文字 将 其 翻转 ， 更 新 工 。 

经 过 7 次 重复 ， 则 回答 “公式 可 能 是 不 可 满足 的 ”。 

以 后 我 们 将 固定 参数 +。 注意 ， 我 们 没有 指定 怎样 选取 一 个 不 满足 的 子 句 ， 怎 样 选择 
开始 的 真 值 指派 一 一 我 们 准备 接受 算法 这 方面 最 坏 的 情况 。 仅 需要 的 随机 性 是 挑 出 一 个 文 
字 翻 转 。 我 们 等 概率 随机 地 在 选择 的 子 句 内 选择 文字 。“ 翻 转 ” 意 指 T 中 相应 变 元 的 真 值 
取 反 。 然 后 更 新 工 ， 过 程 不 断 地 重复 直到 或 者 发 现 一 个 满足 的 真 值 指派 ， 或 者 执行 了 > 次 
翻转 。 我 们 称 这 为 随机 游 走 算法 。 

如 果 给 定 的 表达 式 是 不 可 满足 的 ， 则 该 算法 一 定 是 “正确 的 ”>: 结论 是 表达 式 “ 可 
能 是 无 法 满足 的 ”。 但 是 ， 如 果 表 达 式 是 可 满足 的 ， 又 怎样 ? 而 且 ， 不 难 论证 ， 如 果 我 
们 允许 指数 次 重复 ,我们 最 后 将 以 很 高 的 概率 找到 一 个 可 满足 的 真 值 指派 〈 见 问 
题 11. 5. 5)。 

重要 的 问题 是 ， 当 rv 是 以 布尔 变 元 的 个 数 表示 的 多 项 式 时 ， 可 满足 的 真 值 指派 将 有 多 
大 的 概率 选中 ? 这 一 朴素 的 方法 能 对 付 这 个 困难 的 问题 吗 ? 事实 不 是 如 此 : 有 一 个 3SAT 
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简单 可 满足 的 实例 ， 对 于 它 运 行 “随机 游 走 算法 ”以 各 种 方式 和 测度 看 都 是 糟糕 的 〈 见 问 
题 11. 5. 6) 。 但 是 有 趣 的 是 ， 当 运用 于 2SAT 时 ， 随 机 游 走 算法 运行 得 相当 正常 ; 

定理 11. 1 假设 对 具有 7 个 变 元 的 任何 2SAT 实例 ,运行 随机 游 走 算法 r 二 2n? 次 ， 
则 发 现 真 值 指派 的 概率 至 少 为 1/2。 

证 明 : 设 个 是 满足 给 定 2SAT 的 一 个 实例 ，:(i) 是 翻转 步 的 期 望 重 复 次 数 ， 从 不 同 于 
个 赋值 开始 的 赋值 到 发 现 真 赋 值 恰好 i 个 变 元 不 同 。 容易 看 出 这 个 量 是 i 的 有 限 函 数 
( 见 问题 11. 5. 5)。 

我 们 知道 i(i) 什么 呢 ?” 首 先 我 们 知道 1(0) 二 0， 因 为 假如 磁 巧 ，T= 个 ， 就 不 需要 再 
翻转 。 如 果 处 于 任何 其 他 满足 真 值 的 情况 下 ， 也 不 需要 翻转 。 否 则 ， 我们 至 少 需 要 翻转 一 
次 。 当 我 们 翻转 时 ， 我 们 选择 目前 中 不 满足 子 句 中 的 一 个 文字 翻转 。 因 为 个 满足 所 有 子 
句 ， 所 以 至 少 两 个 文字 中 有 一 个 在 赋值 工 下 是 true。 故 我 们 随机 翻转 其 中 一 个 ， 至 少 有 一 
个 以 1/2 机 会 接近 个 。 于 是 ， 对 于 0 二 i<n， 我们 有 不 等 式 : 

ii 用 1/2GG 一 1) 十 xz 十 1)) 十 1 Cli 1y 
式 (11-1) 中 的 最 后 一 个 1 表示 刚刚 翻转 了 一 次 。 它 是 不 等 式 而 不 是 等 式 ， 因 为 情况 可 能 更 
接近 满足 ， 也许 目前 的 工 可 能 也 满足 表达 式 ， 或 者 与 个 中 的 文字 都 不 相同 ， 不 仅仅 翻转 一 个 
文字 就 满足 一 个 文字 。 我 们 也 有 tC) 过 t(n 一 1) 十 1， 因 为 在 i=n 时 ,我们 只 能 递减 i 

现在 考虑 另外 一 种 情形 ， 式 (11-1) 中 等 号 成 立 。 我 们 放弃 偶然 碰见 的 另外 一 个 满足 
的 真 值 指派 ， 或 者 在 两 个 文字 中 TT 和 下 都 不 相同 的 子 句 。 显 然 ， 我 们 只 能 递增 1(i)。 这 就 
意味 着 ， 如 果 定 义 函 数 zG) 服从 x(0)==0，z(n) 二 Xn 一 1) 十 1 和 zi 二 1/2(zG 一 1) 十 zi; 
十 1)) 十 1， 则 对 所 有 i，zx() 宇 1()。 

现在 xz(i) 容易 计算 出 来 。 技 术 上 ， 这 个 情况 叫 作 “具有 反射 和 吸收 障碍 的 一 维 随机 
游 走 ”一 一 “ 赌 徒 对 决 庄家 必然 失败 ”或 许 更 为 生动 些 。 如 果 我 们 将 xz(i) 的 所 有 方程 加 
起 来 ， 得 到 z(1) 王 22* 一 1。 然 后 通过 z(1) 得 到 z(2) 王 42 一 4， 继 续 得 到 z(z) 一 2z2 一 衬 。 
最 坏 情 况 是 ;一 2，z(z) 一 7 。 

于 是 我 们 证 明了 发 现 可 满足 的 真 值 指派 需要 的 期 望 重 复 次 数 是 52) 所 zi) 委 工 (人 7) 一 
mn? 。 也 就 是 说 ， 无 论 我 们 从 哪里 开始 ， 期 望 的 步 数 至 多 为 n* 。 下 面 有 用 的 引 理 ( 当 二 2 
时 ) 完成 了 定理 的 证 明 。 

引 理 11.2 如果 z 是 取 非 负 整 数值 的 随机 变 元 ， 则 对 任何 & 之 0 probLz 过 &。s(Cz)] 委 
1/k(e(x) 表示 z 的 期 望 值 ) 。 

证 明 : 设 p; 是 zx==1 时 的 概率 。 显 然 

a(xz) = Dip;= 2) 动 ; 十 2) ipi > ke(z)prob[z > kk. el(z)] 


i i<hke (zr) i>ke(r) 


这 就 直接 证 实 了 引 理 和 定理 。 口 

定理 11. 1 推出 r==2n? 的 随机 游 走 算法 事实 上 是 2SAT 的 多 项 式 蒙 特 卡 罗 算 法 。 而 且 
没有 误 报 ， 根 据 引 理 11. 2， 再 强调 一 遍 ， 当 二 2 时 ， 漏 报 的 概率 小 于 1/2。 

费 马 (Fermat) 测试 

前 面 两 个 例子 应 当 不 会 引起 读者 误 认 为 随机 算法 仅仅 解决 那些 已 经 知道 如 何 解答 的 问 
题 。 素 数 判定 就 是 目前 我 们 所 谈 到 的 一 个 问题 。 

我 们 从 引 理 10. 3 知道 ， 如 果 N 是 素数 ， 则 对 所 有 余数 4 二 0，aN ! 二 1 mod N。 但 是 
如 果 NN 不 是 素数 ， 那 么 余数 有 多 大 概率 具有 这 性 质 呢 ? 图 11. 3 显示 出 ， 对 2 一 20 之 间 的 
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数 ， 非 零 余数 a 满足 ax :=1 mod N 的 百分比 。 一 个 非常 诱 人 的 假设 出 现 了 : 

假设 ”如 果 NN 不 是 素数 ， 则 至 少 有 一 半 非 零 余 数 a 满足 av 1 了 关 1 mod N。 

这 个 假设 立即 推出 蒙特 卡 罗 算 法 来 测试 数 N 是 否 是 合 数 。 

随机 地 取 余 数 a mod N。 

如 果 aN 1 天 1 mod N， 则 回答 “NN 是 合 数 ”。 

否则 ， 则 回答 “NN 可 能 是 素数 ”。 

如 果 假 设 正 确 ， 漏 报 的 概率 确实 小 于 1/2。 但 是 ,假设 并 不 正确 。 例 如 ，B(561) 中 
的 所 有 余数 满足 费 马 测试 ， 但 是 561 二 3X11X17。 理 由 是 对 
NN 二 561 的 所 有 素数 因子 p，p 一 1 | N 一 1。 具 有 这 类 稀有 性 
质 的 数 N 称 为 Carmichael 数 ，Carmichael 数 推翻 了 上 述 假设 。 

有 两 个 聪明 的 方法 可 以 绕 过 Carmichael 数 所 引起 的 障碍 ， 
那 就 是 设法 使 得 费 马 测试 稍稍 复杂 些 。 下 面 介绍 多 个 数论 思 
想 ， 以 便 得 出 它们 中 的 一 个 ( 另 一 个 稍稍 简单 些 ， 见 问题 
11. 5.7 和 问题 11. 5. 10) 。 

模 素 数 的 平方 根 

我 们 已 经 知道 x? 二 a mod p 至 多 有 两 个 根 ( 引 理 10. 4)。 
因此 它 或 者 有 两 个 根 或 者 没有 根 ， 并 且 容 易 分 辨 出 是 哪 一 种 

引 理 11.3 如 果 at ?2=1 mod p， 则 x 二 a mod p 有 
两 个 根 。 如 果 ea2 5 和 1 mod p， 而 且 < 天 0， 则 ac 0507 一 
一 1 mod p 有 两 个 根 而 x? 二 a mod p 没有 根 。 

证 明 : 因为 p 是 素数 ， 则 它 有 两 个 本 原 根 +。 故 , a 二 7r 
(i<p 一 1)。 有 两 种 情况 : 如 果 ;二 21 是 偶数 ， 则 显然 ci D7 一 
rit 了 二 1] mod p， 于 是 a 有 两 个 平方 根 : ri 和 > 一 -02 。 注 
意 ， 这 已 经 考虑 余数 a 的 一 半 ， 因 为 每 个 余数 有 两 个 平方 根 ， 
所 以 我 们 已 经 得 到 全 部 平方 根 ! 因此 ， 如 果 ;一 27 十 1 是 奇 
数 ， 则 ri 没有 平方 根 ， 且 a 了 二 rw-D/2mod p。 既 然后 者 是 1 的 平方 根 ， 它 就 不 是 1 
自己 〈 记 住 : r 是 本 原 根 )。 所 以 它 必然 是 一 1 1 的 唯一 可 能 的 平方 根 。 口 

所 以 ， 表达 式 a? 了?mod pE1{1, 一 1; 是 a 是否 是 模 p 完全 平方 根 或 者 不 是 平方 根 
的 重要 标志 。 我 们 简 记 为 (a | p) (假定 p 始终 为 不 是 2 的 素数 )， 称 为 a 和 的 勒 让 德 
(Legendre) 符号 。 可 见 ，(ab|p) 二 (a|p)(6|p)。 

假设 p 和 4g 是 两 个 奇 素数 。 我 们 将 在 下 面 给 出 另 一 个 计算 (g | p) 的 非 期 待 的 方法 。 

引 理 11.4 (高 斯 引 理 ) (g|p) 一 (一 1)", 其 中 ，m 是 集合 R= {gq mod p,2g mod 
p，"…,g(p 一 1)/2 mod p) 中 大 于 〈p 一 1)/2 的 余数 的 个 数 。 

证 明 : 首先 ,集合 R 中 的 所 有 余数 是 不 相同 的 (如 果 ag 二 bg mod p， 则 a 一 5 或 者 gq 
绝 不 可 能 被 p 整除 )。 其 次 ,没有 R 中 两 个 元 素 相 加 等 于 p (如 果 ag 十 5g 二 0 mod p， 则 
(a 十 6) 或 者 g 绝 不 可 能 被 p 整除 ， 因 为 ac,p 委 (一 1)/2)。 考 虑 到 R' 是 由 R 中 凡是 二 
(p 一 1)/2 的 余数 a， 全 部 用 p 一 a 代替 而 成 〈 见 图 11.4， 例如 p= 二 17，g 二 7)。 则 所 有 R' 中 余 
数 至 多 为 (p 一 1)/2 个 。 事实 上 ， 我 们 断言 R 二 {1,2,…,(p 一 1)/2) (否则 ，R 的 两 个 余数 





图 11.3 有 多 少 通过 费 马 测试 
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加 起 来 等 于 p， 那 不 在 我 们 考虑 的 范围 内 )。 
因此 , 模 p 之 后 ， 有 两 个 相同 的 集合 : {1,,…,(p 一 1)/2} 和 R = 二 { 土 g; 填 2g,…， 
土 (p 一 1)g/2}， 其 中 正好 有 m 个 余数 取 负 号 。 取 两 个 集合 中 所 有 元 素 的 乘积 模 p， 我 们 有 


1 一 (一 D"g 守 2+1 mod p。 因 为 63! 不 能 整除 p， 所 以 引 理 得 证 。 口 
$5:7 $7 8:7 1:7 6:7 4:7 2:7 7:7 
R S . . ® 和 . Ss 三 . . ® . . ® 和 . 
1 2 3 3 6 7 O03 这 二 6 


图 11.4 集合 R 和 R 


下 面 我 们 说 明 指 出 (plg) 和 (gq|p) 之 间 微妙 关系 的 重要 定理 : 它们 相同 ,除非 p 
和 g 都 等 于 一 1 mod 4， 这 时 ， 它 们 互 反 。 

引 理 11.5 ( 勒 让 德 二 次 互 反 律 ) (g|p)* (bo 一 (一 1D) 忆 所 。 

证 明 : 前 面 证 明 中 的 集合 R'， 考 虑 了 它 集合 中 元 素 的 和 模 2。 从 一 个 角度 ， 它 们 仅仅 是 
在 1 一 (2 一 1D)/2 之 间 求 和 ， 和 数 为 人 二 了 7 mod 2， 但 是 从 及 推导 过 程 的 另 一 角度 ， 它 


是 由 R WC Oe a p 一 a 代替 而 成 ， 故 这 个 和 是 S 





(Spe pla| —2(gi mod p)/(p/2)(gi mod p) |+mp | mod 2 


i=1] 


el el 
2 


-(s 人 :|e 


i=]1 


mod 2 (十 127 





| |+m) m0 


i 一 1 
上 式 的 第 一 项 定义 我 们 如 何 开 始 ， 它 们 是 4 乘 以 1,2,…, 25。 第 二 项 提醒 我 们 将 这 些 数 
的 余数 模 p。 最 后 两 项 是 因为 有 m 个 a 二 所 用 p 一 a 代替。 自然 地 ， 式 11- 2) 没有 考虑 


这 些 a 的 符号 取 反 。 然 而 ， 因 为 我 们 是 在 模 2 的 情况 下 ， 所 以 符号 求 反 等 于 不 求 反 ， 结 果 
总 是 一 样 。 还 因为 是 模 2 运算 ， 所 以 我 们 忽略 式 (11-2) 中 p 和 gq〔 两 个 都 是 素数 ) 的 因 


子 。 所 有 这 些 简 化 后 ， 式 (11-2) 中 的 第 一 项 变 成 对 一 > “9 一 一 mod 2 的 估计 。 因 此 


名 这 里 译 者 增加 了 一 些 推导 细节 。 刀 和 4 是 不 同 的 奇 素数 。 一 一 译 者 注 
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我 们 有 
ms 


1 一 | mod 2 (11- 3) 
i=1 


现在 式 (11-3) 的 右边 容易 给 出 几何 方式 的 解释 ( 见 图 11.5，p 二 17,g 二 7): 在 从 坐 
标 原点 〇 到 点 (pg) 间 短 形 中 的 正 整数 坐标 点 有 X25 个 。 根据 高 斯 定理 ， 


式 (11-3) 告诉 我 们 (g|p) 正 是 (一 1) 的 窜 次 ， 徊 次 的 数值 为 矩形 对 角 线 下 面 的 整数 点 
个 数 9 。 
现在 证 明 接 近 完 成 。 把 p 和 9 的 地 位 对 调 ， 重复 同样 的 计算 。 我 们 得 到 (plgq) 是 


(一 1) 的 睾 次 恰 是 逢 形 多 X 了 扣 中 对 角 线 上 面 的 整数 点 的 数量 。 故 (g1p)，(p1g) 正好 是 


(一 1) 的 寡 次 为 矩形 专 X 卫 中 的 全 部 整数 点 的 个 数 。 四 


为 了 理解 引 理 11. 5 的 意义 ， 我 们 必须 推 
广 记 号 (MI N) ( 当 M、N 不 是 素数 的 情 
形 )。 假设 N= 二 qi…gq，(g; 是 奇 素数 ) (可 以 


相同 ) 。 我 们 定义 (MI N) = [[ M1g:) ,此 
zi 一 1 


表达 式 仅仅 是 个 符号 ， 它 对 平方 根 没 有 多 大 
帮助 。 但 是 它 非 常 有 用 。 关 于 (M1|p) 的 多 
个 性 质 对 于 (MIN) 仍然 成 立 。 例 如 积 性 定 国 到 ee 全 和 
律 : (Mi Mz|NN) 二 (Mi |N)COM |N)。 而 且 ， 
它 仍然 是 余数 函数 ，(MI|N) 二 (M 十 N|N)。 更 重要 的 是 ， 二 次 互 反 定律 仍然 成 立 。 我 们 总 
结 如 下 : 

引 理 11.6 (a) (MiM;|N)= (CM |N) (Mz |N), 

(b) (M 十 NIN)=(MIN)。 即 ，(M|N) 是 模 N 余数 函数 。 

(c) 如 果 M 和 NN 是 奇数 ,， 则 (NIMD .MIN)=( 一 DD 富生。 

证 明 : 将 (plg) 的 性 质 用 (M|N) 定义 即 可 得 到 (a) 和 (b)。 至 于 (c)， 注意 ， 

si mod 2。 口 


丰 ==]1 必 二 小 
如 果 a 和 6 是 奇数 ， 则 4 了 +2! 一 全 


这 些 性 质 使 得 我 们 计算 (M | NN) 而 不 需要 预知 M 和 N 的 因子 分 解 。 其 方式 类 似 于 计 
算 两 个 整数 最 大 公 因 子 (M,N) 的 欧 几 里 得 算法 。 所 以 我 们 首先 何 顾 这 个 经 典 算法 。 

欧 几 里 得 算法 重复 地 将 两 个 整数 中 的 较 大 者 用 模 较 小 者 的 余数 代替 ， 直 到 两 数 之 一 
成 为 0 一 一 此 时 ， 另 外 一 个 数 就 是 要 找 的 最 大 公 因 子 。 例 如 〈51,91) 王 (51,40) 王 (11， 
40) 一 (11,7)= 王 (4,7) 一 (4,3) 一 (1,3) 王 (1,0)。 容 易 看 出 每 隔 两 步 ， 两 数 中 的 较 大 数 至 少 
减少 一 半 ， 故 步 数 至 多 为 22， 其 中 ! 是 两 整数 的 位 数 。 每 次 相 除 需要 O(12?) 时 间 (参见 问 
题 10. 4. 7) 。 

















不 难 证 明 对 角 线 {(0,0) ,(p/2,q/2)) 段 上 没有 整数 坐标 点 ， 而 且 用 矩形 刀 X 扣 代 震 原 文中 的 2 一 X 2 更 
为 贴切 。 一 一 译 者 注 
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(MIN) 能 用 引 理 11. 6 以 类 似 的 方式 计算 。 如 果 N= 二 2K 是 偶数 ， 那 么 计算 就 不 能 使 
用 公式 ， 因 为 (MIN) 对 N 为 偶数 时 没有 定义 。 我 们 必须 先 计算 (2| M),， 然后 用 


(2K|N)==(2|N)(K|N),…， 继续 下 去 。 不 过 (2|N) 是 容易 计算 的 ， 它 症 是 (一 1 半 语 


(问题 11. 5. 9)。 例 如 ， 根据 (c)，(163|511)= 二 一 (5111163), 根据 (b)，== 一 (22|163)， 
根据 (a)，= 二 一 (21163)(11|163), 根据 (ec)，=(11|1163) 王 一 (163111)， 根 据 (b)，,= 
一 (9111)， 根据 (ce)，= 一 (219)= 一 1。 

引 理 11. 7 给 出 两 个 整数 M 和 N，,， Tlog MN1=t, (M,N) 和 (MIN) 可 以 在 0(63) 
时 间 内 计算 得 到 。 口 





我 们 已 经 提醒 读者 ， 如 果 N 不 是 奇 素数 ， 则 (MIN) 只 是 一 个 符号 。 这 与 M 是 模 N 
的 完全 平方 还 是 M 7 mod N 无 关系 。 事 实 上 ， 如 果 N 是 合 数 ， 至 少 BC(N) 中 一 半 元 素 
M 满 足 (M|N) 了 关 M 7 mod N。 这 就 提出 了 一 个 蒙特 卡 罗 方 法 来 测试 合 数 性 ， 使 得 (M| 
N) 成 为 一 个 有 趣 的 量 ， 知 道 如 何 去 计 算 它 。 我 们 先 证 明 某 些 较 弱 的 结论 : 

引 理 11.8 如果 对 所 有 的 MEGCN)，(MIN)=M mod N,， 则 N 是 素数 。 

证 明 : 用 反 证 法 ,假设 对 所 有 M E@B(N)，CMIN)=M5 mod N， 且 N 仍 是 合 数 。 
首先 , 设 N= 二 pi1,，… ,pr 是 两 两 不 同 的 素数 的 乘积 。 令 rEGCN) 有 (7r | 加 ) 三 一 1。 根 据 中 
国 余数 定理 ( 引 理 10. 1 的 推论 2)， 有 MEG(2) 使 得 M==r mod 加 和 M 王 1 mod 广 (G 一 
2,…,k)。 根 据 假设 ，(MI|N) 二 Mi mod N= 二 一 ] mod N。 对 上 述 方程 模 ps 运算 ， 得 到 
1 三 一] mod ps， 与 假设 矛盾 ( 记 住 : 因为 我 们 讨论 (MI|N)， 而 2 不 是 N 的 因子 )。 

所 以 ， 我们 必须 假设 N= 二 p?m，p2 是 素数 ，m 是 整数 。 则 令 R 是 模 p? 的 本 原 根 〈 见 
性 质 10. 3)。 我 们 断言 rN ! 关 1 mod N (这 和 假设 矛盾 )。 证 明 中 ， 如 果 还 是 这 种 情况 ， 则 N 
一 1 必须 是 $y( 产 ) 二 pl(p 一 1) 的 倍数 ， 故 pIN 且 p|N 一 1， 而 这 是 不 可 能 的 。 口 

从 上 述 容易 得 到 主要 的 结论 : 

定理 11.2 如 果 N 是 个 奇 合 数 ， 则 至 少 对 于 一 半 的 M EBC(N), (MIN)#M7 
mod N。 

证 明 : 根据 引 理 11.8， 至 少 有 一 个 a€E GB(N), 使 得 (a| N) 关 a mod N。 设 B= 
(有 JS@CN) 是 两 两 不 同 的 余数 集合 ， 满 足 (bi | N) 二 如 ” mod N。 考 虑 集合 a， B= 
(aol mod Na mod N}S 。 我 们 断言 a， B 中 的 所 有 余数 都 不 相同 ， 与 也 中 的 余数 也 
不 相同 (注意 ， 这 就 推出 了 证 明 )。 它 们 互 不 相同 ， 因 为 如 果 ab 一 abj mod N(i 关 7)， 则 
有 albi 一 b; |N， 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 a€E@BCN) 和 | 刀 一 | 二 N。 因 为 (ab:) 了 =(a) (6) 并 
天 (al N) (bi|N) 二 (abi|N)， 所 以 它们 也 不 在 B 中 。 口 

推论 ”有 一 个 判定 合 数 的 蒙特 卡 罗 算 法 。 

证 明 : 给 定 奇 数 N， 算法 如 下 : 

生成 一 个 随机 整数 M E[2,N 一 1]， 并 计算 (M,N)。 

如 果 (M,N) 之 1， 则 回答 “N 是 合 数 ”。 

和 否则， 计算 (MI|N) 和 Mr mod N， 比 较 两 者 : 


晶 我 们 要 论证 ，B 实际 上 是 BC(N) 的 真子 群 。 即 用 群 论 来 终结 本 证 明 。 
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如 果 它 们 不 等 ， 则 回答 “NN 是 合 数 ”。 
否则 ， 则 回答 “NN 是 可 能 是 素数 ”。 

(任何 M 既 通 过 本 测试 又 附带 地 也 通过 了 对 六 的 费 马 测试 ， 但 是 显然 ， 反 之 不 成 立 。) 
显然 ， 不 可 能 漏 报 〈 算 法 永远 不 会 把 素数 错 当 作 合 数 ) ， 从 定理 11. 2 得 出 ， 误 报 〈 算 法 把 
合 数 错 判 为 素数 ) 的 概率 至 多 为 1/2。 根 据 引 理 11.7， 本 算法 的 执行 步 数 是 N 的 二 进位 位 
数 的 多 项 式 。 推 论证 毕 。 口 


11.2 随机 复杂 性 类 


为 了 形式 化 地 研究 蒙特 卡 罗 算 法 ， 我 们 对 图 灵机 引进 “ 掷 硬币 ”功能 。 这 些 都 不 需 
要 。 我 们 将 随机 算法 建 模 为 通常 的 非 确定 性 图 灵机 ， 仅 仅 在 接受 其 输入 方面 给 予 不 同 的 
解释 。 

定义 11.1 设 NN 是 一 个 多 项 式 时 间 有 限 的 非 确 定性 图 灵机 。 我 们 声称 N 是 精准 的 ， 
也 就 是 说 ， 对 每 个 输入 x， 所 有 的 计算 都 在 |z| 的 同一 多 项 式 时 刻 停机 〈 见 性 质 7.1)。 我 
们 还 假定 机 器 的 每 步 恰 有 两 个 非 确 定性 选择 〈 见 图 8. 5)。 

设 工 是 语言 。 工 的 多 项 式 蒙 特 卡 罗 图 灵机 是 如 上 述 标准 化 的 非 确定 性 图 灵机 ， 对 长 度 
为 nn 的 输入 ， 计算 时 间 为 多 项 式 p(n)， 对 于 输入 串 zxEL,，NN 的 22 次 计算 中 至 少 一 半 停 
机 于 “yes”。 如 果 zFL， 则 所 有 计算 停机 于 状态 “no”。 具 有 多 项 式 蒙特 卡 罗 图 灵机 所 有 
语言 类 都 标记 为 RP ( 意 指 随机 多 项 式 时 间 )。 加 

注意 ， 这 个 定义 抓 住 了 蒙特 卡 罗 算 法 的 通俗 概念 。 所 有 非 确定 性 步 用 “ 掷 硬币 ” 决 
定 。 自 然 ， 实 际 上 ， 并 非 蒙 特 卡 罗 算 法 的 每 一 步 都 是 随机 选择 的 ， 然 而 不 妨 假设 算法 的 每 
一 步 都 掷 硬币 ， 多 数 情 况 下 忽略 它 的 输出 〈 即 两 个 选择 都 一 样 ) 。 而 且 ， 随 机 选择 的 结果 
比 位 还 要 复杂 些 〈 例 如 在 对 合 数 的 蒙特 卡 罗 判 定 算法 里 ， 选 取 1 一 N 之 间 的 一 个 整数 ， 掷 
硬币 第 一 次 定 整数 的 第 一 位 二 进位 ， 掷 第 二 次 定 整数 的 第 二 位 ，…， 如 果 超 出 1 一 六 的 范 
围 ， 则 终止 )。 因 为 并 & 工 ， 拒 绝 是 无 疑义 的 ， 所 以 没有 误 报 .) 而 且 ， ws 


1/2; 理由 在 于 ， 原 因 是 如 果 机 器 的 每 步 涉 及 随机 选择 两 者 之 一 ， 一 个 选择 的 概率 为 到 


所 以 所 有 计算 或 者 计算 树 的 “叶子 ”是 等 概率 事件 ， 每 个 具有 概率 2 ?1*)。 因 此 ， 
一 半 叶 子 拒绝 确保 漏 报 的 概率 至 多 1/2。 

如 果 接 受 的 概率 不 是 1/2，RP 的 功能 就 不 受到 影响 ， 只 要 我 们 目前 要 求 ， 任 何 数字 
严格 位 于 0 和 1。 理 由 是 : 如 果 我 们 有 随机 算法 ， 其 漏 报 的 概率 至 多 为 1 一 se， 过 1/2， 则 
我 们 可 以 重复 次， 转换 成 概率 至 多 为 1/2。 在 图 灵机 术语 里 ,“ 重 复 ” 意 味 着 在 非 确定 性 
树 的 每 个 叶子 都 “ 挂 ” 上 男 一 棵 恒 等 于 原始 树 的 树 上 ， 并 且 如 此 这 般 重复 次。 在 最 后 的 
叶子 ， 我 们 报告 “yes” 当 且 仅 当 有 一 个 计算 导致 该 叶子 报告 “yes”。 漏 报 的 概率 至 多 为 


(1 一 64。 选取 4 一 | 一 a|， 使 得 〈1 一 6)* 至 少 为 /2。 总 时 间 是 原来 多 项 式 的 上 们 。 





注意 , e 可 以 是 任意 小 的 常数 。 它 甚至 可 以 是 形 为 F055 ) 的 函数 ， 只 要 pln) 是 多 项 式 


(请 注意 ， 一 josd 一 5 人 二)。 类 似 地 ， 通 过 独立 地 重复 蒙特 卡 罗 算法 ， 我 们 可 以 使 漏 报 


概率 任意 地 小 到 一 个 指数 的 逆 。 
迄今 为 止 ， 新 类 RP 位 于 怎样 的 一 个 类 王国 ? 显然 RP 位 于 P 和 NP 之 间 (自然 地 ， 
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也 许 P 二 NP， 所 以 “之 间 ” 一 词 也 许 就 是 等 于 )。 为 什么 ?多项式 蒙特 卡 罗 算 法 判定 LL 一 
定 能 够 有 一 个 非 确 定性 多 项 式 时 间 算 法 判定 上 (因为 至 少 有 一 半 计 算 接 受 ， 所 以 肯定 有 一 
个 接受 计算 )。 而 且 , 一 个 确定 性 的 多 项 式 时 间 算 法 是 蒙特 卡 罗 算 法 的 特殊 情形 : 它 不 管 
角 子 的 输出 而 一 致 地 接受 (概率 1 当然 至 少 为 1/2) 。 

某 种 意义 上 RP 是 新 的 、 不 寻常 的 复杂 性 类 。 不 是 任何 多 项 式 有 界 非 确定 性 图 灵机 都 
可 以 定义 RP 中 的 语言 。 对 于 一 个 机 器 N， 要 定义 一 个 语言 在 RP 中 ， 它 必须 有 不 寻常 的 
性 质 : 对 所 有 输入 或 者 “一 致 地 ”拒绝 或 者 “大 多 数 ” 接 受 。 大 多 数 非 确定 性 机 器 至 少 对 
某 些 输入 表现 不 一 样 。- 给 定 一 个 图 灵机 ， 没 有 容易 的 方法 判定 它 是 否 满足 上 面 的 特性 〈 事 
实 上 ， 这 是 不 可 判定 的 问题 ， 见 问题 11. 5. 12) 。 最 后 ， 没 有 容易 的 方法 去 标准 化 非 确定 性 
图 灵机 使 得 蒙特 卡 罗 性 质 是 不 证 自明 的 ， 仍 然 包 含 所 有 蒙特 卡 罗 算 法 〈 像 我 们 处 理 “ 在 时 
刻 mw 停机” 那样， 采用 标准 化 精巧 机 器 和 时 钟 即 可 达到 )。 对 于 前 面 章节 定义 的 类 NPD 
coNP 和 TENP 也 有 同样 问题 没有 容易 的 方式 告知 是 否 一 个 机 器 总 对 经 过 认证 的 输出 停机 。 
我 们 非 正 式 地 称 这 类 为 语义 类 ， 与 之 相对 的 ，P 和 NP 称 为 语法 类 ， 这 些 类 只 要 表面 的 检查 
就 可 以 告知 一 个 适当 的 标准 化 机 器 事实 上 定义 了 一 个 语言 属于 该 类 。 语 义 类 的 弱点 在 于 ， 一 
般 来 说 ， 它 们 没有 完全 问题 5S 。 困 难 是 : 任何 语法 类 有 一 个 “标准 ”的 完全 语言 ， 即 

{((CM,zr):MEAA MGr) 一 “yes”) 
人 4 是 适当 标准 化 的 机 器 类 (只 要 是 用 多 项 式 或 者 其 他 合适 的 函数 定义 的 时 间 界 )。 例 如 ， 
Cook 定理 的 证 明 本 质 上 是 一 种 语言 到 SAT 的 归 约 。 然 而 ， 在 语义 类 的 情况 下 ,， “标准化 ” 
完全 语言 通常 是 不 可 判定 的 ! 

类 ZPP 

RP 是 否 是 NPficoNP 的 子 集 ? 更 有 野心 地 问 : RP 对 求 补 封闭 吗 ? 根据 RP 定义 的 反 
对 称 性 ， 和 NP 定义 的 反对 称 性 ， 这 是 值得 重视 的 问题 。 于 是 ， 有 一 类 coRP， 它 有 蒙特 卡 
罗 算 法 ， 该 算法 具有 有 限 的 错误 的 肯定 回答 但 是 无 错误 的 否定 回答 。 例 如 ,我们 从 前 面 知 
道 PRIMES 属于 该 类 。 在 某 种 意义 下 ，coRP 和 RP 分 享 错误 回答 的 可 能 性 (现在 是 错误 
的 肯定 回答 )， 靠 多 次 重复 运行 幸存 下 来 。 而 且 如 同 在 RP 中 一 样 ， 我 们 无 法 告知 什么 时 
修 独 立 试验 就 足够 了 。 

在 上 下 文中 ,类 RP 门 coRP 看 来 很 诱 人 (回顾 我 们 在 前 面 章节 讨论 的 NP 门 coNP)。 
问题 是 该 类 拥有 两 个 蒙特 卡 罗 算 法 : 一 个 是 没有 错误 的 肯定 回答 ， 另 一 个 是 没有 错误 的 否 
定 回答 。 因 此 ， 如 果 我 们 独立 地 运行 具有 两 个 算法 的 实验 ， 或 早 或 迟 ， 或 者 从 没有 误 报 的 
算法 得 到 肯定 回答 ,或 者 从 没有 漏 报 的 算法 得 到 否定 回答 。 如 果 我 们 独立 拨 行 算法 次 ， 
没有 明确 回答 的 概率 低 于 2”*。 和 通常 的 蒙特 卡 罗 算 法 不 同 的 是 我 们 肯定 可 以 得 到 正确 的 
回答 。 当 然 ， 我 们 无 法 预知 什么 时 候 算法 终止 一 一 虽然 ， 这 是 不 可 想象 的 ， 我 们 重复 了 
100 次 还 没 明确 的 回答 。 这 样 的 算法 叫 作 Las Vegas 算法 (或许 要 强调 这 个 算法 的 拥有 者 
不 会 错 ) 。 

具有 Las Vegas 算法 的 语言 类 RP 门 coRP 标记 为 ZPP (具有 零 概 率 误差 的 多 项 式 随 机 
算法 ) 。 最 后 ，PRIMESEZPP ( 见 11. 5.7 节 的 参考 文献 ) 。 

类 PP 


考虑 问题 MAJSAT: 给 定 一 个 布尔 表达 式 ， 问 是 否 其 个 变 元 的 2" 个 真 值 赋值 中 ， 





昌 事实 上 ,缺乏 完全 问题 是 形式 化 什么 叫 “ 语 义 ” 类 的 完美 方式 。 还 可 以 参见 问题 20. 2. 14。 
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大 多 数 为 真 〈 即 是 和 否 有 至 少 2 一 :十 1 个 赋值 为 真 ;。 不 清楚 这 类 问题 是 否 在 NP 中 : 构成 
2"” ! 十 1 个 满足 的 真 值 指 派 的 证 据 不 是 简明 的 。 自 然 地 ，MAJSAT 甚至 不 像 在 RP 中 。 

对 于 这 个 问题 有 一 个 非常 合适 的 复杂 性 类 : 我 们 说 工 在 类 PP 中 ， 如 果 有 一 个 非 确 定 
性 多 项 式 有 界 图 灵机 N ( 像 以 前 一 样 标准 化 ) 使 得 对 所 有 输入 x，xEL 当 且 仅 当 多 一 半 
的 NN 在 x 上 的 计算 到 达 接 收 态 。 我 们 说 六 “大 多 数 ” 地 判定 工 。 

注意 ，PP 是 “语法 ”类 不 是 “语义 ”类 。 任 何 非 确定 性 多 项 式 有 界 图 灵机 可 以 用 于 
定义 一 个 在 PP 中 的 语言 ;无 特殊 性 质 需 要 。 因 此 ， 它 有 完全 问题 : 很 清楚 MAJSAT 是 
PP 完全 的 (问题 11. 5. 16) 。 我 们 能 证 明 : 

定理 11.3 NPSPP。 

证 明 : 假设 LENP 被 一 个 非 确定 性 图 灵机 N 判定 。 下 面 的 机 器 N 将 大 多 数 地 判定 
L:N' 恒 等 于 N， 除了 它 有 一 个 新 的 初始 状态 外 ， 和 初始 状态 的 非 确 定性 选择 。 两 个 可 能 
的 输出 移动 之 一 是 转移 到 N 原来 输入 的 计算 。 对 另外 一 个 输出 移动 ， 我 们 约定 总 是 接受 
(具有 同样 的 计算 步 ) 。 

考虑 一 个 串 zx， 如 果 N 对 xz 计算 p(xz) 步 并 产生 22= 个 计算 ，N 显然 有 220z0)+1 个 
计算 。 当 然 ， 至 少 一 半 停 机 在 “yes”(N 的 一 半 计 算 无 条 件 地 接受 ) 。 于 是 ，N 的 大 多 数 
计算 接受 x 当 且 仅 当 N 至 少 有 一 个 接受 对 z 的 计算 ， 就 是 说 ， 当 且 仅 当 zE 工 。 因 此 ，N- 
大 多 数 接受 L， 故 LEPP。 回 

PP 是 否 对 补 运 算 封 闭 ?“yes” 和 “no” 之 间 唯 一 的 不 对 称 是 “分 开 投 票 ”的 可 能 性 ， 
那里 有 相等 个 数 的 “yes” 和 “no” 计 算 。 但 是 这 是 容易 处 理 的 〈 见 问题 11. 5. 17) 。 

类 BPP 

尽管 所 有 三 类 RP、ZPP 和 PP 都 是 被 非 确定 性 选择 的 概率 翻译 激发 起 来 的 ， 但 是 前 面 
两 个 和 后 面 一 个 有 很 大 不 同 。RP 和 ZPP 是 为 实用 算法 提出 的 具有 有 效 随机 计算 的 似乎 合 
理 的 概念 ， 从 这 个 意义 讲 ， 它 们 是 了 的 亲戚 。 相 反 ，PP 是 抓 住 某 种 计算 问题 (例如 MAJ- 
SAT) 的 自然 方式 ， 但 是 实际 的 计算 内 容 ， 从 这 个 意义 上 讲 ， 它 接近 于 NP。 

无 直接 的 方法 去 探索 PP 靠 大 多 数 接受 的 算法 输入 输出 习俗 “ 太 脆 弱 了 ”。 串 工 可 以 以 


却 十 2-2zl 的 接受 概率 在 二 中 ， 它 的 接受 计算 仅仅 比 拒绝 计算 多 2。 似乎 没有 合理 的 有 效 


计算 经 验 可 以 检测 出 这 样 的 临界 接受 行为 。 

为 了 了 解 最 后 的 论断 ， 想 象 如 下 的 形势 。 你 有 一 个 有 偏向 的 角子， 它 的 一 面 比 另外 一 
面容 易 出 现 。 你 知道 一 面 的 概率 为 十 十 es，e>0， 而 另外 一 面 的 概率 为 二 一 *， 但 是 你 不 知 
道 哪个 概率 是 哪 一 面 。 怎 样 发 现 哪 一 个 概率 更 有 可 能 出 现 ? 显然 的 实验 就 是 掷 仍 子 多 次 ， 
取出 现 次 数 超过 概率 1/2-e 的 那 一 面 。 问 题 在 于 ， 要 多 少 次 掷 骨 子 才能 以 高 概率 得 到 正 
确 的 猜测 ?下面 的 结果 最 能 帮助 我 们 分 析 随 机 算法 。 

引 理 11.9 (Chernoff 界 ) 假设 zi ,… ,zn 是 独立 随机 变 元 ， 取 值 分 别 以 概率 p 和 1 一 


取 值 1 和 0。 考 虑 和 XX 一 > zi。 则 对 所 有 0<0<1, prob[X 之 (1+0) pn]<e-m。 


1 
证 明 : 假设 1 是 任 一 正 实数 ,我 们 有 平凡 估计 prob[X 之 (1 十 0) pn] 二 prob[e* ) 之 
ex1t9m]。 见 引 理 11. 2，prob[ eX 之 ke(e 信 )] 寺 1/&k,， 之 0 是 任 一 实数 (严格 地 说 ， 该 结果 
是 对 任意 整数 随机 变 元 和 整数 上 成 立 ， 但 是 对 一 般 情 形 ， 用 和 式 代替 整数 也 一 样 ) 。 取 一 
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e:d+Wpm [el(eX]-!1， 我 们 得 到 
prob[ X 宇 (+Opn)| eme(eX) 


因为 了 二 》)xi, 所 以 有 eleX)=(elew1))" 二 (1 十 ple' 一 1))"。 代 入 之 后 ,我 们 得 到 
i=] 


prob[X 宇 (+Opm]<e tm(l+p(e m1))" < Et(1+0) pup pnle'—1) 
因为 对 所 有 正 数 a，(1 十 a)" 壹 ew， 所 以 有 上 面 最 后 的 不 等 式 。 现在 取 t=Iln (1 十 9)， 我们 
得 到 
probL X 入 人 十 0)pnj epPn 0—(1+DIn(1+0)) 
因为 指数 可 以 展开 为 一 方 F 十 二 四 一 证 外 十 …，0<<0<1, 引 理 得 证 。 口 


换 句 话说 ， 从 期 望 导出 的 二 项 式 随机 变 元 的 概率 随 着 偏差 指数 地 递减 。 有 用 的 结果 可 
以 规定 如 下 : 


推论 ”如 果 p 一 亏 十 e，e>0， 则 满足 不 等 式 》)x; < 妃 的 概率 至 多 为 -个 。 
i=1 





证 明 : 取 0 一 本 a 口 ] 


均 十 E 


2 
通过 大 约 坟 次 数 实验 ， 我 们 就 可 以 有 足够 信心 检测 出 结论 : 我 们 的 角 子 里 有 一 个 。e 偏 


差 。 另 一 方面 ， 对 于 PP 类 ， 偏 差 s 小 于 2 “7 是 不 合适 的 随机 复杂 性 类 : 它 需 要 指数 次 
重复 算法 才能 可 靠 地 确定 正确 的 回答 。 

定义 11.2 下 面 ， 我 们 引入 最 广泛 的 ， 然 而 迄今 为 止 似 乎 是 真 的 实际 计算 。 类 BPP 
包含 所 有 语言 L， 它 有 非 确定 性 多 项 式 有 界 的 图 灵机 N 〈 它 的 计算 通常 具有 相同 的 长 度 )， 


具有 如 下 性 质 ， 对 于 所 有 输入 xz， 如 果 zxE 工 ， 则 至 少 N 的 之 个 计算 接受 =， 而 如 果 z&L， 
则 至 少 N 的 二 个 计算 拒绝 z。 口 


也 就 是 说 ， 我 们 要 求 N 以 “清晰 的 大 多 数 ” 接 受 或 拒绝 。 定义 中 的 亏 是 标志 性 的 ， 


它 表 明正 确 的 回答 的 概率 圈 界 远离 模棱两可 的 中 间 值 1/2 (BPP 理解 为 “有 界 的 误差 概 
率 ”) 。 任 何 严格 位 于 1/2 一 1 之 间 的 数 都 在 同一 类 中 。 为 了 证 实 这 一 点 ， 假 定 我 们 有 机 器 
N， 它 以 多 数 1/2 十 e 的 概率 判定 工 。 我 们 可 以 运行 机 器 2k 十 1 次 (如同 证 明 性 质 11. 3 那 
样 ， 对 每 个 叶子 “ 挂 着 计算 ”并 且 以 大 多 数 接受 为 接受 )。 按 照 引 理 11.9， 错 误 回 答 的 概 


率 至 多 为 c-%*， 只 要 适当 递增 多 次 &， 它 可 以 变 得 任意 小 。 特 别 地 ， 取 一 思 | ， 我 们 概 


E 





率 误 差 至 多 为 十。 再 次 强调 e 不 必须 是 常数 ， 它 可 以 是 任何 多 项 式 的 倒数 。 


很 清楚 ，RPSBPPSPP。 第 一 个 包含 是 因为 在 RP 中 的 任何 语言 必定 有 BPP 算法 : 
只 需 运 行 算法 两 次 ,确保 错误 的 否定 回答 概率 小 于 1/4 (错误 的 肯定 回答 概率 是 0， 因 此 


已 经 小 于 子 )。 最 后 ,任何 BPP 中 的 语言 也 在 PP 中 ， 因 为 以 清晰 大 多 数 判定 的 机 器 肯定 
也 是 简单 大 多 数 判定 的 机 器 。 


258 


164 倪 三 部 分 PP 和 和 和 NP 











259 








260 


不 清楚 是 否 BPPCNP， 这 一 方面 有 趣 的 结果 见 问 题 11. 5.18 和 17.2 节 。 还 请 注意 
BPP 的 定义 是 对 称 的 ， 接受 以 清晰 大 多 数 “yes”， 拒 绝 也 是 以 清晰 大 多 数 “no”。 因 此 ， 
BPP 对 补 运算 封闭 ， 即 BPP 王 coBPP。 最 后 注意 BPP 是 “语义 ”类 : 对 于 BPP 中 的 语言 ， 
定义 它 的 非 确定 性 机 器 必须 有 如 下 性 质 : 对 于 所 有 的 输入 ， 必 有 两 个 清晰 大 多 数 的 可 能 输 
出 ， 但 是 不 清楚 如 何 检测 和 标准 化 这 个 清晰 大 多 数 。 


11.3 随机 源 


虽然 RP 和 BPP 是 完美 定义 的 复杂 性 类 ， 但 它们 的 实用 性 和 重要 性 建立 在 我 们 能 够 执 
行 随机 算法 。 换 句 话 说， 我 们 需要 有 一 个 随机 位 源 。 
为 了 形式 化 什么 是 我 们 所 需要 的 ， 让 我 们 定义 完美 随机 源 ， 它 是 一 RE 其 值 
是 位 的 无 限 序列 (zi ,zz ,…)， 对 所 有 xz 盖 0 和 所 有 的 (yy)E10,1)， 我 们 有 
prob[Lzi = yisi = 1 ,n= 2 


也 就 是 说 ，zi 是 独立 试验 的 输出 ， 每 个 zx; 取 1 的 概率 为 p 一 方 。 


如 果 我 们 有 完美 随机 源 〈 即 有 一 个 物理 设备 ， 按 一 下 按钮 ， 就 开始 产生 一 个 序列 zl， 
Zzxz,X3，"…)， 则 我 们 就 对 输入 执行 蒙特 卡 罗 算 法 ， 在 i 步 按 照 zx; 选择 非 确 定性 机 器 的 适当 
移动 (实际 上 ， 这 正 是 11. 1 节 引 入 的 蒙特 卡 罗 算 法 )。 而 且 ， 对 于 BPP 中 语言 的 任何 随机 
算法 可 以 类 似 地 运行 。 于 是 ， 给 定 一 个 完美 随机 源 ， 这 些 复 杂 性 类 中 的 问题 能 够 以 如 此 满 
意 的 方式 如 实地 解答 。 

但 是 在 自然 界 中 ， 有 这 些 完美 的 随机 源 吗 ?有 一 些 似是而非 的 高 品质 随机 位 物理 源 ， 
但 是 作为 完美 随机 源 ， 还 是 都 有 可 争论 的 缺陷 。 有 些 是 严肃 的 争论 真正 完美 的 随机 源 
物理 是 可 能 的 吗 (鼓励 读者 思考 多 个 蔡 代 物 和 它们 的 弱点 )? 

例 11.1 一 个 完美 随机 源 必须 既是 独立 的 (xz; 二 1 的 概率 既 与 前 驱 又 与 后 继 无 关 ) 和 
无 偏差 的 (概率 应 当 正 好 是 1/2)。 

重要 的 条 件 是 独立 性 : 约翰 ， 冯 ，。 诺 依 曼 很 久 以 前 观察 到 ， 从 独立 但 有 偏差 的 随机 源 
到 完美 随机 源 很 容易 : 成 对 地 打 碎 序列 ，01 解释 为 0，10 为 1， 将 00 和 11 痉 之 不 用 
即 ，0010100001000011110… 打 碎 为 (00,10,10,00,01,00,01,11,10,…)， 然 后 是 11001…， 
最 后 的 随机 源 是 完美 的 。 

注意 我 们 不 需要 知道 输出 1 概率 p 的 精确 值 ， 只 要 求 它 始终 严格 大 于 0 和 小 于 1， 并 
且 在 每 次 掷 取 随 机 位 时 概率 是 常数 。 还 有 ， 按 照 此 模式 ， 为 了 得 到 长 度 为 地 的 完美 随机 序 


列 ， 我 们 需要 期 望 平均 长 度 为 -的 源 序列 ， 这 里 一 十 (1 一 p)? 是 源 的 巧合 概率 ， 即 











两 个 独立 输出 试验 巧合 的 概率 。 我 们 将 在 本 节 后 面 再 看 到 此 量 。 图 

物理 实现 完美 随机 源 的 现实 问题 在 于 物理 过 程 趋向 于 受到 前 面 输出 的 影响 〈 且 环境 也 
倾向 于 这 一 点 )。 当 两 个 连续 试验 的 时 间 增 加 时 ， 依 赖 关 系 可 能 减弱 ， 但 是 理论 上 ， 它 从 
不 会 消失 。 


考虑 到 物理 上 实行 完美 随机 源 是 困难 的 ， 我 们 可 以 尝试 用 非 物 理 方 式 发 现 随 机 性 ， 但 
是 在 数学 上 和 计算 上 。 这 称 为 伪 随 机 数 发 生 器 ， 它 产生 的 位 序列 是 “不 可 预知 的 ”或 者 
“随机 的 ”。 伪 随机 性 的 基于 复杂 性 和 密码 学 的 优雅 理论 已 经 被 严格 地 展开 研究 〈 见 问 
题 11. 5. 21 的 参考 文献 )。 另 一 方面 ， 在 实际 计算 系统 里 ， 实 际 的 伪 随 机 数 发 生 器 常常 从 
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一 个 事先 提供 的 种 子 出 发 ， 种 子 为 多 位 长 (我 们 可 以 考虑 种 子 是 一 个 正 整 数 zo)， 然 后 如 
下 产生 一 系列 整数 ， 例 如 zxit1 二 axi 十 5 mod c， 其 中 4a、6b、c 是 固定 整数 。 不 幸 的 是 ， 根 
据 伪 随机 性 复杂 性 理论 ， 所 有 这 类 发 生 器 被 证 明 是 很 糟 的 ( 见 11. 5. 21 节 的 讨论 ) 。 

微 随机 源 

因为 完美 随机 源 从 物理 实现 的 角度 看 来 没有 希望 ， 所 以 我 们 转 而 寻找 较 弱 的 随机 性 概 
念 ， 它 物理 上 似乎 更 加 合理 。 设 6 是 一 个 数 ， 位 于 (0,1/2]，p 是 一 个 将 {0,1)* 映射 到 
区 间 [6,1 一 86] 的 函数 。p 是 一 个 高 度 复杂 函数 ,我们 完全 不 知道 它 。6 随机 源 也 是 一 个 
具有 无 限 位 长 的 随机 变 元 ,假设 它 的 开始 n 位 有 特定 值 y1，… ,yy 的 概率 为 


T[ Gip yey) + 0 oy) 0 — pyiy))S 
i 二 ] 
按照 这 个 公式 ， 第 i 位 是 1 的 概率 精确 地 是 6 过 p(y1…yi-1) 夺 1 一 6， 它 以 任意 方式 依 
赖 于 前 面 几 个 输出 。 换 名 话说， 序列 中 的 位 可 能 以 任意 复杂 方式 偏向 于 随后 位 的 概率 ， 但 
是 这 个 偏差 永远 不 超过 1 一 8 二 1。 于 是， 一 个 元 随机 源 是 一 个 完美 随机 源 。 一 个 3 随机 源 ， 


3 一 去 被 命名 为 微 随机 源 。 


例 11.2 因为 微 随机 源 允 许 位 之 间 有 强 的 依赖 性 ， 所 以 它 比 完美 随机 源 是 更 为 现实 的 
(物理 上 合理 的 和 可 实现 的 ) 模型 。 事实 上 ， 有 许多 物理 过 程 可 以 证 实 为 微 随机 源 (Gei- 
ger 计数 器 、Zehner 二 极 管 、 掷 盘子 、 变 化 无 常 的 朋友 )。 不 幸 的 是 ， 微 随机 源 看 上 去 对 
运行 随机 算法 没有 用 。 

假设 一 个 蒙特 卡 罗 算法 ， 例 如 11. 2 节 中 的 2SAT 问题 的 随机 游 走 算法 ， 是 由 6 随机 
源 Sy 驱动 的 ， 6 去。 根据 p， 错 误 的 否定 回答 的 概率 变 成 大 于 去 。 例 如 ， 假 设 2SAT 的 


实例 只 有 一 个 满足 的 真 值 指派 了 ， 而 且 ， 定 义 p 的 源 S 的 山 子 依 赖 我 们 所 选择 的 文字 ， 
当 它 和 个 一 致 时 ， 翻 转 的 概率 是 1 一 8。 不 难看 出 ， 被 这 样 的 6 随机 源 Ss 驱动 的 随机 游 走 


算法 ，6<< 玛 ， 需 要 指数 时 间 才能 以 合适 的 概率 发 现 个 。 
自然 地 ， 存 在 $ 随机 源 Sw ， 对 一 个 平凡 的 例子 ， 正 确 地 驱动 随机 游 走 算法 ， 对 所 有 
位 序列 z， 定 义 p(z) 二 去 。 但 是 因为 我 们 假设 对 p 毫 无 所 知 ， 所 以 我 们 必须 准备 全 部 的 


可 能 性 。 换 句 话 说 ， 当 一 个 微 随机 源 S。 驱动 一 个 随机 算法 时 ， 我 们 必须 认为 知道 我 们 算 
法 的 对 手 所 设 定 的 p 值 监视 着 随机 位 的 选择 ， 恶 意 地 极 小 化 成 功 的 概率 。 在 2SAT 随机 游 
走 算法 的 情况 下 ， 对 手 实际 上 将 成 功 的 概率 减少 到 无 意义 的 微弱 境地 。 口 

因此 ， 微 随机 源 不 能 直接 驱动 随机 算法 。 人 们 仍然 希望 沿 着 我 们 在 例子 11. 1 所 解释 
的 那样 通过 深刻 复杂 的 构造 ，6 随机 源 产 生 真正 的 随机 源 。 不 幸 的 是 ， 可 以 形式 化 地 证 明 
可 能 没有 这 样 的 构造 ( 见 11. 5. 20 节 中 的 参考 文献 ) 。 

尽管 这 些 不 成 功 的 探索 ， 但 我 们 下 面 叙 述 微 随机 是 很 有 用 的 。 虽 然 它 们 不 能 直接 驱动 
随机 算法 ， 或 者 产生 随机 位 ， 但 它们 可 以 模拟 任何 你 感 兴趣 的 随机 算法 ， 且 只 有 多 项 式 的 


日 ”这 里 假定 yo。 = p{ } 也 是 事先 定义 好 的 。 一 一 译 者 注 
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效率 损失 。 我 们 必须 用 微 随 机 源 形式 化 定义 RP 和 BPP 的 变 体 。 

定义 11.3 设 六 是 一 个 精确 的 多 项 式 有 界 非 确定 性 图 灵机 ， 每 步 有 两 个 选择 ， 与 RP 
和 BPP 定义 〈 见 定义 11.1 和 定义 11.2) 一 样 。 我 们 规定 这 两 个 选择 为 0 选择 和 1 选择 。 
对 于 输入 zx， 计算 NGCz) 构成 全 二 又 树 ， 深 度 n 二 pl(|z|)( 见 图 11.6， 注 意 本 节 中 表示 
树 的 计算 长 度 而 不 是 输入 长 度 )。 这 棵 树 有 2" 个 叶子 (“yes” 或 者 “no” 回 答 ) 和 2”*! 一 
1 个 结 点 。 其 中 2 一 1 是 内 结 点 ， 此 棵 树 有 2”! 一 2 条 边 ， 每 条 依赖 于 内 结 点 的 两 个 选择 
之 一 《 见 图 11; 6》。 

设 $ 是 0 一 1/2 之 间 的 数 ， 对 N(x) 
的 一 个 9 赋值 (或 6 指派 ) 下 是 N(x) 
的 边 集 到 区 间 [3,1 一 8] 的 映射 ， 每 条 
离开 内 结 点 的 边 被 赋予 一 个 数 ， 它 们 相 
加 等 于 1。 例如， 图 11.6 显示 了 一 个 1 
赋值 给 N(x)。 直 觉 上 ,6 赋值 下 抓 住 
了 该 随机 算法 的 效果 ， 机 器 N 在 输入 zx 
上 被 任意 一 个 9 随机 源 Sp 驱动。 函数 图 11.6 计算 树 和 1 赋值 
p 是 精确 赋值 下 对 内 结 点 的 1 选择 ， 当 每 个 内 结 点 可 以 解释 为 导向 它 的 一 串 选择 。 

给 定 一 个 8 赋值 对 NCz) 的 每 个 叶子 〈 最 后 格局 ) C&， 定 义 2 的 概率 为 prob[l] 二 
JuePradF(Ga)， 这 里 PLb] 是 从 根 到 叶子 Z 的 路 径 ， 也 就 是 说 ， 走 到 一 个 叶子 的 概率 精确 
地 定义 为 导向 叶子 的 选择 的 概率 。 最 后 ， 定 义 prob[L M(x) 二 “yes”[F] 是 NGCz) 全 部 
“yes” 叶 子 的 probLZ] 之 和 。 

我 们 到 了 最 后 给 出 概率 类 RP 和 BPP 的 “ 微 随 机 ”变种 定义 的 阶段 。 我 们 说 语言 L 属 
于 6-RP， 如 果 有 一 个 非 确 定性 图 灵机 N (如 上 所 述 )， 满 足 : 对 于 所 有 的 8 赋值 下 ， 如 果 
XEL， 则 probLM(zx) 二 “yes”|F] 宇 1/2 和 如 果 zx 儿 L， 则 prob [M(xz) 二 “yes”|F]= 二 0。 换 
句 话 说， 如 果 有 一 个 随机 算法 ， 它 对 任何 8 随机 源 ， 没 有 错误 的 肯定 回答 ， 而 错误 的 和 否定 
回答 的 概率 小 于 1/2 则 称 该 语言 LE6-RP。 

类 似 地 ， 一 个 语言 属于 6-BPP， 如 果 有 一 个 非 确定 性 图 灵机 N， 它 符合 如 下 条 件 ， 对 
所 有 的 6 赋值 下 如 果 x EL， 则 prob[M(zxz)= 二 “yes”|Fj 宇 3/4 和 如 果 x 儿 L， 则 


prob[M(z) 一 “yes”|F] 之 开 。 也 就 是 说 ， 当 被 任何 $ 随机 源 驱 动 时 ， 要 求 随机 算法 正确 地 
判定 和 清楚 地 分 清 边界 。 

不 难看 出 ，0 一 RP 王 0 一 BPP 王 P。 因 为 0 赋值 可 以 把 概率 1 给 -NCz) 的 任何 叶子 ， 因 
此 所 有 叶子 在 输出 上 保持 一 致 。 事实 上 ， 该 “随机 ”算法 必须 是 确定 性 的 。 显 然 ， 志 一 RP 一 




















RP， 志 一 BPP 一 BPP。 但 是 当 0<3<1/2 时 ，6-RP 和 9-BPP 究竟 是 什么 呢 ? 它们 的 能 力 


是 否 介 于 P 和 对 应 的 类 之 间 吗 ? 换 句 话说， 为 了 物理 上 合理 的 微 随机 源 ， 必 须 放弃 多 少 表 
面 的 随机 性 能 力 ? 

下 面 重 要 的 结果 说 明 没有 能 力 失 去 。 实 际 上 ， 随 机 化 完全 可 以 实现 : 

定理 11.4 对 任何 6 二 0, -BPP 二 BPP。 

证 明 : 首先 ， 显然 $BPPCBPP。 故 我 们 假设 LE BPP。 我 们 将 要 证 明 对 任何 9 之 0， 
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LE5BPP。 也 就 是 说 ， 对 一 个 大 多 数 判定 的 机 器 N， 我 们 将 构造 一 个 机 器 N' ， 它 被 任 
意 6 随机 源 驱动 ， 以 大 多 数 判定 工 。 我 们 假设 N' 回 答 错误 的 概率 低 于 35， 而 不 是 通常 的 


于 。 在 11.2 节 ， 我 们 看 到 通过 重复 足够 多 次 ， 低 概率 容易 实现 。 

我 们 把 机 器 N' 描 述 为 用 8 随机 源 Sy 驱动 的 随机 算法 。 对 输入 zx, 设 n=p(|z|) 是 N 
在 工 上 计算 的 长 度 ， 令 4 一 | 378 -9 |， 将 是 重要 的 模拟 参数 。 一 个 二 进位 序列 将 被 
称 为 一 个 块 ， 显 然 ， 共 有 24 个 可 能 的 块 ， 它 们 用 对 应 的 二 进位 整数 0,1,…,2: 一 1 表示 。 


如 果 “一 (Ce ,see) 和 4 二 (U1,…,h4) 是 抉 ， 则 它们 的 内 积 定义 为 k" 4 二 >)kcihi mod 2。 


i=1 

请 注意 两 块 的 内 积 是 一 个 二 进位 。 

假设 我 们 从 8 随机 源 S。 产生 & 个 连续 随机 位 ， 得 到 一 个 块 B 二 2* (我 们 用 希腊 字母 
标记 块 )。 正 如 我 们 已 经 看 到 的 ，Bi 中 的 位 不 直接 在 模拟 N 中 采用 ， 因 为 假想 的 “对 手 ” 
可 能 偏向 它们 引导 我 们 的 算法 到 错误 正 或 错误 负 回 答 。 我 们 “迷惑 ”对 手 的 策略 很 简单 : 
用 有 中 上 个 6 随机 位 以 完美 确定 方式 产生 中 二 进位 ,， 即 Bl *0,Bs*，1,…,Bl ， (24 一 1) 
(这 里 ， 我 们 放心 地 看 到 上 仅仅 是 有 的 对 数 规模 大 小 ， 所 以 2* 是 多 项 式 规模 而 已 )。 我 们 
于 是 并 行 地 模拟 N 对 工 的 2 次 ， 其 中 2* 个 位 的 每 一 个 都 用 作 N 对 输入 zx 所 要 求 的 原始 
二 进位 。 我 们 重复 nn 次 (n 次 是 机 器 N 在 x 上 的 计算 长 度 ): 在 第 j 次 重复 时 ， 我们 产生 
一 个 新 块 B ， 我 们 将 它 “ 分 散 成 ”2* 位 ， 并 且 用 它 来 推进 N 在 x 输入 的 2* 个 计算 。 换 句 
话说 ， 我 们 模拟 N 对 输入 xz 选择 测试 序列 ; T={(B ce, ,Be :Kk 二 0,…,24 一 1])。 在 
24 个 结果 回答 中 (“yes” 和 “no”)， 我 们 采纳 大 多 数 的 那个 回答 作为 N 对 于 输入 z 的 回 
答 (如 果 正 好 相等 ， 则 取 “yes”)。 这 就 完成 了 N' 的 描述 。 

很 清楚 ，N' 是 个 随机 算法 ， 工 作 时 间 在 O(z26) 一 O(pCzl)1+3 二 浆 )9 ， 后 者 是 | z | 
的 多 项 式 。 剩 下 要 证 明 的 是 ,无论 S, 是 怎样 的 6 随机 源 ， 我 们 用 以 产生 n 块 ， 错 误 的 概 
率 至 多 1/4。 

考虑 N 对 输入 xz， 集合 {0,1}" 上 可 能 的 选择 序列 。 它 们 中 的 某 些 是 坏 的 错误 的 否定 
回答 或 者 错误 的 肯定 回答 ， 依 赖 x 是 否 在 工 或 者 不 在 L 中 。 我 们 标记 坏 的 序列 集合 为 BS 


(0,1j"。 因 为 N 是 一 个 BPP 随机 算法 ， 所 以 我 们 知道 1B| 达 癌 2"。N 的 错误 回答 的 概率 





恰好 是 prob| |TNB| 之 地 1T| |。 为 了 证 明 当 N' 被 任何 8 随机 源 驱 动 时 总 以 大 多 数 判定 工 ， 
我 们 需要 证 明 下 述 断 言 
断言 prob| 1TmB|> 去 TI] 一 寺 ， 
此 断言 的 证 明 是 较 间接 的 。 我 们 考虑 模拟 中 用 到 的 n24 个 任意 位 ,例如 Bx«， 
其 中 1] 委 7) 委 2，0 委 xc 委 2 一 1。 定 义 该 位 的 偏差 是 (prob[B ， 二 1] 一 prob[B;。 
k 一 0]): 。 显然， 通过 在 记 中 偏差 大 位 ， 对 手 可 能 对 个 别 的 位 记 。x 偏差 很 大 ， 希 户 
这 2 一 1 位 的 大 多 数 不 保持 相对 偏差 。 于 是 我 们 期 望 位 的 平均 〈 对 所 有 的 < 求 平均 ) 





全 ”原文 有 误 ， 现 增加 指数 的 系数 3， 仍 然 是 | z | 的 多 项 式 。 一 一 译 者 注 
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偏差 有 上 界 。 可 以 分 两 步 完 成 估计 : 我 们 先 指 出 平均 偏差 和 块 的 巧合 概率 之 间 完 全 
是 意外 的 联系 。 那 就 是 ， 如 果 从 源 抽取 一 个 块 的 实验 重复 两 次 ,恰好 得 到 同样 的 块 


2 一 


的 概率 。 第 二 步 ， 我 们 求 该 概率 的 上 界 。 对 于 第 一 步 ， 定 义 巧合 概率 为 By, 


其 中 pLB8j 标 记 6 随机 源 产 生 块 8 的 概率 。 下 面 的 结果 叙述 平均 偏差 等 we 
纹 =1 


| 
引 理 11. 10 2 Cprob[B mg De 
证 明 : 这 个 结果 有 一 个 聪明 的 代数 证 明 。 关键 观察 是 probL8。k 王 0] 一 probL8 。 x 二 1] 二 


24_1 


Fe Decp[ 由 。 这 是 真 的 ， 因 为 当 B， “一 0 时， 因子 (一 D)P “一 1; 当 B，x 二 1 时， 因子 
| 
天 


2 一 1 i 2 
Cprob[p. «=1]—prob[lB.«=0])?= >) | | 


«=0 \ p=0 


1 一 二 和 
FF ppp + 3 (— 1) ‘trp[BIpLp ] 





k=0 B=0 一 SR 
瞪 -: 二 
然而 ， 如 果 我 们 交换 第 二 项 中 和 式 的 次 序 ， 我 们 得 到 2 ,PLAIpLB] > -Dee 
B28 办 
容易 看 出 ， 考 虑 到 Bz ， 其 内 和 是 零 。 口 


下 面 的 引 理 说 明 一 块 的 巧合 概率 至 多 等 于 每 位 巧合 概率 的 & 次 宕 。 


| 


引 理 11. 11 如 果 B 是 块 ， 它 由 6 随机 源 的 位 产生 , 则 yp [由 过 (8 十 (1 一 0)2)*。 


有 
明 : 设 8=(z ,zk)， Xi 二 1 的 概率 (由 6 随机 源 给 出 ) 是 p;。 考 虑 新 块 8, 它 
和 BB 的 不 同 在 于 x;, 在 8 中 xz; 二 1 但 在 B 中 z; 二 0。 于 是 p[8] 和 p[B8]」 分 别 具 有 形式 Ap 
处 -5 


和 A(1 一 pi)。 将 和 式 1p[BJ? 分 成 zi 二 1 的 8 和 zi 一 0 的 B 的 各 自 的 和 式 ， 我 们 得 到 和 式 
B=0 


为 Bp; 和 B(1 一 pi)* (B>>0)。 如 果 p; 和 1 一 p; 尽 可 能 多 地 不 同 ， 和 式 就 得 到 最 大 值 ， 即 

一 个 是 $， 另 外 一 个 是 1 一 8。 这 对 所 有 上 位 都 成 立 。 于 是 和 式 的 最 大 值 是 

天 

3 (Fj — = (62 + (1—6)2)t 

i=0 

此 引 理 证 明 完毕 。 口 
根据 上 面 的 两 个 引 理 ， 在 第 7 步 ， 位 的 总 偏差 不 超过 2 ( 昱 十 (1 一 9) 六。 我 们 称 为 万， 


是 无 偏差 的 ， 如 果 它 的 偏差 〈probL8。 x 二 1] 一 prob[B «一 0])? 之 方 ; 否则 ， 就 称 为 有 偏 


差 的 。 注 意 ， 如 果 一 位 是 无 偏差 的 ， 则 它 的 概率 位 于 却 一 元 一 玛 十 元 之 间 。 
从 前 述 引 理 知道 ， 在 第 j 步 有 至 多 n22* (82 十 (1 一 6)?)* es 于 是 总 共有 不 超过 


日 ”此 处 译 者 增加 了 B 关 的 条 件 。 一 一 译 者 注 
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24( 人 十 (1 一 60)?)* 偏差 位 。 这 个 表达 式 可 以 调用 & 值 得 到 
2tn3(62 十 (1 一 9)2) 一 
2hn3(1— 28+ 202) 2 一 
2kn 3 2log( 1—28+26° ) a 


A 3 9—3logn—5 一 wh 天 
Pa 和 302 


为 了 得 到 最 后 一 行 , 我 们 调用 到 log(1 一 e) 过 一 e(0<e 过 1)。 我 们 得 出 结论 : 至 多 有 动 2 


偏差 位 。N 是 通过 模拟 N 于 了 一 {(8 km， ke):k 一 0,… ,2 一 1) 中 的 2 个 序列 而 工作 
的 。 如 果 工 至 少 包 含 一 个 偏差 位 ， 我 们 称 工 是 偏差 的 。 令 UST 代表 所 有 无 偏差 序列 。 前 面 


已 经 得 知 ， 至 多 只 有 52 个 偏差 序列 〈 每 个 偏差 位 造成 不 同 的 无 偏差 序列 是 不 大 可 能 的 )。 。 [266 
言 (和 定理 ) 的 证 明 接近 结束 了 ， 只 需 计算 一 下 即 可 。|BmT| 的 期 望 值 是 


n 


hj 六 全 及 二” 六 >)， [lprobLs;=4]< 


tt, ET wb, EBi=1 


圳 2 站 3 站 [| prob[s: 三 太医 


a EU ye bE Bi=1 
> > 1 1 \， 
32 了 2 这] ~ 


外 Ef/ sn 一 站 dak 4. 
322 十 2 (Ri2")s? | 


为 了 得 到 第 二 行 ， 我 们 假设 在 最 坏 情况 下 ， 所 有 偏差 序列 是 坏 的 。 对 于 第 三 行 ， 我 们 知道 
6 是 无 偏差 的 ， 因 此 prob [4 一 bi] 过 也 十 序 。 对 于 第 四 行 ， 我 们 记得 工 的 大 小 、| 了 | 的 


上 界 和 (1 十 二 ) 一 e。 
于 是 , 我 人 有 (|BN TI) 之 言 |T | 。 根 据 引 理 11.2( 取 一 4)， 我们 得 到 断言 的 证 


明 ， 完 成 S-BPP 王 BPP 的 证 明 。 回 
推论 ”对 任何 80,， RP==RP。 , 
证 明 : 我 们 用 于 模拟 BPP 的 算法 同样 也 可 以 模拟 任何 RP 算法 ， 用 这 样 的 方式 ， 漏 报 
的 概率 是 有 界 的 。 回 


11.4 电路 复杂 性 


这 是 恰当 地 引入 基于 布尔 电路 的 复杂 性 有 趣 观点 的 时 候 了 。 我 们 从 第 4 章 中 知道 具有 
nn 个 变 元 输入 的 布尔 函数 ，n 是 固定 数 ， 能 计算 任何 n 个 变 元 的 布尔 函数 。 等 价 地 ， 我 们 
可 以 想象 一 个 电路 接受 0,1}》 上 某 个 长 度 为 的 串 ， 并 拒绝 其 他 的 串 。 这 里 串 z 一 Zi … 
znE10,1)" 是 解释 为 电路 输入 变 元 的 真 值 指派 ， 第 i 个 输入 的 真 值 为 真 当 且 仅 当 符 号 xz; 
是 1。 然 而 ， 仅 当 该 串 长 度 为 时， 此 对 应 才 是 正确 的 。 为 了 与 字母 表 (0,1) 上 的 任何 语 
言 的 电路 相关 联 ， 我 们 需要 一 个 输入 串 每 个 可 能 长 度 的 电路 。 
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定义 11.4 电路 的 大 小 是 电路 中 门 的 数量 。 电 路 族 是 布尔 电路 的 无 限 序列 C= (Co， 


[257] Ci ,…) ,C, 是 个 输入 变 元 的 。 我 们 说 一 个 语言 LE{0,1)* 有 多 项 式 电路 族 ， 如 果 有 电路 


268 


族 C 二 (Co ,Ci，,…) 满足 如 下 条 件 : 首先 ，C 的 大 小 至 多 p(n)，p 是 某 个 固定 的 多 项 式 。 
其 次 ， 对 所 有 xzE10,1}* ，xEL 当 且 仅 当 Cli 的 输出 为 真 ， 该 电路 的 第 i 个 输入 为 真如 
果 工 ;二 1; 否则 ， 为 假 。 加 | 

例 11.3 什么 样 的 语言 有 多 项 式 电路 ? 在 例 8.2 中 , 我们 已 经 看 到 对 于 REACH- 
ABILITY， 一 个 多 项 式 电路 本 质 上 是 什么 ? 电路 的 输入 是 邻接 矩阵 的 各 项 ， 布 尔 电 路 实 
际 上 计算 图 的 传递 闭 包 。 对 于 图 的 每 个 结 点 数 m， 有 不 同 的 电路 。 此 电路 的 输入 的 尺寸 是 
?一 722 。 我 们 认为 这 个 电路 族 是 完全 定义 了 的 : 因为 如 果 & 不 是 完全 平方 时 S 布尔 电路 如 
果 以 为 输入 ， 令 其 输出 为 假 而 且 根 本 没有 任何 门 电路 〈( 故 ， 没 有 一 个 串 能 被 接受 ， 因 它 
不 构成 邻接 矩阵 ) 。 | 

电路 的 输出 是 传递 闭 包 的 项 (1,m) (通常 ， 结 点 1 是 源 ， 结 点 m 是 目的 地 )。m 个 结 
点 的 电路 大 小 是 8 (mi)。 口 

REACHABILITY 具有 多 项 式 电路 不 是 偶然 的 。 

性 质 11.1 所 有 了 中 的 语言 都 有 多 项 式 电路 。 

证 明 : 应 用 定理 8.1 证 明 中 给 出 的 构造 ， 对 于 每 个 P 中 的 语言 L， 有 一 个 时 间 p(n) 
判定 的 图 灵机 ， 对 每 个 输入 zx， 一 个 无 自由 变 元 的 电路 具有 OC(p(|x1)?*) 个 门 (其 常数 仅 
依赖 于 L)， 这 样 此 电路 输出 为 真 当 且 仅 当 xEL。 容 易 看 出 ， 当 LES10,1)* 时 ,我 们 可 以 
修改 该 电路 的 输入 门 ， 使 它 的 变 元 反映 输入 xz 的 符号 。 口 

那么 性 质 11. 1 的 逆 是 和 否 正 确 呢 ? 所 有 多 项 式 电路 的 语言 是 否 都 属于 了 呢 ? 非常 戏剧 
化 地 ， 逆 是 不 正确 的 : 

性 质 11.2 ”有 一 个 有 多 项 式 电 路 的 不 可 判定 语言 。 

证 明 : 设 工 二 (0,1}* 是 字母 表 {0,1) 中 的 不 可 判定 语言 ， 令 UE{1}* 是 语言 U= 
{1":2 的 二 进 制 表示 属 于 工 }。U 是 仅 有 一 个 单 符号 的 一 元 语言 。 显 示 因 为 不 可 判定 语言 L 
可 以 归 约 到 它 ， 所 以 局 也 是 不 可 判定 的 〈 归 约 是 指数 时 间 的 ， 但 不 影响 不 可 判定 性 ) 。 

U 还 是 一 个 平凡 的 多 项 式 电路 族 {Co ,C1,…)。 如 果 1*EU,， 则 C, 由 ”一 1 个 AND 
门 〈 即 输入 的 合 取 ) 构成 。 于 是 ， 输 出 是 真 当 且 仅 当 输入 是 1*， 因 为 那 是 理应 如 此 。 如 果 
1*&U， 则 C 由 输入 门 加 上 一 个 为 假 的 输出 构成 〈 它 没有 边 ) 。 于 是 ， 对 所 有 输入 Cv 输 
出 为 假 ， 因 为 没有 长 度 为 n 的 串 在 U 中 。 口 

性 质 11. 2 暴露 了 电路 徐 作 为 实际 计算 模型 的 缺陷 。 为 了 构造 族 中 的 每 个 电路 ， 人 允许 
无 限量 的 计算 。( 在 性 质 11. 2 的 构造 里 ， 我 们 不 得 不 解决 不 可 解 问题 …… ) 这 显然 是 不 可 
接受 的 ， 从 而 导出 如 下 的 定义 : 

定义 11.4 (继续 ) 电路 族 C 二 (Co ,Ci,…) 称 为 均匀 电路 ， 如 果 有 个 log n 空间 界 的 
图 灵机 N， 输 入 1",， 输出 C,。 我 们 说 语言 L 有 均匀 的 多 项 式 电 路 ， 如 果 存 在 判定 工 的 均 
名 多 项 式 电路 族 (Co ,Cl ，…) 。 口 

例 11.3 (继续 ) REACHABILITY 的 布尔 电路 族 显 然 是 均匀 的 。 对 任何 n， 我 们 能 
构造 logn 空间 适当 的 电路 。 相 反 ， 性 质 11. 2 的 证 明 里 描述 的 电路 族 确实 不 是 均匀 的 多 项 
式 族 。 回 





日 原 书 有 误 , 有 改 为 n。 译 者 注 
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事实 上 ,均匀 性 是 具有 和 多项式 计算 的 多 项 式 电 路 需要 的 准确 条 件 。 

定理 11. 5 语言 L 有 均匀 多 项 式 电路 ， 当 和 且 仅 当 L €P。 

证 明 : 定理 的 一 个 方向 已 经 证 明了 : 定理 8. 1 证 明 里 的 G, 构造 可 以 在 logn 空间 内 实现 。 

证 明 另 一 个 方向 ， 假 设 工 有 一 个 均匀 多 项 式 电路 ， 那 么 我 们 能 够 借助 log|z| 的 空间 〈 因 
而 在 多 项 式 时 间 内 ) 构造 电路 C 来 判定 z 是 否 在 L 内 ， 电 路 的 输入 集 足 以 拼写 出 x。 口 


但 是 ,“ 非 均匀 ”多 项 式 电路 的 精确 能 力 还 是 很 有 兴趣 的 。 理 由 在 于 可 能 的 关系 了 三 
NP。 事 实 上 ， 从 定理 11. 5 的 观点 ，P 尖 NP 猜想 等 价 于 下 面 的 猜想 : 

猜想 A ”NP 完全 问题 没有 均匀 多 项 式 电路 。 

下 述 更 强 的 猜想 是 最 有 影响 力 的 ， 

猜想 B NP 完全 问题 没有 多 项 式 电路 ， 无 论 均匀 的 还 是 非 均匀 的 。 

假设 并 非 完全 强 词 夺 理 。 在 17. 2 节 ， 我 们 证 明 一 个 结果 从 含义 上 是 支持 这 个 假设 的 。 
而 且 ， 我 们 已 经 知道 在 布尔 函数 中 ， 很 少 有 小 的 电路 〈 见 定理 4. 3 和 问题 4. 4. 14) 。 于 是 
近年 来 大 量 的 努力 关注 于 用 证 明 猜 想 B 来 证 明 P 关 NP， 即 证 明 某 些 特殊 的 NP 完全 问题 没 
有 多 项 式 电路 〈 见 14.4 节 ,那里 有 这 个 方向 的 有 趣 的 第 一 步 ) 。 

下 面 的 结果 说 明 在 证 明 P 关 BPP 中 ， 电 路 是 无 用 的 。 

定理 11.6 所 有 BPP 中 的 语言 有 多 项 式 电路 。 

证 明 : 假设 LEBPP 是 一 个 非 确定 性 图 灵机 N 用 清晰 大 多 数 来 判定 的 语言 。 我 们 断言 
L 有 一 个 多 项 式 电 路 族 C 王 (Co ,Cl ,…)。 

对 每 个 z， 我 们 将 描述 怎样 来 构造 C, 。 显 然 ， 如 果 这 个 描述 是 清晰 和 简单 的 ， 则 根据 定 
理 11.5， 我 们 已 经 证 明 重大 的 结果 : P= BPP。 因 此 ， 我 们 的 C, 存在 性 证 明 包 含 某 些 “ 不 是 
有 效 可 构造 的 ” 步 。 有 一 个 非常 有 用 和 聪明 的 方法 , “组 合 学 中 的 概率 方法 ”( 见 参考 文献 ) 
产生 这 样 的 证 明 。 目 前 的 证 明 是 这 一 技术 的 简单 应 用 ， 更 为 复杂 的 应 用 见 本 书后 面 的 例子 。 

我 们 的 电路 C* 基于 一 系列 位 串 An 二 (a1,…,am)，ai:€E10,1}P 四 ,i 一 1,…,m,p(n) 是 
N 的 输入 长 度 为 n 的 计算 ， 且 m= 二 12(n 十 1)。 每 个 位 串 a; € A 表示 N 的 可 能 的 选择 序 
列 ， 故 它 完全 表示 N 对 长 度 为 n 的 输入 的 计算 。 非 正式 地 ，C 对 于 输入 x 按 A 选择 序 
列 模拟 N ， 然 后 选择 m 个 输出 的 大 多 数 结论 作为 N 的 结论 ， 因 为 我 们 知道 如 何 用 电路 模 
拟 多 项 式 计算 ， 所 以 给 定 A ， 可 以 构造 C,， 使 它 有 多 项 式 个 门 。 

但 是 我 们 必须 论证 给 定 A, ，C 正确 地 工作 。 也 就 是 说 ， 我 们 必须 证 明 下 述 结果 (如同 
往常 一 样 ， 如 果 一 个 位 串 引导 N 得 出 错误 的 否定 回答 或 错误 的 肯定 回答 ， 就 称 该 串 是 坏 的 ) 。 

断言 : 对 所 有 之 0， 有 加 =12(z 十 1) 个 位 串 集 合 ， 它 对 所 有 的 z,|z| 一 mw 
A 的 选择 序列 中 ， 坏 序列 少 于 一 半 。 
证 明 : 考虑 mn 个 长 度 为 p(n) 的 位 串 序列 构成 的 集 A, ， 它 们 从 样品 集 {0,1}24m 
独立 而 随机 地 选择 出 来 。 我 们 问 如 下 间 题 ， 对 每 个 x€E 10,1)*，A, 中 超过 一 半 的 


选择 是 正确 的 概率 是 多 少 ? 我 们 将 要 证 明 此 概率 至 少 为 元。 对 每 个 zE {0,1)"， 
至 多 1/4 个 计算 是 坏 的 。 因 为 A, 中 的 序列 是 随机 地 和 独立 地 选取 的 ， 坏 序列 的 
平均 数 是 字 。 根 据 Chenoff 界 估计 〈 引 理 11. 9)， 坏 位 串 序 宇 列 数 大 于 或 等 于 却 


的 概率 至 多 e- 鱼 <i。 
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后 不 等 式 是 对 每 个 z€ {0,1)" 都 成 立 。 于 是 ， 对 固定 的 A,， 存 在 有 一 个 z,N 对 
在 A， es 云 行 m 次 ， tet XE10,1})" 中 这 些 概 率 之 


总 和 ; 这 个 和 至 多 2 i 一 去。 我 们 必定 得 到 结论 ， 至 少 一 半 以 上 的 A,， 我 们 随机 选择 





的 序列 具有 所 期 待 的 性 质 9 
用 另外 的 话 来 说 ， 在 所 有 202 个 可 能 12(x 十 1) 位 串 空 间 中 《〈 见 图 11.7)， 一 个 小 
子 集 S.， 其 大 小 至 多 2 一， 失败 于 对 输入 x 的 大 多 数 提供 正确 回答 。 所 有 这 些 S, 的 
2pm12Cnt+1) 


并 集 肯 定 不 超过 2” 一 一 个 元 素 。 从 2 中 减 去 这 些 元 素 ， 我 们 得 出 结论 ， 空间 中 


至 少 有 一 半 以 上 元 素 ( 译 者 注 : 即 选 择 序列 A, 族 ) 确保 对 每 个 工 有 接受 选择 的 。 

请 注意 ,虽然 我 们 确信 这 样 的 A, 必然 存在 ， 
但 是 如 前 所 述 ， 我 们 没有 任何 思路 去 找到 它 …… 口 

定理 的 证 明 现 在 结束 了 : 给 定 这 样 的 A,， 我 们 
能 够 构建 一 个 电路 C,， 它 具有 O(z2 (n)) 个 门 ， 
对 每 个 选择 序列 模拟 N， 然 后 取 输 出 的 大 多 数 。 从 
A, 的 性 质 可 以 得 出 C 输出 真 当 且 仅 当 输 入 在 
LNMm{0,1)* 中 。 因 此 , 工 有 多 项 式 电 路 族 。 口 


11.5 注解 、 参 考 文献 和 问题 


11.5.1 类 综 览 〈 虚 线 显示 的 是 语义 类 ) 图 11.7 计数 序列 

11.5.2 一 个 轻微 的 头条 灾难 断言 : 每 千年 ， 至 少 有 
一 颗 陨 星 撞击 地 球 ， 造 成 至 少 100 平方 米面 积 的 毁坏 。 

11.5.3 问题 : (a) 证 明 : Gauss 消去 法 中 和 矩阵 的 所 有 
中 间 项 都 是 有 理 数 ， 其 分 子 和 分 母 是 原始 矩阵 的 子 行列 式 。 

(b) 在 Gauss 消去 法 过 程 中 ， 没 有数 超过 mw 位 长 ，n 
是 输入 的 长 度 。 

11.5.4 问题 ,给 定 一 个 矩阵 ， 它 的 项 为 0、1 或 者 变 
元 zi，…，zm 之 一 。 我 们 问 : 其 行列 式 是 否 有 非 零 乘积 
ZX1，Xx2。*…。Zxn? 证 明 它 是 NP 完全 的 ( 见 17.1 节 提 到 的 
行列 式 和 有 向 图 的 关系 ， 将 有 向 图 的 HAMILTON PATH 
问题 归 约 到 本 问题 ) 。 

11.5.5 问题 : 证 明 运 用 于 合 取 范式 中 可 满足 的 表达 式 的 随机 游 走 算法 7 将 在 平均 步 数 OC(x*) 内 收 
敛 于 可 满足 的 真 值 指派 。( 每 一 步 直 接 正 确 移 向 可 满足 的 真 值 指派 的 概率 是 多 少 ? 我 们 需要 多 少 次 尝试 ， 
使 得 这 个 非常 不 可 能 的 事件 最 后 发 生 ?) 

11.5.6 问题 : 考虑 布尔 表达 式 (zi)A(z ) 人 …，,(Cz)。 显 然 ， 它 只 有 一 个 可 满足 的 真 值 指派 ， 眼 
全 真 。 对 所 有 不 同 的 下 标 i7,A<2， 增 加 子 句 (ziV 一 羡 V 允 )。 证 明 : 随机 游 走 算法 对 于 3SAT 的 可 
满足 的 实例 〈 即 使 从 解答 和 子 句 选 择 的 随机 化 开始 ) 表现 很 坏 。 


220D120+1) 














日 ”这 里 所 期 待 的 性 质 就 是 指 对 所 有 z+，N 对 在 A 中 选择 序列 并 行 地 运行 m 次 ， 以 计 m=9(n 二 1) 的 大 多 数 的 一 


致 结论 为 终结 论 ， 这 个 终结 论 确 保 是 正确 的 正 / 负 回答 。 一 一 译 者 注 
日 “接受 ”不 是 单 指正 回答 ， 而 是 指 选择 导向 正确 的 正 / 负 回 答 。 一 一 译 者 注 
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11.5.7 问题 : 符号 行列 式 的 随机 算法 来 自 
oJ]. T. Schwatz. “Fast Probabilistic algorithm for verification of polynomial identities”, J. ACM, 
27, pp. 710-717,"1980. 
oR. E. Zippel. “Probabilistic algorithms for sparse polynomials” Proc. EUROSAM'79, pp. 216-226, 
Lecture Notes in Computer Science 72 Springen-Verlag, Berlin 1979. 
2SAT 的 随机 算法 来 自 
oC. H. Papadimitriou. “On Selecting a satisfying truth assignment”, Proc. 32nd IEEE Symp. onthe 
Foundation of Computer Science, pp. 163-169, 1991. 
但 是 ， 正 是 这 个 对 于 素数 判定 的 随机 算法 ， 激 发 起 20 世纪 70 年 代 后 期 对 随机 算法 的 兴趣 ; 本 书 中 
的 素数 测试 来 自 
Oo R. Solovay and V. Strassen. “A Fast Monte-Carlo test for primality,” SIAMJ. Comp., 6. pp. 84- 
86 ，1977. 
另 一 个 素数 测试 是 Michael Rabin 提出 的 ， 见 问题 11. 5. 10 。 
o M. O. Rabin. “Probabilistic algorithm for testing primality,” J. Number Theory, 12, pp. 128-138， 
1980, 
从 这 篇 文章 中 知道 素数 测试 不 仅 属 于 CoRP， 而 且 也 属于 RP， 因 此 也 属于 ZPPS 。 
oL. Adleman and M. Huang. “Recognizing primes in random polynomial time,” Proceedings of the 
19th ACM Symp. onithe Theory of Computing, pp. 462-470, 1987. 
而 且 ， 如 果 Rimann 假设 为 真 ， 则 有 一 个 确定 性 的 多 项 式 时间 算 法 判定 一 个 数 是 否 是 素数 ，Riemann 
假设 是 一 个 很 重要 的 关于 Riemanne 5 函数 的 根 和 素数 分 布 的 猜想 〈 见 第 10 章 提 及 的 关于 数论 的 书 ): 
oOG,. L. Miller, “Riemann’'s hypothesis and tests for primality,” J.CSS, 13, pp. 300-317, 1976. 
在 问题 11. 5. 10 中 ， 也 讨论 了 这 个 结果 。 
11.5.8 问题 : (a) 证 明 对 于 两 个 整数 zx 之 y 求 最 大 公 因 子 的 欧 几 里 德 算法 〈 问 题 10.4.7 和 引 
理 11.7) 可 以 推广 到 计算 两 个 整数 A、 刀 ,它们 可 能 是 负数 ， 使 得 A.z 十 By 一 gcdCz,y)。( 假 设 对 于 


和 y mod 已 经 有 这 样 的 数 ， 称 为 A' 和 BB”， 并 且 已 经 知道 三 | 计算 A 和 B 的 公式 是 什么 ? 


(b) 基于 (a), 证明 : 在 O(log? n) 步 内 ， 给 定 n 和 mE@B(n)， 我 们 能 计算 mx mod nn 的 道 〈( 唯 一 的 
整数 m1 ,满足 mm 1 一 1 mod n)。 


11.5.9 ”问题 : 证 明 对 于 所 有 的 素数 p,(21p) 一 (一 1) “+ 。 推 广 到 对 所 有 的 奇 整数 M，(2|MD) 一 ? 

11.5. 10 问题 : 回顾 图 11. 3 的 费 马 测试 ， 检 查 是 否 a* :天 1 mod n。 如 果 a 通过 此 测试 ， 则 称 它 为 
费 马 证 据 。 

假设 nn 一 1==24m，m 是 奇数 ,假设 a 二 n， 有 a" 关 士 mod 2， 连 续 平 方 这 个 数 & 一 1 次 ， 我 们 得 到 整 
数 am ，i 王 1，…，& 一 1， 它 们 都 不 同 于 一 1 mod n， 则 a 称 为 Riemann 证 据 。 

(a) 证 明 : 如 果 丸 有 Riemann 证 据 ， 则 是 合 数 。 

GaryMiller 在 他 前 面 所 摘 引 的 文章 中 证 明 ， 如 果 Riemann 假设 为 真 ， 则 有 一 个 证 据 ( 费 马 或 者 Rie- 
mann) 其 长 度 为 O(loglog n) 位 。 

(b) 这 就 推出 了 PRIMES 属于 P (假设 Riemann 猜想 为 真 ) 。 


(c) 证 明 : 如 果 n 是 合 数 ， 则 至 少 有 于 个 证 据 ( 费 马 或 者 Riemann) 。 基 于 这 一 点 ， 描 述 另 一 个 多 


项 式 时 间 蒙 特 卡 罗 合 数 测试 法 (这 个 分 数 可 以 提高 到 二 ， 这 是 最 好 可 能 的 估计 ， 参 见 前 面 提 及 的 Mi- 





昌 2002 年 ，3 个 印度 人 证 明了 素数 测试 是 属于 P 的 。M. Agrawal，N. Kayal and N. Saxena. “Primes is in P”. 
Annals of Mathematics 160 (2): 781-793 2004. 一 一 译 者 注 
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chael Rabin 的 文章 ) 。 


11.5.11 问题 : 随机 复杂 性 的 研究 开始 于 

o J. Gill “Computational complexity of probabilistic Turing machines,” SIAM Journal on Compu- 
ting, 6, pp. 675-695, 1977. 

这 里 讨论 的 大 多 数 类 和 定理 11. 2 以 及 其 他 都 被 证 明了 的 。 

11.5. 12 问题 : 证 明 下 面 的 问题 是 不 可 判定 的 ， 假 定 一 个 精确 定义 的 非 确定 性 图 灵机 M。 

(a) 是 否 “对 所 有 输入 或 者 所 有 计算 拒绝 或 者 至 少 有 一 半 计 算 接 受 ” 可 以 判定 ? 


(b) 是 否 “ 对 所 有 输入 或 者 至 少 志 计算 拒绝 或 者 至 少 有 二 计算 接受 ”可 以 判定 ? 


(c) 是 否 “ 对 所 有 输入 至 少 有 一 个 计算 接受 ”可 以 判定 ? 
(d) 给 定 两 个 机 器 ， 是 否 “ 对 所 有 输入 或 者 第 一 个 机 器 至 少 有 一 个 接受 计算 或 者 第 二 个 机 器 至 少 有 


一 个 接受 计算 ， 但 是 不 会 两 个 机 器 同时 接受 ”可 以 判定 ? 


(注意 ; 这 些 结果 分 别 对 应 于 RP、BPP、TFNP 和 NP 站 coNP 的 “语义 ”复杂 性 类 。) 

11.5.13 问题 : 证 明 RP、BPP 和 PP 在 归 约 下 封闭 。 

11.5.14 问题 : 证 明 RP 和 BPP 在 并 和 交 运 算 下 封闭 。 

11.5.15 问题 : 证 明 PP 在 补 和 对 称 差 运算 下 封闭 。 

11.5. 16 问题 : (a) 证 明 MAJSAT 是 PP 完全 的 。 

(b) 证 明 THRESHOLD SAT 是 PP 完全 的 ， 该 问题 定义 为 “给 定 一 个 表达 式 上 和 整数 K， 满 足 真 


值 指派 的 子 句 的 个 数 是 否 至 少 等 于 K?” 


11.5. 17 问题 : 设 0 二 e 过 1,， 我 们 说 LEPP,， 如 果 有 一 个 非 确定 图 灵机 M， 使 得 xE€EL 当 且 仅 当 至 


少 有 部 分 的 计算 被 接受 。 证 明 : PP. 一 PP。 


11.5.18 问题 : 证 明 NPSBPP 则 RP 二 NP ( 即 如 果 SAT 可 以 用 随机 机 器 解答 ， 则 它 可 以 被 随机 机 


器 解答 而 没有 错误 的 肯定 回答 ， 像 例 10. 3 一样 ,可 以 通过 计算 推出 一 个 可 满足 的 真 值 指派 )。 


11.5. 19 用 广义 量词 和 它们 的 代数 术语 来 处 理 随 机 复杂 性 类 的 有 趣 处 理 可 参见 
0S. Zachos. “Probabilstic quantifiers and games,” J.CSS 36, pp. 433-451，1983. 
11.5.20 随机 源 从 有 偏差 源 创 造 一 个 无 偏差 源 的 VonNeumann 技术 〈 见 例 11. 1) 来 自 


9 


OJ. von Neumann. “Various techniques for use in connection with random digits,” in von Neumann's 
Collected Works, pp. 768-770, Pergamon, New York, 1963. 

对 于 移 去 更 复杂 的 偏差 (Markov 链 形式 ) 见 

© M. Blum. “Independent unbiased coin flips from a correlated biased source,” Proc. 25th IEEE 
Symp. onthe Foundations of Computer Science, pp. 425-433, 1983. 

微 随 机 源 在 下 述 文 献 中 提出 

Oo M. Santha and U.V. Vazirani. “Generating quasi-random sequences from slightly random sources,” 


Proc. 25th IEEE Symp. onithe Foundations of Computer Science, pp. 434-440, 1984, 
已 经 证 实 ， 从 这 样 的 随机 源 无 法 产生 随机 位 。 但 是 ， 如 果 我 们 有 两 个 独立 的 微 随机 源 ， 就 可 以 产生 


完美 随机 位 。 


OU.V. Vazirani. “Towards a strong communication complexity, or generating quasirandom Sequences 
from two communication slightly random sources,” Proc. 17 ACM Symp. onithe Theory of Compu- 
ting, pp. 366-378, 1985. 

但 是 ， 当 然 ， 正如 随机 性 一 样 ， 本 质 上 ， 独 立 性 很 难 从 自然 界 找到 。 定 理 11.4 (实际 上 是 RP 模式 


和 其 基本 证 明 技 术 ) 来 自 


© U.V. Vazirani and V.V. Vazirani. “Random polynomial time equals semi-random polynomial time,” 
Proc. 26th IEEE Symp. on the Foundations of Computer Science, pp. 417-428, 1985. 
引 理 11. 10 是 Parseval 定理 的 0-1 模板 ， 见 
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oP. Halmos. “Finite Dimensional Vector Spaces”, Springer Verlag, Berlin, 1967. 

对 于 定理 11. 4 的 改进 ， 见 

oD. Zuckerman. “Simulatinof BPP using ageneral weak random source,” Proc. 32nd IEEE Symp. 

on the Foundations of Computer Science, pp. 79-89, 1991. 

该 论文 考虑 的 随机 源 限制 于 整个 块 的 值 ( 而 不 是 单一 的 二 进 制 位 〉 比 定 它们 位 的 二 进 制 位 并 没有 产 
生 更 高 的 概率 。 

11.5.21 问题 : 普遍 采用 的 同 余 伪 随 机 数 生成 器 众所周知 是 很 差 的 〈 它 容易 预测 位 ， 甚 至 减弱 了 
“安全 ”参数 ) ， 参 见 

oJ. Plumstead. “Inferring a sequence generated by a linear congruence,” in Proc. 23rd IEEE Symp. 

on the Foundations of Computer Science, pp. 153-159, 1983. 
oA. M. Frieze, J. Histad, R. Kannan, J. C. Lagarias and A. Shamir. “Reconstructing truncated 
integer variables satisf ying linear congruences,” SIAM J. Comp. 17, 2 pp. 262-280，1988. 

用 密码 学 技术 和 比 P 关 NP 更 强 的 复杂 性 假设 下 ， 可 以 生成 “可 证 明 的 ” 伪 随 机 数 发 生 器 。 见 第 12 
章 的 注释 和 参考 文献 12. 3. 5。 

11. 5-22 问题 : 证 明 如 果 LETIME(f(n))，f(n) 是 真 的 ， 则 有 一 个 均匀 电路 族 判定 LL， 其 第 nn 个 
电路 有 OCfCrD)logf(mw)) 个 门 (这 就 实质 性 地 改进 了 定理 11.5 的 界 O( 严 (2))。 它 用 遗忘 的 机 器 达到 目 
的 ,该 机 器 在 O(f(n)logf(m)) 时 间 内 模拟 问题 2. 8. 10 中 的 原始 图 灵机 。 对 于 遗忘 机 ， 只 需要 定理 8.1 
证 明 里 每 步 电路 C 的 一 个 副本 ， 因 为 我 们 知道 读 写 头 在 哪里 以 及 改变 将 要 发 生 在 哪里 。 这 个 论证 来 自 

oN. Pippenger and M. J. Fisher. “Relations among complexrity measures,” J. ACM, 26, pp. 423- 

和 3 多。1979; 

11.5.23 SAT 的 概率 方法 〈a) 假设 一 个 布尔 表达 式 有 少 于 mn 个 子 句 ， 每 个 子 句 至 少 有 klogn 个 不 
同 的 变 元 。 用 证 明定 理 11. 6 的 概率 方法 证 明 它 有 可 满足 的 真 值 指派 。 

(b) 给 出 一 个 多 项 式 时 间 的 算法 ， 它 可 以 用 于 找 出 上 述 表 达 式 的 真 值 指派 (参见 定理 13.2 证 明 中 类 
似 的 论证 )。 

11. 5. 24 ” 带 有 参谋 的 计算 ”假设 图 灵机 有 一 条 额外 的 只 读 输入 带 ， 它 称 为 参谋 带 , 令 A(n) 是 一 个 将 整 
数 映 射 到 5” 中 串 的 函数 。 我 们 说 机 器 M 判定 带 参谋 A(n) 的 语言 L， 如 果 zxEL 推出 MGz,A(|zl)) 一 “yes”， 
且 如 果 z&L 推 出 M(z,A(|z|)) 二 “no”。 也 就 是 说 ， 由 输入 长 度 决 定 的 参谋 A(n) 正确 地 帮助 M 判断 
长 为 n 的 所 有 输入 串 。 假 设 f/(n) 是 整数 到 整数 的 映射 函数 。 如 果 有 参谋 函数 A(z)， 对 于 所 有 7 之 0， 
14A(Go1 委 Fa ， 则 我 们 称 LEP/ fl(n)，M 是 带 有 参谋 的 多 项 式 时 间 图 灵机 ， 它 借助 于 参谋 A 判定 工 。 

量化 非 均 匀 性 的 聪明 方法 由 下 述 文 章 提出 

oR. M. Karp and R. J. Lipton. “Some connections between nonuniform and uniform complezxity 

classes,” Proc. 12th ACM Symp. on the Theory of Computing, pp. 302-309, 1980. 

(a) 证 明志 EP/m* 当 且 仅 当 工 有 多 项 式 电路 。 

(b) 证 明 ， 如 果 SATEP/logn， 则 P= 二 NP (对 于 所 有 可 能 的 参谋 运行 ， 用 自我 归 约 找到 正确 的 一 
个 。 参 见 用 类 似 技术 的 定理 14. 3) 。 

(c) 定义 带 有 参谋 的 非 确 定 图 灵机 。 证 明 LE NP/m 当 且 仅 当 存在 电路 族 C 二 (Ci ,Cs,…)，C; 有 i 个 
输入 和 i 个 输出 ,使 得 LU0*=={Ci(xz):i 宇 1, TE10,1}')。 

(d) 证 明 P/logn 中 存在 一 个 不 可 判定 问题 。 

11.5.25 问题 : 我 们 知道 大 多 数 语言 没有 多 项 式 电 路 〈 见 定理 4.3)， 但 是 某 些 不 可 判定 语言 却 有 
多 项 式 电路 〈 见 性 质 11. 2)。 我 们 怀疑 NP 完全 问题 没有 多 项 式 电路 〈 见 11. 4 节 的 猜想 B)。 多 高 的 复杂 
性 使 得 我 们 发 现 语 言 可 以 被 证 明 没 有 多 项 式 电 路 ? 

证 明 有 一 个 指数 空间 中 的 语言 没有 多 项 式 电路 (在 指数 空间 里 ， 我 们 可 以 对 角 化 所 有 可 能 的 多 项 式 
时 间 电 路 ) 。 

指数 空间 界 能 否 被 改进 ? 它 可 以 降低 指数 谱系 的 某 些 层次 〈 参 见 第 17 章 和 第 20 章 )。 而 且 ， 除 非 
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PSPACE 包含 某 些 没有 多 项 式 电 路 的 语言 ， 否 则 某 些 非常 反 直 观 的 复杂 性 类 之 间 的 包含 关系 将 会 成 立 ， 
见 前 面 提 及 的 Karp 和 Lipton 文章 。 

11. 5. 26: 在 第 14 章 和 第 17 章 中 ,我 们 将 研究 电路 复杂 性 的 其 他 方面 。 极 为 重要 的 主题 有 

oJ. E. Savage. “The Complexity of Computing,” Wiley, New York, 1976. 

Ol. Wegner. “The Complezxity of Boolean Functions,” Teubner, Stuttgard, 1987. 

Oo R. B. Boppana and M. Sipser. “Thecomplexity of finite functions,” pp. 757-804 in The Handbook 
of Theoretical Computer Science, vol. I: Algorithms and Complexity, edited by J. van Leeuwen, MIT 
Press, Cambridge, Massachusetts, 1990. 

11.5.27 素数 的 分 布 ”共有 多 少 素数 ? 我 们 知道 有 无 限 多 个 ， 但 是 稠密 程度 大 吗 ? 即 素数 在 合 数 之 

间 分 布 稠密 吗 ? .表面 上 看 来 ， 随 着 数 的 增 大 ， 素 数 的 密度 减少 ， 但 是 它 的 精确 规律 是 什么 ? 

最 后 的 回答 由 所 谓 素数 定理 给 出 。 见 

oG. H. Hardy and E. M. Wright. “An Introduction to the Theory of Numbers,” Oxford Univ. Press, 
Oxford, U. K., 5th edition, 1979. 

的 好 章 。 

这 个 定理 说 小 于 或 等 于 nn 的 素数 的 个 数 记 为 x(n)， 接 近 于 n/lnn， 且 系数 1。 由 此 推出 nn 个 率 数 的 

密度 接近 于 1/lnn。 

切 比 雪夫 (Tchebychef) 定理 提供 了 x(xz)， 小 于 等 于 工 的 素数 个 数 ， 严 格 而 紧 的 近似 界 (虽然 , 它 

没有 提供 精确 的 常数 ) 。 其 证 明 如 下 : 考虑 
站 《于 十 1) (元 十 2)% (2n) 


n nl 


N= ( he 


它 是 2" 一 22 之 间 的 整数 〈 事 实 上 ， 用 Stirlling 公式 来 迫近 N， 大 约 是 -2 )， 所 有 在 ”一 22 之 间 的 素数 
n 


可 以 整除 式 (11-1) 中 的 分 子 ， 但 不 能 整除 分 母 。 
(a) 基于 以 上 论述 ， 证 明 xCzD)<T 
OgI 


(b) 证 明 元 动 逐 看 (首先 建立 


logz 
log2n 
logN < 有 | Iogp) 
这 里 ， 给 出 正确 回答 的 非 形式 的 论述 : 函数 f(x) 直观 地 理解 为 “zx 二 0 附近 的 素数 密度 ”。 我 们 企图 去 
确定 随 着 z 的 增长 f(x) 怎样 变化 。 基 本 上 ，f(x) 是 所 有 不 能 被 之 Vz 的 素数 除 尽 的 数 的 百分比 。 于 是 ， 


f(z 十 Az),Az>0 是 “小 的 ” 增 量 ， 趋 向 于 小 于 f(z)， 因 为 比 <Vz 有 更 多 的 素数 之 VITAz， 究 竟 多 多 
少 呢 ? 答案 是 (Vz 二 A 一 Vz)f(Vz)， 或 者 大 约 竺 /CYz)， 因 为 Az 假定 是 小 数 。 现在， 这些 多 出 来 的 


素数 能 整除 x 十 Az 附近 的 某 数 ， 而 该 数 不 被 较 小 的 素数 整除 ， 从 而 造成 1(x) 减 小 。 每 个 这 样 的 素数 只 
能 整除 大 约 工 个 数 的 一 个 ， 于 是 每 个 多 出 来 的 素数 都 使 得 f(x) 减少 FFGz)7z。 太 zz) 在 x~x 十 Ax 之 间 


的 减少 累加 起 来 S8 ， 我 们 可 以 写成 f(ztAz)— f(z)=— 人 f(D), 或 者 


ff—— I (11-2) 
(e) 证 明寺 服从 微分 方程 式 (11- 2) 。 事 实 上 ， 它 是 唯一 的 解析 函数 解 。 


lnn 


© ” 即 大 约 等/(Vz) 个 素数 造成 的 比率 的 减少 累加 。 一 一 译 者 注 
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密 码 学 





复杂 性 并 不 总 是 待 诊断 的 疾病 ， 有 时 候 ， 它 是 待 开发 的 资源 。 但 正 是 在 它 最 受 欢 迎 之 
处 ， 却 恰恰 显得 最 难以 捉摸 。 


12.1 单 向 函数 


密码 学 处 理 下 述 情况 。 两 方 (遵循 通俗 的 传统 ， 我 们 将 称 他 们 为 爱丽 丝 (Alice) 和 纯 
过 (Bob)) 打算 在 有 恶意 窃听 者 在 场 的 情况 下 进行 通信 ， 即 爱丽 丝 送 一 条 信息 给 鲍 勃 ， 其 
通信 通道 可 能 有 对 手 在 监听 〈 见 图 12. 1) ， 而 该 信息 只 能 让 她 自己 和 鲍 勃 知道 。 

爱丽 丝 和 鲍 勃 如 下 处 理 这 种 情况 ,他 们 一 致 同意 两 个 算法 已 和 一 一 编码 和 解码 算 
法 。 假 设 这 些 算法 为 公众 所 知 。 爱 丽 丝 运行 EE， 希望 发 送信 息 z-E5” (本 章 内 ， 约 定 5= 
{0,1}) 给 鲍 勃 ， 后 者 运行 D。 私 密 性 取决 于 两 个 串 e,dEY” ， 分 别称 为 编码 和 解码 密 钥 ， 
它们 仅仅 为 参与 通信 的 双方 知道 。 爱 丽 丝 计算 加 密 信 息 y 一 E(e,z)， 在 不 可 靠 的 通道 里 伟 
送 给 鲍 勃 。 鲍 勃 接收 y， 计 算 D(d,y) = 一 工 。 换 句 话 说， 小 心地 选择 e、d， 使 得 也是 巨 的 
逆 函 数 。 自 然 地 ,已 和 也 应 当 是 多 项 式 时 间 算 法 ,但 是 窃听 者 如 果 不 知道 4， 就 没有 方法 
从 y 计 算出 xz。 

关于 这 个 过 程 并 没有 高 深 或 深奥 的 原理 。 可 


以 选择 & 和 e 使 它们 与 任意 字符 串 e 具有 相同 的 长 
度 |z|， 令 E(e,z) 和 D(e,y) 是 相应 字符 串 简单 的 | 
按 位 异 或 〈exclusive) 运算 E(e,zx) 二 ex 和 D(e,y) 一 


ey。 也 就 是 说 ，D(e,y) 第 i 位 是 1 当 且 仅 当 e; 和 
yi 之 一 为 1。 这 种 经 典 的 模式 称 为 一 次 一 密 (one- 
time pad)， 它 显然 是 符合 加 密 要 求 的 。 首 先 ， 因 为 
((z@e) @e) = 二 xz， 所 以 我 们 有 D(d,Ele,z)) 二 xz， ”图 121 爱丽 丝 鲍 孝 和 朋友 们 
两 个 函数 事实 上 是 互 逆 的 。 其 次 ， 如 果 窃 听 者 从 y 
得 到 工 ， 则 他 显然 知道 e 二 zx@y。 注 意 ， 这 是 一 个 不 可 能 的 证 明 ， 没 有 窃听 省 可 以 从 y 推 
导出 zx， 除非 他 知道 。 

但 是 在 这 个 模式 中 存在 着 问题 。 首 先 密 钥 必须 一 致 ， 通 信和 显然 也 必须 保密 ， 而 且 密 钥 
必须 和 信息 一 样 长 ， 因 此 不 可 能 使 用 该 方法 进行 频繁 通信 。 

公开 密 钥 密码 学 

现代 密码 学 聪明 地 扭转 了 如 此 窘 态 。 假 设 只 有 d 是 鲍 勃 的 私 钥 ， 只 有 他 一 人 知道 ， 而 
e 是 爱丽 丝 和 公众 熟知 的 密 钥 。 即 鲍 勃 产生 对 (e,d) 并 公开 e。 爱 丽 丝 (或 者 想 发 送信 息 
给 饱 勃 的 任何 人 ) 通过 计算 和 传送 E(e,z) 给 鲍 勃 发 送信 息 ， 这 里 DCd,E(e,z)) 王 并 永远 
成 立 。 重 点 是 从 e 推导 出 d 和 在 不 知道 e 的 情况 下 从 y 推导 出 工 都 是 不 可 行 的 计算 。 这 种 
密码 系统 称 为 公开 密 钥 密码 系统 (简称 公 钥 密码 系统 )。 

在 这 种 情况 下 ， 我 们 不 能 期 待 像 一 次 一 密 那 样 有 不 可 能 性 证 明 。 这 是 因为 破解 一 个 公 
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钥 密 码 系统 的 困难 性 建立 在 从 y 猜测 z 的 困难 性 。 一 旦 我 们 正确 地 猜测 到 zx， 就 可 以 检查 
它 是 否 是 原始 的 信息 ， 只 需 测试 是 否 EE(e,x) 二 y。 并 且 因 为 x 不 会 在 多 项 式 意义 上 长 于 
y， 所 以 破解 一 个 公 钥 密码 系统 是 FNP 中 的 问题 。 我 们 仅 知道 所 有 这 些 问题 能 在 多 项 式 时 
间 内 解答 a 

因此 ， 安 全 公 钥 密码 系统 能 够 存在 仅 当 P 了 NP。 但 是 即使 P 关 NP， 安 全 公 钥 密码 
系统 的 存在 性 仍然 不 是 可 直接 导致 的 结论 。 最 需要 关注 的 范围 是 FNP 一 FP， 称 为 单 向 

定义 12.1 设 了 是 串 到 串 的 函数 。 如 果 下 述 条 件 满 足 ， 我 们 说 f 是 单 向 函数 。 

(1) 了 是 一 对 一 ， 并且 对 所 有 的 zE2" ,|z 导 受 | f(z)| 志 |xl*， 对 某 个 >>0。 即 
f(x) 至 多 在 多 项 式 意义 上 长 于 或 短 于 z。 

(Cii) fE FP,， 即 能 在 多 项 式 时 间 内 计算 出 来 . 

( 放 》 最 重要 的 要 求 是 广 ! (Cj 的 着 ) 不 在 FP 内 。 即 没有 一 个 多 项 式 时 间 算 法 ， 对 于 
给 定 的 y， 或 者 计算 出 z 使 得 f(x) 二 y， 或 者 回答 “no”， 表 示 不 存在 这 样 的 zx。 注意 ， 因 
为 f 是 一 对 一 的 ， 所 以 x 能够 从 f(x) 唯一 地 还 原 一 一 例如 ， 通 过 测试 zx 的 所 有 适当 长 度 
选项 即 可 。 重 点 是 没有 多 项 式 时 间 算 法 可 以 实现 这 一 目的 。 

注意 按照 定义 ( 诈 )， 函 数 广 ! 不 应 该 在 FP 中 ,但 一 定 在 FNP 中 。 这 是 因为 我 们 可 
以 检验 任 一 给 定 的 zx， 通过 计算 f(x) 和 验证 它 是 否 正 好 是 给 定 的 值 y。 口 

例 12. 1 正如 我 们 将 要 看 到 的 ， 即 使 P 兰 NP， 也 不 能 确保 单 向 函数 实际 存在 。 然 而 ， 
有 一 个 函数 ， 许 多 人 怀疑 它 是 单 向 函数 : 整数 相 夹 。f(zx,y) 一 + ，y， 这 里 xz、y 是 任意 
整数 ， 我 们 不 能 确切 地 说 它 是 单 向 函数 一 一 因为 它 不 是 一 对 一 的 ， 壁 如 3X4 二 2X6。 但 
是 ， 如 果 p =g 是 素数 ， 则 C(p)、C(g) 是 它们 素性 的 “证 据 ” ( 见 定理 10. 1 的 推论 )。 
那么 函数 fvuLrT(p,C(p),q,C(g)) 二 p，g 确实 是 一 对 一 的 (如 果 C(p)、C(gq) 验证 发 现 
它们 不 是 素数 ， 则 fuuLrt 返 回 其 输入 即 可 )， 而 且 是 多 项 式 时 间 计 算 的 。 并 且 我 们 不 知道 f 
的 递 函数 ， 即 大 素数 的 因子 乘积 。 虽 然 我 们 有 亚 指 数 算 法 分 解 因子 〈 见 问题 10. 4. 11)， 
但 目前 我 们 知道 ， 还 没有 多 项 式 时 间 算 法 ， 甚 至 都 没有 算法 可 以 有 效 分 解 两 个 数 百 位 长 度 
素数 的 乘积 。 口 

例 12.2 还 有 一 个 被 怀疑 为 单 向 函数 ， 模 素数 的 指数 。fexp 以 带 有 凭据 C(p) 的 素 
数 、 一 个 模 p 的 本 原 根 + (此 本 原 根 包 含 在 C(p) 中 ) 和 一 个 整数 zx< 为 参数 。fExp 返 
回 fexp (Pp,C(p),r,X) 二 (p,C(p),1r” modp)。 求 fexp 的 道 是 数论 中 另外 一 个 著名 的 困难 计 
算 问 题 ， 叫 作 离 散 对 数 问题 ， 至 今 没 有 多 项 式 时 间 算 法 。 事 实 上 ， 从 一 mod p 计算 z 离 
散 等 价 于 计算 基 为 > 的 模 余 的 对 数 。 口 

例 12.3 fmwuLtr 和 六 xp 不 能 直接 作为 公 钥 密 码 系统 的 基础 ， 但 是 有 一 种 聪明 的 组 合 。 
令 p 和 g 是 两 个 素数 ， 考 虑 它们 的 乘积 p. gqg。pg 的 位 数 是 n= 二 Tlog pq1 (在 今后 的 密码 应 
用 中 ,nn 是 数 百 以 上 的 数 )。 所 有 模 pg 后 的 数 考虑 为 n 位 {0，1} 上 的 串 ， 反之 亦 然 。 假 


设 。 是 一 个 互 质 于 #(pq) 一 pq (1 一 (1 一 二 )==pq 一 p 一 q+1 的 数 一 这 是 关于 pg 的 欧 


拉 函 数 ， 见 引 理 10. 1。RSA 函数 〈 名 字 来 自 三 个 发 明 者 的 名 字 的 首 字母 (Ron Rivest、 
Adi Shamir 和 Len Adleman)) 是 ， 











加 ”原文 意 是 “我 们 知道 没有 多 项 式 算 法 求 f 的 逆 ”。 但 是 这 是 迄今 为 止 无 法 证 明 的 。 一 一 译 者 注 
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frsaA(z,e,p,C(p)qg,(g)) = (zx* mod pq, pq,e) 

这 就 是 说 ，frsa 简 单 地 提升 x 到 e 次 适 模 pg ， 公 布 乘积 pg 和 指数 e (但 是 当然 不 公布 p 
和 g)。 我 们 假设 如 果 输 入 错误 则 输出 为 输入 自身 一 一 如 果 C 不 是 有 效 的 凭据 ， 或 者 e 不 与 
%(Czpq) 互 素 。 

RSA 函数 是 单 向 函数 吗 ? 我 们 将 指出 ， 它 是 一 对 一 的 (这 就 是 我 们 坚持 e 和 $$ (pg) 
互 素 的 原因 )。 显 然 ， 它 能 在 多 项 式 时 间 内 计算 , 故 满足 性 质 ( ii ) 一 一 记 住 通过 重复 平 
方 ， 可 以 在 Ol(m3) 时 间 内 计算 一 个 位 数 的 指数 ， 见 10. 2 节 和 问题 10.4.7。 虽 然 ， 自 然 
地 ， 我 们 还 不 想 急 着 证 明 frsa 满 足 单 向 函数 定义 中 的 性 质 ( 前 )， 求 frsa 的 道 似 乎 是 很 不 
平凡 的 问题 。 如 同 因 子 分 解 (可 以 归 约 到 它 ， 见 下 面 )， 尽 管 已 有 多 年 不 懈 的 努力 ， 但 还 
没有 发 现 求 RSA 逆 函 数 的 多 项 式 时 间 算 法 。 口 

更 为 重要 的 是 ，RSA 函数 可 以 是 下 面 提 及 的 公 钥 密码 系统 的 基础 。 鲍 勃 知道 户 和 9， 
公布 它们 的 乘积 pg 和 e， 后 者 和 Y%(zd) 互 素 。 这 是 提供 给 任何 愿意 和 鲍 勃 通信 的 人 的 公 
钥 。 爱 丽 丝 用 公 钥 编码 信息 +， 一 个 nn 位 长 的 整数 .: 

yy 一 emod pg 
除了 爱丽 丝 知道 的 以 外 ， 鲍 勃 还 知道 整数 &， 它 是 另 一 个 模 pg 的 余数 ， 且 满足 e* d==1 十 
kg(pq) 《对 某 个 整数 有)。 也 就 是 说 ，d 是 e 的 在 模 环 84(pg) 上 的 道 。 因 为 e 和 Y%(zd) 互 
素 ， 所 以 其 逆 是 存在 的 ， 可 以 用 欧 几 里 得 算法 求 得 ( 见 引 理 11.6 和 问题 11. 5. 8) 。 为 了 解 
码 y， 鲍 勃 简单 地 将 它 提 升 到 & 次 需 ， 
yd = ze = zx) = x mod pg 

这 是 因为 费 马 定理 有 zs” 二 1 mod pg 〈 见 引 理 10. 3 的 推论 ) 。 总 之 ，RSA 公 钥 密码 系统 
中 ， 加 密 密 钥 是 (pq,e)， 解密 密 钥 是 (pg,4d)， 两 个 算法 都 涉及 模 指 数 运算 (顺便 提 一 
句 ， 后 面 的 方程 也 表明 frsa 是 一 对 一 的 : d 次 根 是 唯一 的 ， 只 要 d 和 #4(pq) 互 素 )。 

任何 因子 分 解 算法 都 可 以 用 来 求 RSA 函数 的 逆 。 一 旦 我 们 因子 分 解 pg， 知 道 了 pp 和 
q， 我 们 就 首先 计算 $y(pg) 三 pq 一 p 一 9 十 1， 并 从 它 和 e 用 欧 几 里 得 算法 获得 d， 最 后 求 出 
ZX 二 yd mod pg。 于是， 求 frsa 的 逆 归 约 到 求 fwuLt 的 逆 。 不过， 可 以 想象 还 会 有 更 直接 的 
方法 针对 RSA 公 钥 加 密 系统 进行 解密 而 不 必 分 解 pg。 有 多 种 密码 系统 的 变种 ， 其 归 约 走 
向 别 的 途径 : 这些 变种 恰好 与 “破解 ”fmuL7 一 样 难 ( 见 参考 文献 )。 

密 钥 学 和 复杂 性 

现在 处 于 一 个 非常 诱 人 的 时 刻 ， 试图 将 单 向 函数 (安全 的 密码 系统 ) 与 我 们 熟知 的 复 
杂 性 理论 的 片段 联系 起 来 ， 借 此 帮助 我 们 确定 函数 的 难 解 程度 一 一 NP 完全 性 。 不 幸 的 是 ， 
有 两 个 问题 : 第 一 ， 它 不 能 实现 ; 第 二 ， 它 不 值得 去 做 。 为 了 了 解 这 个 障碍 ， 引 和 一 个 与 
单 向 函数 有 关 的 复杂 性 类 是 有 帮助 的 。 

定义 12.2 称 一 个 非 确 定性 图 灵机 是 无 二 义 性 的 ， 如 果 它 满足 下 述 性 质 : 对 于 任何 输 
入 工 只 有 最 多 一 个 接受 的 计算 。 我 们 称 被 无 二 义 性 多 项 式 界 非 确定 性 图 灵机 接受 的 语言 
为 UP。 口 

显然 ,， PCUPCNP。 对 第 一 个 包含 关系 ， 确 定性 图 灵机 可 以 被 看 成 非 确 定性 图 灵机 ， 
每 步 只 有 一 个 选择 。 这 样 的 “ 非 确 定性 ”机 器 必然 是 无 二 义 性 的 。 对 于 第 二 个 包含 关系 ， 
无 二 义 性 图 灵机 被 看 成 非 确定 性 图 灵机 的 特殊 类 。 下 面 的 结果 说 明 UP 与 单 向 函数 紧密 
相关 。 
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定理 12. 1 UP=P 当 且 仅 当 单 向 函数 不 存在 。 

证 明 : 假设 有 一 个 单 向 函数 f。 en {(Czyy): 有 一 个 z 使 得 
f(z) 二 y 且 zx 二 x}。 所 谓 zx 委 z， 我 们 假设 《0， .市 的 所 有 让 都 是 有 摩 的 ， 首先 根据 长 
度 ， 相同 长 度 的 串 按 字典 排序 ， es 即 e 过 00 过 01 过 10 达 11 之 000 过 … 

我 们 断言 Lt E€ UP 一 P。 容 易 看 出 有 一 个 无 二 义 性 的 机 帮 U 接受 Ly: U 对 输入 (xz,y) 
非 确定 地 猜测 串 = 的 长 度 至 多 为 |y|^《〈 见 单 向 函数 定义 中 的 〈ii))， 查 是 否 y 二 f(z)。 如 
果 回 答 是 “yes” (因为 f 是 一 对 一 的 ， 所 以 至 多 发 生 一 次 )， 检查 是 否 z= 三 x+， 如 果 是 ， 则 
接受 该 输入 。 很 清楚 ， 这 个 非 确定 性 机 器 判定 fr， 且 它 是 无 二 义 性 的 ， 因 此 LrEUP。 

我 们 现在 证 明 Ly FP。 假设 Li 有 一 个 多 项 式 时 间 算 法 ， 则 我 们 用 二 分 法 检索 能 够 求 
出 单 向 函数 f 的 逆 ， 给 定 y， 我 们 询问 是 否 (11>" ,y)ELr， 这 里 有 是 定义 12.1 中 (iD 部 
分 的 整数 。 如 果 回 答 是 “no”， 意 味 着 没有 Z 使 得 f(x) 二 y 一 一 如 果 有 这 样 的 +， 它 必须 字典 
序 小 于 1l! ， 因 为 |y| 宇 |z|*。 如 果 回 答 是 “yes”， 则 我 们 询问 是 否 (11>" -1,y)EELr， 然 后 
询问 是 否 (11>“?,y)ELj 等 ， 直 到 某 个 4 询问 (1 咎 1 ,y) EL 回答 是 “no”， 因 此 确定 了 
Zz 的 确切 长 度 l 三 |y|*”。 然 后 我 们 可 以 通过 询问 是 否 (01 和 ,>y)ELr， 根 据 回答 是 “yes? 
或 者 “no” 来 相应 地 决定 询问 (001 咎 ?,y) EL 或 者 (101“?,y)EL:， 等 等 。 经 过 对 工 f 
至 多 2n* 次 多 项 式 算 法 ， 我们 得 到 f 对 y 的 逆 。 

相反 ， 假 设 有 一 个 语言 LE UP 一 P。 令 U 是 接受 L 的 无 二 义 非 确定 性 图 灵机 ， x 是 U 
对 输入 y 的 接受 计算 。 我 们 定义 fu(z) 二 1y， 即 , U 的 输入 是 接受 计算 z+， 输出 是 的 输 
入 y 前 置 一 个 “标记 ”1 ( 它 意味 着 fu (x) 确实 是 一 个 对 应 的 输入 ， 马 上 就 要 清楚 缘故 )。 
如 果 zz 不 是 U 的 一 个 计算 的 编码 ， 那 么 fu (zx)==0zx “旗帜 ”目前 为 0， 警告 我 们 fu 
的 自 变 元 不 是 一 个 计算 。 

我 们 断言 fu 是 单 向 函数 。 它 确实 是 FP 中 定义 清晰 的 函数 ， 因 为 y 是 表示 计算 xz 的 一 部 
分 ， 本 质 上 可 以 “获悉 ”z。 其 次 ， 变 元 的 长 度 和 结果 是 多 项 式 相 关 的 ， 因 为 可 有 多 项 式 长 
度 的 计算 。 函 数 是 一 对 一 的 ， 因 为 机 器 是 无 二 义 性 的 ， 并 且 ， 我 们 使 用 标记 ，7FCz) = 大 Cz) 
意味 着 x 二 x 。 而 且 ， 如 果 我 们 可 以 在 多 项 式 时 间 内 求 fu 的 逆 ， 则 我 们 可 以 在 多 项 式 时 
间 内 判定 工 : 对 1y 求 fu 的 道 告诉 我 们 是 否 U 接受 y。 口 

我 们 真诚 地 希望 PUP。NP 二 UP 似乎 也 不 太 可 能 。 如 果 后 者 成 立 就 意味 着 SAT 能 
用 无 二 义 性 机 器 判定 ， 不 必 试 图 测试 所 有 赋值 和 对 赋值 获 假 ， 而 是 有 目的 地 在 正确 满足 的 
真 值 赋值 上 取 零 值 i i eh 于 是 ， 讨 论 密码 学 和 单 


向 函数 正确 的 复杂 性 情境 应 当 是 P 二 UP 问题 ， 而 不 是 P 二 NP 问题 。 在 此 意义 上 ，NP 完 
全 性 并 不 适用 于 辨别 单 向 函数 。 但 是 我 们 也 不 能 寄 希 望 于 UP 完全 性 。 这 是 因为 UP 定义 
独特 的 语义 风格 : 对 所 有 输入 ， 要 么 没有 要 么 只 有 一 个 接受 计算 ( 见 11. 2 节 中 RP 类 的 讨 
论 ， 那 里 接受 计算 的 数目 或 者 是 0 或 者 是 比 总 数 的 一 半 还 多 )。 因 此 ， 我 们 不 知道 (或 者 
不 确信 ) UP 有 完全 性 问题 。 

但 是 ， 即 使 我 们 可 以 将 密码 系统 和 NP 完全 (或 UP 完全 ) 问题 相关 联 ， 也 只 有 非常 
有 限 的 意义 和 用 途 。 有 一 个 更 为 基本 的 理由 ， 使 得 本 书 至 此 所 研究 的 复杂 性 概念 尚 不 足以 
用 于 解决 安全 密码 学 中 的 问题 : 我 们 研究 的 是 基于 算法 最 坏 情 况 性 能 的 复杂 性 。 这 对 于 研 
究 计算 问题 来 说 是 合理 和 动机 良好 的 ， 因 为 我 们 希望 算法 性 能 无 懈 可 击 。 然 而 在 密码 学 
中 ,窃听 者 能 够 轻松 确 解 一 半 以 上 可 能 的 信息 是 不 可 接受 的 一 一 即使 余下 部 分 的 破解 需要 
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指数 时 间 。 显 然 ， 最 坏 情况 复杂 性 在 密码 学 中 是 不 适当 的 判断 依据 。 
为 了 获得 接近 于 密码 学 中 所 需 的 单 向 出 数 定义 ， 我 们 将 要 求 (前 ) ( 求 道 在 最 坏 情况 
下 是 难 的 ) 替换 为 一 个 更 强 的 条 件 ， 即 ， 没 有 一 个 整数 &， 且 没有 算法 ， 对 充分 大 的 7， 


在 时 间 OCw) 内 成 功 地 对 至 少 当 个 长 度 为 的 y 串 ， 计 算出 广 !(y)。 也 就 是 说 ， 没 有 多 项 


式 时 间 算 法 能 成 功 地 针对 所 有 长 度 为 n 的 输入 中 的 多 项 式 分 数 小 块 求 出 了 的 道 。 

即便 这 个 定义 也 不 够 强 ， 因 为 它 假定 了 是 在 确定 性 算法 下 求 逆 。 我 们 应 当 容 许 随 机 算 
法 ， 因 为 窃听 者 可 能 非常 善于 利用 随机 性 。 我 们 甚至 应 该 容许 非 均 匀 电 路 徐 ( 见 11.4 节 ; 
事实 上 ， 以 某 种 随机 输入 ， 我 们 维持 随机 化 的 能 力 )， 因 为 在 实践 中 ， 对 密码 系统 的 攻击 
有 可 能 集中 在 最 近 使 用 的 密 钥 大 小 〈 故 而 可 以 投入 大 规模 计算 来 构造 一 个 专攻 这 类 尺寸 密 
钥 的 电路 ) 。 

但 是 如 此 “ 强 ” 的 单 向 函数 也 不 能 直接 用 于 密码 学 。 例 如 ，fmwurt 和 xp 〈 例 12.1 
和 例 12. 2) 被 怀疑 为 如 此 强 的 单 向 函数 ， 它 们 仍然 不 能 直接 作为 公 钥 密码 系统 的 基础 。 幸 
运 的 是 ，frss4 有 和 较 好 的 运气 。 那 么 ,除了 性 质 (i )、(ii ), 或 ( 诈 ) 之 外 ，JRsA 还 具有 
其 他 什么 有 用 于 密码 学 应 用 的 特征 呢 ? 

frsa(zxsesp,'C(p),q,C(g)) 二 (zr mod pq,e,pq)， 条 件 是 C(p) 和 Clgq) 分 别 证 实 p 
和 g 是 素数 ， 且 e 和 pgq 一 p 一 g 十 1 互 素 。 如 果 违 反 上 述 任何 一 个 条 件 ，jRsA 是 无 法 定义 的 
( 它 输 出 某 些 无 用 的 串 ， 如 同 其 输入 一 样 )。 如 果 素 数 极 少 ， 那 么 很 难 实证 哪个 输入 值 对 应 
的 AsA 输 出 有 意义 。 显 然 ， 这 样 的 单 向 函数 对 于 密码 学 是 无 用 的 。 

幸运 的 是 ， 素 数 是 非常 多 的 。 在 全 部 ”位 数 中 ,， 大约 ln2。7 个 数 是 素数 〈 见 
11. 5.27， 是 的 ， 那 是 自然 对 数 )。 如 果 我 们 随机 取 位 数 ， 用 随机 算法 测试 它 是否 是 素 
数 ， 人 们 期 竺 很 快 得 到 两 个 素数 。 产 生 经 过 认证 的 素数 不 算 太 难 。 寻 找 与 pg 一 p 一 gq 十 1 互 
素 的 余数 e 也 容易 一 一 有 大 量 满足 要 求 的 数 。 我 们 可 以 得 出 结论 : 可 以 相对 容易 地 找到 
frsa 被 “定义 ”于 其 上 的 输入 。 

frsA 还 有 一 个 重要 的 性 质 : 有 一 个 多 项 式 时 间 可 计算 函数 4， 其 输入 与 frsa 的 输入 相 
同 ， 它 使 得 求 北 问题 更 容易 。 也 就 是 说 ， 虽 然 明 显 没 有 快 的 方法 从 (ze mod pq;pgq,e) 恢 
复 (z,e,p,C(p),Clq))， 但 如 果 也 给 出 d(x,e,p,C(p),C(g))==e 1mod (pg 一 pp 一 gq 十 1)， 
则 我 们 能 容易 地 求 frsa 的 道 一 一 计算 (x*)4 mod pg 作为 RSA 加 密 系统 的 解码 阶段 。 即 ， 
我 们 能 够 容易 地 从 frsa(X) 和 ad(X) 恢复 输入 X=(zx,e,p,C(p)， 但 是 只 有 
JRsA(X) 的 话 显然 无 法 解码 。 

综 上 所 述 ，frsa 除 了 单 向 函数 的 性 质 (ij)、(Cii) 和 “(前 ) 外 ,还 具有 其 他 性 质 : 

Ciy) 我 们 能 够 有 效 地 从 单 向 函数 的 定义 域 选 择 。 

(V) 对 于 输入 有 一 个 多 项 式 时 间 可 计算 函数 4， 其 能 使 求 逆 问题 变 得 容易 。 

注意 这 些 重要 性 质 成 为 RSA 加 密 系 统 的 核心 : 首先 ， 根据 (iy)， 鲍 勃 可 以 较 快 地 产 
生 公 钥 密 钥 对 。 更 重要 的 是 ,根据 (VvV )， 他 能 有 效 地 解码 一 一 个 能 向 鲍 勃 隐藏 爱丽 丝 
的 信息 的 单 向 函数 是 很 不 寻常 的 ， 但 是 它 对 加 密 的 目的 没 用 。 我 们 称 具 有 性 质 〈ivy) 和 
CV ) 的 单 向 函数 为 陷 门 函数 。 除 了 在 单 向 函数 所 拥有 的 性 质 〈 放 ) 上 有 所 保留 以 外 ， 我 
们 认为 RsA 是 陷 门 函 数 。 

随机 密码 学 

密码 学 是 非常 复杂 和 精细 的 行当 。 即 便 是 基于 前 节 定 义 的 强 单 向 函数 所 建立 的 公开 密 
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钥 系统 也 有 合理 的 保留 意见 。 虽 然 我 们 要 求 f 在 所 有 相同 长 度 串 上 只 能 以 可 忽略 的 比率 有 
效 地 求 逆 ,但 这 些 串 可 能 包含 一 些 重要 的 串 一 一 例如 ,，“ATTACK AT DAWN”、“SELL 
IBM” 和 “I LOVE YOU” 等。 而且， 系统 的 确定 性 特征 使 窃听 者 可 以 注意 到 信息 的 重复 
出 现 ， 而 这 很 可 能 是 有 价值 的 信息 。 

事实 上 ， 有 两 个 总 是 易于 解码 的 重要 信息 。 假 设 爱丽 丝 和 鲍 勃 用 RSA 公 钥 密码 系统 
通信 ， 爱 丽 丝 经 常 需 要 给 饱 勃 发 送 一 个 秘密 位 5E {0,1}， 爱 丽 丝 能 像 普 通信 息 那 样 加 密 该 
位 〈2 mod pq) 吗 ? 显然 不 行 ， 因 为 对 于 5€ {10,1)},，b 二 6， 经 过 加 密 的 信息 和 原始 的 信 
息 完全 一 样 一 一 即 根本 没有 加 密 ! 单个 位 串 常常 容易 被 解码 。 


对 这 个 问题 ， 有 一 个 简单 的 纠正 方法 。 爱 丽 丝 产生 一 个 随机 整数 x 过 名， 然后 传送 给 


鲍 勃 y 二 (2x 十 5)* mod pg。 鲍 勃 接收 y， 用 他 的 私有 密 钥 恢复 2z 十 2: 5 是 解密 整数 的 最 
后 一 位 。 但 是 这 个 方法 安全 吗 ? 显然 ， 它 至 少 和 RSA 公 钥 密码 系统 一 样 安全 ， 因 为 如 果 
窃取 者 能 从 y 恢复 2z 十 2， oa 进一步 地 ， 设想 从 (2x 十 y) mod pg 和 ee， 人 
们 能 猜 出 2z 十 2 的 最 后 一 位 ， 至 少 以 高 的 成 功 概率 ， 而 不 必 猜 出 2z 十 0 的 全 部 。 如 果 
En 位 对 单 比特 数据 进行 编码 的 方法 具备 
和 RSA 公 钥 密码 系统 一 样 的 安全 性 。 即 ， 任 何以 高 于 172 的 概率 从 (2zx 十 6)* mod pg 和 e 
成 功 地 猜 到 2 的 方法 ， 也 能 够 击破 RSA 公 钥 密码 系统 〈 见 参考 文献 12. 3. 4) 。 

但 是 这 个 重要 的 事实 打开 了 非常 有 趣 的 可 能 性 : 毕竟 ， 任 何 信 息 由 位 构成 。 故 ， 如 果 
爱丽 丝 送 任何 信息 给 鲍 勃 ， 她 可 以 打 碎 该 信息 成 各 个 位 ， 然 后 一 一 传送 这 些 位 ， 每 次 用 独 


立 选择 随机 整数 xe | 0,| 名 | 一 1 ]。 无 可 否认 ， 比 起 原始 的 RSA 系统 ， 随 机 公 钥 密码 系统 


太 慢 ， 因 为 前 者 一 次 性 传送 数 百 位 。 重 要 的 是 ， 这 是 十 分 安全 的 : 已 证 明 ， 所 有 本 节 开 头 
部 分 提 及 的 问题 〈 检 测 重复 、 幸 运 恢复 关键 信息 等 ) 在 随机 公 钥 密码 系统 中 不 再 出 现 。 


12.2 协议 


本 章 以 前 的 各 章 ， 计 算是 解决 问题 的 机 器 的 活动 。 有 许多 变种 、 巧 微妙 性 和 复杂 之 
处 ， 但 是 至 少 就 行动 者 、 动 机 和 目标 而 言 , “涉及 社会 政治 的 势 态 ” 是 直截了当 的 。 那 就 
是 “高 贵 的 武士 ”( 算 法 ) 开展 勇敢 而 专注 的 斗争 去 攻击 明显 的 “野兽 ”( 问 题 的 复杂 性 ) 。 

密码 学 的 本 性 则 远 没有 那么 纯真 。 根 据 定义 ， 密 码 学 涉及 两 个 通信 代理 ， 它 们 有 不 同 
和 互相 冲突 的 优先 序 和 利益 。 而 且 ， 更 重要 的 是 ， 它 们 通信 时 ， 有 一 个 窃听 者 进行 阴暗 的 
活动 。 在 这 个 情形 下 ， 即 便 是 图 12. 1 中 的 简单 情况 也 比 解决 一 个 计算 问题 更 为 复杂 ， 那 
里 唯一 的 目标 是 降低 复杂 性 。 这 是 一 种 协议 ， 是 一 系列 交互 计算 的 集合 ， 以 任意 复杂 的 方 
式 互 为 输入 和 输出 。 而 且 ， 某 些 计算 对 某 一 方 是 容易 的 ， 而 对 另 一 方 则 是 困难 的 。 

现在 ， 我 们 将 检查 一 些 较为 精细 的 协议 。 除 了 涉及 该 领域 某 些 最 为 聪明 和 新 奇 的 思路 
外 ， 这 些 协议 中 的 某 些 后 来 被 证 实 与 重要 的 复杂 性 类 相符 合 。 

签名 

假设 爱丽 丝 要 发 送 给 鲍 勃 一 个 经 过 签名 的 文件 +。 但 是 ， 这 意味 着 什么 呢 ? 最 低 程 
度 ， 一 个 签名 的 信息 Satice (x) 是 一 个 串 ， 它 包含 原始 信息 zx， 但 通过 编码 能 够 无 可 争议 地 
标记 递送 信息 者 身份 。 

公 钥 密码 系统 给 电子 签名 问题 提供 优雅 的 解答 。 假 设 爱丽 丝 和 鲍 勃 都 有 公 钥 和 私 铀 
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ealice、dalice、eBob、dBpobp， 其 中 公 钥 是 公众 都 知道 的 ， 而 私 钥 仅 为 拥有 者 私有 。 我 们 假定 
他 们 用 同样 的 编码 和 解码 函数 玉 和 DD。 爱 丽 丝 签名 工 : 

SAalise (ZX) = (zx, D(dalice ;7)) 
也 就 是 说 ， 爱 丽 丝 发 送 xz 时 ， 并 置 一 个 “解码 ”信息 ， 该 信息 是 将 x 看 成 爱丽 丝 接 收 到 的 
信息 然后 加 以 解码 后 而 得 到 的 信息 。 自 然 地 ， 如 果 隐 私 性 也 是 所 要 求 的 ， 则 整个 签名 文件 
还 可 以 再 用 鲍 勃 的 公 钥 加 密 。 

一 且 鲍 勃 接收 到 Saiice ， 取 其 第 二 部 分 DCdaice ，Zz)， 对 它 用 爱丽 丝 的 公 钥 加 密 。 我 们 

有 下 列 方程 : 
E(ealicesD(dalice sx)) = D(daiices El(eatice 无 )) 三 元 

上 面 的 第 二 个 等 式 是 任何 密码 系统 的 基本 性 质 : 解码 是 编码 的 逆 。 第 一 个 等 式 则 展示 了 茶 
些 公开 密码 系统 〈 包 括 JRsA) 的 更 深 玫 性质， 即 可 交换 性 。 可 交换 性 意味 着 ， 如 果 人 们 
编码 已 经 解码 的 信息 ， 就 会 得 到 原始 信息 一 一 就 像 解 码 一 个 已 经 编码 的 信息 一 样 。RSA 
加 密 系 统 恰好 就 是 可 交换 的 ， 因 为 

Dld, Eleyz)) = (x nod po = (zd) mod pa = El(esD(dsz)) 
现在 鲍 勃 检查 信息 的 第 二 部 分 ， 当 他 像 第 一 部 分 一 样 用 爱丽 丝 的 公 钥 编码 时 可 以 肯定 得 到 的 
信息 确实 发 自爱 丽 丝 。 因 为 只 有 爱丽 丝 有 自己 的 密 钥 daice ， 需 要 从 工 产生 DCdAice,z)。 鲍 勃 
可 以 重复 地 演示 给 某 “ 电 子 法 院 ”， 证 实 除了 爱丽 丝 能 发 送 这 个 信息 外 ， 没 有 人 能 够 发 送 。 
鲍 勃 可 以 合理 地 辩 称 引 没有 人 在 不 知道 爱丽 丝 密 钥 的 情况 下 能 产生 D(daice，z)。 但 如 果 他 
知道 爱丽 丝 私 钥 ， 鲍 勃 完全 可 以 用 比 伪造 爱丽 丝 签名 更 为 直接 的 方式 获 利 …… 

头脑 纸牌 

假定 爱丽 丝 和 鲍 勃 一 致 同 意 三 张 半 位 数 牌 a 生 2<c。 他 们 每 个 人 随机 选择 一 张 ， 规 定 : 
(i) 他 们 的 牌 不 一 样 ; (ii ) 所 有 六 种 可 能 牌 对 是 等 概率 的 : (ii) 爱丽 丝 知道 自己 的 牌 ， 
而 鲍 勃 不 知道 爱丽 丝 的 牌 ， 直 到 爱丽 丝 决定 公开 它 ， 类 似 地 鲍 勃 的 牌 也 是 如 此 ; (iv) 因 
为 具有 大 数 牌 的 人 将 赢得 游戏 ， 所 以 输出 应 是 无 可 争辩 的 。 电 子 法 院 可 以 通过 审核 协议 的 
记录 来 确信 博弈 双方 正确 地 得 到 最 后 的 结果 。 

这 个 不 太 可 能 的 游戏 可 以 用 密码 学 技术 来 实现 〈( 它 显然 可 以 推广 到 52 张 牌 和 五 手 ) 。 
首先 ， 双 方 同意 选 一 个 大 整 素 数 p， 每 方 有 两 个 密 钥 ， 即 加 密 密 钥 eajice。 、eBgob 和 解密 密 角 
dalice、dBob。 我 们 要 求 eAlicedatice 二 eBopdBob 二 1 mod pp 一 1， 使 得 在 模 p 下 ， 加 密 密 钥 和 人 解 
密 密 钥 互 逆 。 

爱丽 丝 是 庄家 。 她 对 三 张 牌 进行 加 密 ， 以 随机 的 次 序 发 送 给 鲍 勃 加 密 后 的 信息 aeAie 
mod 方 、peAe mod 妨 和 ce mod 刀 。 鲍 勃 挑选 其 中 之 一 返回 给 爱丽 丝 ， 她 解码 该 牌 并 作为 
她 自己 的 牌 保留 。 由 于 缺乏 任何 关于 eatee 的 信息 ， 所 以 鲍 勃 的 选择 只 能 是 随机 的 ， 于 是 爱 
丽 丝 得 到 纯 随 机 牌 一 一 假设 它 是 b。 

鲍 勃 然后 用 他 的 加 密 密 钥 对 余下 的 两 张 牌 cc 和 ec 加 密 得 到 were mod p 和 c “aiee 人 Bo 
mod p， 并 发 送 结果 的 一 个 随机 排列 给 爱丽 丝 。 注 意 爱 丽 丝 无 法 确定 这 两 张 牌 的 值 ， 因 为 
它们 是 由 鲁 勃 加 密 的 。 爱 丽 丝 选择 这 些 信 息 之 一 ， 璧 如 acAieeas mod p， 用 她 自己 的 密 钥 
dalice 将 其 解码 ， 发 送 结果 ， 比 如 aceAieeaasie mod z 一 ac mod 户 给 鲍 勃 ， 作 为 鲍 勃 的 牌 。 





昌 “这 是 三 段 演绎 法 的 最 弱 部 分 。 
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鲍 勃 用 自己 的 解密 密 钥 dgpov 解 码 ， 协 议 结束 了 。 可 以 证 实 ， 协议 的 四 个 难 缠 的 要 求 都 满 
足 了 。 

交互 式 证 明 

非 确 定性 算法 可 以 看 成 一 种 简单 的 协议 。 假 设 爱丽 丝 有 处 理 指数 计算 的 能 力 ， 但 是 鲍 
勃 只 有 多 项 式 时 间 的 计算 能 力 。 给 鲍 勃 和 爱丽 丝 一 个 布尔 表达 式 g。 爱 丽 丝 有 兴趣 说 服 鲍 
勃 $ 是 可 满足 的 。 如 果 $ 是 可 满足 的 ， 爱 丽 丝 则 成 功 了 : 她 用 指数 计算 能 力 发 现 了 一 个 可 
满足 的 真 值 指派 ， 并 且 将 它 发 送 给 鲍 勃 。 鲍 勃 用 他 贫乏 的 计算 资源 检查 该 真 值 指派 满足 他 
的 公式 ， 他 被 说 服 了 。 但 是 如 果 8 是 不 可 满足 的 ， 不 管 爱丽 丝 如 何 努 力 ， 她 都 无 法 说 服 鲍 
勃 : 鲍 勃 将 她 的 全 部 论据 解释 为 真 值 指派 ， 并 因 其 不 满足 而 拒绝 它们 。 我 们 能 说 这 个 简单 
协议 判定 了 SAT。 

现在 假设 鲍 勃 可 以 用 随机 性 ， 并 且 假 设 我 们 以 指数 小 的 概率 容许 漏 报 和 误 报 。 则 没有 
爱丽 丝 的 帮助 ， 鲍 勃 能 够 判定 BPP 中 的 所 有 语言 (通过 运行 BPP 算法 足够 多 次 ， 选 择 大 
多 数 答案 ) 。 

的 确 ， 上 面 这 个 难说 是 一 个 协议 ， 但 是 它 提出 了 如 下 重要 的 问题 : 假设 我 们 能 够 同时 
使 用 鲍 勃 的 随机 化 和 爱丽 丝 的 指数 能 力 。 那 么 我 们 能 够 接受 什么 语言 ? 

定义 12.3 一 个 交互 式 证 明 系 统 (A,B) 是 爱丽 丝 和 鲍 勃 之 间 的 协议 。 爱 丽 丝 运行 指 
数 时 间 算 法 AS ， 鲍 勃 运行 多 项 式 时 间 算 法 B。 协 议 的 输入 是 zz， 为 双方 算法 共 知 。 两 人 
交换 信息 序列 ml ,mz ,… ,m2z|z1* ， 爱 丽 丝 发 送 奇 数 编号 的 信息 ， 鲍 勃发 送 偶 数 编号 的 信息 。 
所 有 信息 的 长 度 是 多 项 式 长 :|mi | 三 |x|*。 可 以 假设 爱丽 丝 第 一 个 首先 发 送 。 

形式 化 地 ， 信 息 定义 如 下 : ma 三 A(z) 一 一 爱丽 丝 只 基于 输入 xz 产生 的 第 一 条 信息 ， 
随后 ， 对 于 所 有 i 寺 |x|*,mzi 二 BCzymyeymzi-137i) 和 m2i-1 一 A(zymi;…;mzi-2)。 其 
中 六 是 鲍 勃 在 第 ; 步 交 换 时 使 用 的 多 项 式 长 随机 串 。 注 意 ， 爱 丽 丝 不 知道 7;〈( 见 12. 3.7 
节 以 理解 这 个 规定 的 含义 )。 基 于 输入 r; 和 前 面 的 计算 信息 鲍 勃 计算 每 个 偶数 编号 的 信息 ， 
而 每 个 奇数 编号 的 信息 是 由 爱丽 丝 根据 输入 和 所 有 前 面 的 信息 计算 出 来 的 。 最 后 ， 如 果 最 
后 的 信息 是 mz|z* E {yes”, “no”) ， 则 鲍 动 给 渝 人 。 

我 们 说 (A,B) 判定 语言 工 ， 如 当 对 于 每 个 车 x， 如 果 zEL， 则 被 (A,B) 接受 的 


概率 至 少 为 1 一 让 7; 而 对 于 zE& 工 ， 则 被 (A',B) 接受 ，(A“ 是 任何 代替 A 的 指数 算 














| 可 2 








法 ) 的 概率 至 多 为 元。 注意 对 于 接受 有 强 要 求 : 因为 假设 爱丽 丝 有 兴趣 说 服 鲍 勃 x EL， 


而 如 果 zE 工 ， 鲍 勃 应 当 不 可 能 被 〈 爱 丽 丝 或 者 其 他 恶意 的 江湖 骗子 ) 说 服 。 

最 后 ， 我 们 用 IP 标记 所 有 被 交互 式 证 明 系 统 判 定 的 语言 

很 明显 ， 按 照 前 面 IP 的 定义 ，IP 包含 NP， 也 包含 BPP。NP 是 IP 的 子 类 ， 其 中 鲍 过 
使 用 非 随机 化 ， 当 鲍 勃 不 理 皮 爱丽 丝 的 回答 时 则 是 BPP 子 类 。 但 是 ，IP 比 NP 和 BPP 大 
多 少 ? 在 以 后 的 章节 里 ， 我 们 将 准确 地 刻画 交互 式 协议 的 惊人 能 力 。 接 下 来 ， 我 们 将 看 到 一 
个 聪明 的 协议 ， 它 建立 一 个 语言 ， 不 知道 是 否 在 BPP 或 者 NP 中 , 但 是 它 确 实在 下 内 。 

例 12.4 GRAPH ISOMORPHISM 是 一 个 重要 问题 ， 迄 今 为 止 ， 我 们 无 法 把 该 类 问题 
归 类 到 P 或 者 NP 完全 类 ， 所 有 归 类 努力 都 失败 了 。 给 定 两 个 图 G 一 (V,E) 和 G =(V,E)， 














合 ”可 以 证 明 ， 执 行 这 种 类 型 的 任何 交互 作用 爱丽 丝 仅仅 需要 多 项 式 空间 ， 见 问题 12. 3. 7。 
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它们 的 结 点 集合 相同 ， 我 们 问 它 们 是 否 同 构 ， 即 ， 是 否 存在 一 个 V 的 置换 x， 使 得 G' = 
x(G)， 这 里 x(G)==(V,{[x(w) ,x(v) |:[Lu,v|EE)), 

GRAPH ISOMORPHISM 显然 属于 NP， 但 不 知道 它 是 否 属于 NP 完全 类 还 是 P (或 
者 coNP， 或 者 BPP) 。 相 应 地 ， 它 的 补 GRAPH NONISOMORPHISM (给 出 两 个 图 , 它 
们 是 不 同 构 的 吗 ?) 也 不 知道 是 属于 NP 还 是 属于 BPP。 然 而 ， 我 们 将 证 明 GRAPH NON- 
ISOMORPHISM 在 IP 内 。 

对 于 输入 z=(G,G )， 鲍 勃 重复 下 列 交互 |z| 轮 : 在 ; 轮 ， 鲍 勃 定义 一 个 新 图 ， 它 是 G 或 
者 G 。 他 产生 一 个 随机 位 5;， 如 果 65 二 1， 则 令 Gi 二 G; 否则 ，G 一 G 。 然 后 鲍 勃 产生 一 个 随 
机 置换 $;， 并 发 送 m2zi-1 二 (G,xi(G;)) 给 爱丽 丝 。 爱 丽 丝 检查 接收 到 的 两 个 图 是 否 同 构 。 如 
果 它 们 是 同 构 的 ， 她 的 回答 是 wmz; 二 1; 如 果 它 们 不 是 同 构 的 ， 则 回答 是 m2; 二 0。 

最 后 ,在 |z| 轮 后 ， 如 果 鲍 勃 的 随机 位 向 量 (561 ,…,bl, ) 和 爱丽 丝 的 回答 (m2 ,…， 
zzlz| ) 相同 ， 则 鲍 勃 接受 。 这 就 完成 了 对 GRAPH NONISOMORPHISM 的 协议 (A,B) 的 
描述 。 

假设 G 和 G' 是 不 同 构 的 。 那 么 这 个 协议 将 接受 输入 ， 因 为 鲍 勃 的 第 i 个 随机 位 是 1 当 
且 仅 当 他 的 第 i 条 信息 包含 了 两 个 同 构 的 图 ， 当 和 且 仅 当 爱 丽 丝 第 i 个 回答 是 1。 

假设 G 和 G“ 是 同 构 的 。 在 第 i 轮 ， 爱 丽 丝 从 鲍 勃 那里 接收 到 两 个 图 G 和 ri(G) 。 无 论 
是 什么 ， 这 些 图 都 是 同 构 的 : 如 果 是 1， 则 它们 是 同 构 的 ， 因 为 它们 都 是 G 的 复制 品 。 
如 果 是 0， 则 关 (G) 只 是 G ( 它 同 构 于 G) 的 一 个 置换 。 关 键 点 是 爱丽 丝 经 常 看 到 同样 的 
图 像 、G 和 G 的 随机 置换 。 从 这 些 无 趣 的 串 中 ， 爱 丽 丝 必须 猜测 b; 〈 如 果 想 坎 骗 鲍 勃 ， 
她 必须 正确 地 猜 对 全 部 6;)。 不 管 爱丽 丝 用 什么 聪明 的 指数 算法 A ， 她 都 无 法 达到 目 


的 。 她 可 以 幸运 地 正确 猜测 几 次 ， 但 是 她 正确 猜 每 个 5 的 概率 至 多 为 元 T， 这 正 是 我 们 所 


要 求 的 。 口 

零 知 识 

协议 广泛 地 使 用 密码 学 和 随机 化 。 签 名 和 “头脑 纸牌 ”协议 使 用 密码 学 ， 交 互 式 证 明 
使 用 随机 化 。 我 们 用 一 个 两 者 都 用 到 的 非常 有 趣 的 协议 来 结束 本 章 。 

假设 爱丽 丝 用 三 种 颜色 来 对 一 个 很 大 图 G= 二 (V,E) 的 结 点 着 色 ， 使 得 没有 两 个 相 邻 
的 结 点 有 相同 的 颜色 。 因 为 COLORING 是 NP 完全 问题 ， 所 以 爱丽 丝 很 骄傲 和 激动 ， 她 
希望 说 服 鲍 勃 相信 她 拥有 G 的 着 色 。 这 没有 什么 难 的 : 因为 3-COLORING 属于 NP， 她 
简单 地 发 送 她 的 3-COLORING 给 鲍 勃 ， 简 单 地 使 用 前 节 提 及 的 交互 式 证 明 协 议 。 但 是 爱 
丽 丝 也 担心 ， 如 果 鲍 勃 从 她 那里 获得 了 G 的 着 色 ， 他 拿 去 向 他 的 朋友 显 耀 而 没有 提 及 爱丽 
丝 的 贡献 。 这 里 所 要 求 的 是 零 知 识 证 明 ， 即 一 个 交互 式 证 明之 后 ， 鲍 勃 以 很 高 的 概率 相信 
爱丽 丝 确实 有 一 个 G 的 合法 3-COLORING， 但 是 对 于 实际 的 3-COLORING， 鲍 勃 没 有 获 
得 任何 线索 。 

这 里 给 出 一 个 协议 ， 它 完成 了 表面 看 来 不 可 能 的 任务 。 假 设 爱丽 丝 的 着 色 是 x:V 一 
{00,11,01}， 即 用 长 度 为 2 的 串 来 代表 三 种 颜色 。 协 议 按 轮 进行 。 在 每 一 轮 ， 爱 丽 丝 执行 
如 下 步骤 : 首先 ， 她 产生 一 个 三 种 颜色 的 随机 置换 rx。 然 后 她 产生 |V| 个 RSA 公 钥 - 密 钥 
对 〈 记 ,asdiyei)， 每 个 结 点 1EV 有 一 对 。 对 每 个 结 点 i， 她 计算 概率 编码 〈y,y)， 根 据 
颜色 x(x(i)) 的 《在 置换 r 中 ,i 的 颜色 ) 第 i 个 RSA 系统 。 假 设 bb: 是 x(x(i)) 的 两 
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位 ， 则 yi 二 (2xi 十 bi)“mod piqi 和 yi 二 (2xi 十 bi )% mod zigi， 这 里 和 xz! 是 不 超过 人 


的 随机 整数 。 所 有 这 些 计算 是 爱丽 丝 私 有 的 。 爱 丽 丝 公开 整数 (ei; ,piqi,yi,yi) 给 鲍 勃 ， 
对 全 部 结 点 iEV。 这 些 是 RSA 系统 的 公开 部 分 和 加 密 后 的 颜色 。 

现在 轮 到 鲍 勃 了 。 鲍 过 随机 地 选择 一 条 边 [i,j]」EE， 询问 它 的 两 个 端点 是 否 应 有 不 
同 颜色 。 爱 丽 丝 公开 解密 密 钥 di 和 dj 给 鲍 勃 ， 人 允许 鲍 勃 计算 玉 王 (y4 mod piqi) mod 2， 
类 似 地 计算 太一 (34 mod p;g9;) mod 2、 b=(y mod piqi)mod2 和 0 一 (yy 入 mod p;gq;j) 
mod 2， 检 查 是 否 b; 61 六 bb 。 这 样 就 完成 了 一 轮 的 描述 。 爱丽 丝 和 鲍 勃 重复 |E| 轮 ,表示 
达到 协议 要 求 的 可 靠 性 所 必需 的 参数 。 

显然 ， 如 果 爱 丽 丝 有 G 的 一 个 合法 的 着 色 ， 鲍 勃 的 所 有 询问 都 将 被 满足 。 但 是 如 果 她 
没有 合法 的 着 色 ， 怎 么 办 ? 如 果 没 有 合法 的 着 色 ， 那 么 在 每 一 轮 ， 有 一 条 边 [i,;]EE 使 
得 X(GD 一 XGO)， 因 此 x(X(D) 一 r(X(7))。 在 每 一 轮 ， 鲍 勃 有 至 少 [ 忆 [的 概率 发 现 这 条 边 。 
经 过 k&|E| 轮 ， 鲍 勃发 现 爱 丽 丝 没 有 合理 着 色 的 概率 至 少 为 1 一 e “。 

这 个 协议 令 人 惊奇 的 特色 是 鲍 勃 没有 从 协议 过 程 中 学 到 爱丽 丝 对 于 G 的 任何 着 色 信 
息 。 这 可 以 如 下 论证 : 假设 爱丽 丝 有 合法 的 3 着 色 ， 而 协议 运行 。 最 终 鲍 勃 从 每 轮 中 看 到 
什么 呢 ? 某 些 随机 产生 的 公 钥 ， 某 些 颜 色 概 率 的 编码 。 然 后 他 提出 一 条 边 ， 他 获得 两 个 解 
密 密 钥 ， 最 后 ， 他 找到 两 个 着 色 x(x(u)) 和 w(x(v))。 但 这 些 颜色 是 Alice 的 原始 颜色 的 
置换 ， 故 它们 除了 不 同 的 随机 颜色 对 外 ， 没 有 其 他 意义 。 总 之 ， 鲍 勃 没有 看 到 任何 他 不 能 
自己 产生 的 东西 ， 如 同 在 多 项 式 时 间 内 公平 地 掷 仍 子 ， 而 没有 爱丽 丝 和 她 的 3 着 色 的 帮 
忙 。 我 们 得 到 结论 : 被 交换 的 知识 为 零 一 一 事实 上 ， 零 知识 的 合理 定义 粗略 地 沿 着 这 条 
线 ， 即 协议 中 的 交互 形成 一 个 取样 于 协议 开始 时 就 有 的 分 布 上 的 随机 串 。 

最 后 ， 刚 才 描 述 的 对 于 NP 完全 问题 3-COLORING 的 零 知 识 协议 是 方便 轻巧 的 。 运 
用 归 约 ， 可 以 得 到 结论 : 所 有 NP 中 的 问题 都 有 零 知识 证 明 ( 见 参 考 文献 12. 3. 6) 。 


12.3 注解 、 参 考 文献 和 问题 


12. 3. 1 公开 密码 系统 是 一 个 创新 性 的 思想 ， 它 在 下 述 文献 中 提出 : 
o W，Diffie and M. E. Hellman. “New directions in cryptography,” IEEE Trans. on Information 
Theory, 22. pp. 664-654 1976 
而 RSA 密码 系统 ， 这 个 思想 至 今 最 持久 的 实现 是 在 下 述 文献 中 提出 的 : 
oR. L. Rivest, A. Shamir and L. Adleman. “A method for obtaining digital signatures and public- 
key cryptosystems,” CACM, 21, pp. 120-126 1978. | 
密码 学 的 最 近 综 述 和 它 与 复杂 性 的 联系 ， 见 
oR. L. Rivest. “Cryptography,” pp. 717-755 in The Handbook of Theoretical Computer Science, vol. I; 
Algorithms and Complezity edited by J. van Leeuwen, MIT Press, Cambridge, Massachusetts 1990. 
12.3.2 陷 门 背包 另外 一 个 似 然 的 单 向 函数 聪明 方式 是 基于 NP 完全 问题 KNAPSACK ( 见 定理 
9.10)， 出 自 
oR, C. Merkle and M. E. Hellman. “Hiding information and signatures in trapdoor knapsacks,” 
TEEE Trans. on Information Theory. 24. pp. 525-530 1978, 
对 于 固定 的 nn 个 大 整数 a1，,…,a, 并 考虑 它们 是 公 钥 e。 任 何 n 位 向 量 z 现在 能 被 解释 为 {1,…,n) 
的 子 集 X。 加 密 后 的 信息 为 E(e,zx) 二 Be xai。 
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给 定 二 El(e,x)， 多 个 整数 的 和 ， 任 何 想 破解 此 密码 系统 的 人 必须 解答 KNAPSACK 的 一 个 实例 。 
然而 ， 鲍 勃 能 够 容易 做 到 : 他 有 两 个 秘密 大 整数 N 和 mr， 满 足 (N,m) 二 1 和 数 ai 二 a:，m mod N 指数 
快 地 增长 ， 即 w+1 之 2 。 
(a) 证 明 KNAPSACK 对 于 这 样 的 ai 容易 解答 。 
然而 ， 鲍 勃 用 容易 的 实例 〈aa ,… ,as ,天 一 氏 。 mm mod N) 代替 KNAPSACK 的 实例 (a1,… ya , 开 ) 。 
(b) 说 明 鲍 勃 怎 么 样 容易 地 从 这 个 容易 的 实例 恢复 z。 
当然 ， 问 题 在 于 KKNAPSACK 这 样 的 实例 ， 指 数 增长 的 情形 ， 用 乘 以 mw ' mod N， 可 以 容易 地 破解 
而 且 不 必 知道 mr 和 NN. 这 类 格式 的 变种 已 经 被 破解 了 ， 它 们 是 ， 
oA. Shamir. “A polynomial-time algorithm for breaking the basic Merkle-Hellman cryptosystem,” 
Proc. 23rd IEEE Symp. onthe Foundations of Computer Science, pp. 142-152, 1982. 和 

oJ]. C. Lagarias and A. M. Odlyzko. “Solving low-density subset sum problems,” Proceeding of the 
24th IEEE Symp, onthe Foundations of ComputerScience, pp.: 1-10, 1983, 

我 们 以 前 看 到 的 基本 归 约 算法 使 用 的 技术 为 : 

oA. K. Lenstra, H. W. Lenstra, and L. Lovdasz. “Factoring polynomials with rational coefficients,” 
Math: Ann. , 261, pp. 515-534, 1982. 
12. 3.3 无 二 义 机 器 和 UP 类 在 下 述 文献 中 提出 
oO L.G. Valiant “Relative complexity of checking and evaluating,” in Inf. Proc. Letters. 5. pp. 20-23, 1976. 
单 向 函数 的 联系 〈 见 定理 12. 1) 是 来 自 
OJ. Grollman and A. L. Selman. “Complexity measures for public-key cryptography,” SIAM J. 
Comp. ,17. pp: 309-335, 1988. 

偶然 地 ，STIAM Journal on Computing 全 部 刊登 密码 学 的 文章 ， 也 见 

© E. Allender. “The complexity of sparse sets in P,” pp. 1-11 in Structure in Complexrity Theory; 
edited by A. L. Selman, Lecture Notesin Comp. Sci, Vol. 223, Springer Verlag. Berlin, 1986. 

oJ].-Y, Cai, L. Hemachandra. “On the power of parity polynomial time,” pp. 229-239 in Proc. 6th 
Annual Symp. Theor. Aspects of Computing Lecture Notes in Computer Science, Volume 349， 
Springer Verlag, Berlin,, 1989. 

从 UP 类 ( 仅 有 一 条 接受 计算 路 径 。 一 一 译 者 注 ) 有 趣 地 推广 到 确保 有 多 项 式 地 少量 接受 计算 的 机 
器 类 。 

12. 3. 4: 第 一 次 提出 概率 加 密 的 是 

OS. Goldwasser and S，Micali “Probabllistic encryption, and how to play mental poker keeping secret 

all partial information,” Proc. 14th ACM Symp. onthe Theory of Computing5. pp. 365-377, 1982; 
tetitled “Probabiistic encryption. ” JCSS, 28. pp. 270-299, 1984. 

这 篇 文章 也 包含 密码 系统 “多 项 式 时 间 安 全 ”的 形式 化 提 法 ， 并 证 明了 提议 中 的 概率 模式 ( 比 12. 1 
节 描 述 的 更 为 一 般 ) 事实 上 是 安全 的 一 一 假设 陷 门 函数 的 位 值 版 本 ( 叫 作 陷 门 谓词 ) 是 存在 的 。 这 个 猜 
想 确保 RSA 密码 系统 中 编码 信息 的 最 后 一 位 是 与 得 到 全 部 信息 一 样 难 (这 就 是 我 们 概率 模式 的 基础 )， 
在 下 述 文献 里 证 明了 

oOo W. B. Alexi, B. Chor, O. Goldreich and C. P. Schnorr. “RSA and Rabin functions: Certain parts 

are as hard as the whole,” SIAM J. onComp., 17, pp. 194-209, 1988. 

12. 3.5 伪 随 机 数 在 密码 学 和 伪 随 机 数 推广 之 间 存 在 一 个 必然 的 联系 : 从 目前 的 信息 ， 伪 随机 数 
序列 应 当 无 法 预知 下 一 位 或 数 ， 正 如 原始 信息 无 法 从 编码 中 恢复 一 样 。 为 了 利用 探索 这 一 联系 ，Manual 
Blum 和 Silvio Micali 设计 一 个 伪 随 机 位 发 生 器 ,在 离散 对 数 问题 没有 多 项 式 时 间 算 法 的 前 提 下 〈 见 例 
12. 2)， 证 明 不 可 预知 下 一 位 。 

oM. Blum and s，Micali. “How to generate cryptographically strong sequences of pseudo-random 

bits,” SIAM J. onComp., 13, 4, pp. 851-863, 1984. 
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这 个 构造 出 于 对 复杂 性 有 着 重要 影响 的 Andrew Yao。 这 个 序列 能 通过 所 有 “多 项 式 时 间 对 随机 性 的 
统计 测试 "， 并 因此 用 于 运行 RP 算法 : 如 果 离 散 对 数 问题 是 难 的 ， 则 能 在 小 于 指数 (虽然 不 是 完全 多 项 
式 ) 时 间 内 模拟 RP。 见 

oA. C. Yao. “Theory and application of trapdoor functions,” Proc. 23rd IEEE Symp. onthe Foun- 

dations of Computer Science, pp. 80-91, 1982. 
12. 3.6 签名 原来 就 是 Diffie 和 Hellman 公 钥 思想 的 一 部 分 〈 见 前 面 的 参考 文献 )， 而 头脑 纸牌 是 下 
列 文献 提出 的 
oA. Shamir, R. L. Rivest and L. Adleman. “Mental Poker,” pp. 37-43 in The Mathematical Gar- 
dener, edited by D. Klarner, Wadsworth, Belmont, 1981. 

零 知 识 证 明 来 自 

OS. Goldwasser, S. Micaliand C. Rackoff. “The knowledge complexity of interactive proof systems,” 
Proc. 17th ACM Symp. onithe Theory of Computing, pp. 291-304, 1985; also SIAM J. Comp., 
18, pp. 186-208, 1989. 

12.2 节 里 对 图 着 色 的 零 知识 证 明 来 自 

OS. Goldreich, S. Micali and A. Wigderson. “Proofs that yield nothing but their validity, and a 
methodology of cryptographic protocol design,” Proc, 27th IEEE Symp. onthe Foundation of Com- 
puter Science, pp. 174-187, 1986. 

这 篇 论文 证 明 所 有 NP 中 的 问题 都 有 零 知 识 证 明 ， 因 此 (不 是 完全 直接 的 ) NP 完全 图 着 色 问 题 自然 
有 零 知识 证 明 。 

12. 3.7 前 题 提 及 的 Goldwasser、Micali 和 Rackoff 的 文章 也 引 和 人 了 交互 式 证 明 系 统 和 IP 类 ( 见 
12. 2 节 ) 。 在 同一 次 会 议 上 ，Laci Babai 引入 了 Arthur-Merlin 博弈 。 

oL. Babai. “Trading group theory for randomness,” Proc, 17th ACM Symp. onthe Theory of Com- 

puting， pp. 291-304, 1985. 也 见 SIAM J. Comp.， 18, pp. 421-429, 1989. 

在 Babai 的 公式 中 ，Arthur 起 了 鲍 勃 的 作用 ， 他 仅仅 公布 他 的 随机 位 给 Merlin, 而 Merlin 具有 和 爱 
丽 丝 一 样 的 能 力 。 显 然 ， 这 是 一 个 较 弱 的 协议 。 例 如 ， 在 这 样 的 规则 下 ， 如 何 识 别 GRAPHN ONISO- 
MORPHISM ( 见 12.2 节 )? 在 下 面 的 会 议 上 ,证 实 两 个 协议 的 能 力 是 一 样 的 : 

OS. Goldwasser and M. Sipser. “Prvate coins vs. public coins in interactive proof systems,” Prorc. 

18th ACM Symp. onthe Theory of Computing, pp. 59-68, 1986. 

这 个 重要 结果 是 用 一 个 聪明 的 协议 来 证 明 的 ， 在 该 协议 里 公开 随机 位 模拟 密 秘 位 ， 然 后 分 析 密 秘 位 
协议 接受 的 概率 。 

问题 : 假设 爱丽 丝 有 无 界 计 算 资源 〈 相 对 于 指数 能 力 ) 运行 PP 定义 中 她 的 算法 A。 或 者 她 仅仅 有 多 
项 式 空间 。 证 明 这 不 影响 类 IP。 

12.3.8 比 起 12.2 节 描述 的 简单 形式 ， 在 密码 协议 方面 有 或 多 或 少 的 见解 。 密 码 协议 有 时 被 一 些 保 
留 在 密码 系统 里 的 更 为 细微 的 漏洞 所 干扰 。 例 如 ， 签 名 方案 已 经 被 破解 。 

OG. Yuval. “How to swindle Rabin,” Cryptologia, 3, pp. 187-189, 1979. 

已 经 指出 12. 2 节 中 的 头脑 纸牌 方案 留 下 关于 纸牌 未 隐藏 的 某 些 信息 。 

Oo R. J. Lipton. “How to cheat in mental poker,” in Proc. AMS Short Course in Cryptography, 

AMS, Providence, 1981. 

12.3.9 问题 : 考虑 下 述 3-COLORING 算法 

如 果 G 有 4 顶点 完全 子 图 ， 则 回答 “G 不 能 3 着 色 ” 

和 否则， 尝试 所 有 “可 能 结 点 的 3 着 色 ”。 

(a) 假设 所 有 具有 个 结 点 的 图 等 概率 出 现 。 证 明 算法 执行 算法 第 二 行 的 概率 是 〈 对 某 个 c>0) 2-” 。 

(b) 得 到 结论 : 这 是 一 个 对 NP 完全 问题 3-COLORING 的 多 项 式 平均 时 间 算 法 。 对 于 3SAT 的 类 似 
结果 ， 见 
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Oo E. Koutsoupias and C. H. Papadimitriou. “On the greedy heuristic for satisfiability,” Inf. Prorc. 
Letters, 43, pp. 53-55, 1992. 
12. 3. 10 平均 情况 复杂 性 ”本 书 中 ,我 们 取 最 坏 情 况 的 方法 给 复杂 性 。 所 有 我 们 的 负 结 论 推 出 问题 
在 最 坏 情 况 是 困难 的 。 正 如 我 们 在 本 章 已 经 议论 过 的 ， 这 是 对 密码 学 应 用 没有 用 的 复杂 性 证 据 。 有 许多 
NP 完全 问题 和 它们 实例 的 自然 概率 分 布 ， 存 在 着 解答 它们 的 平均 多 项 式 时 间 算 法 ( 见 前 面 的 问题 )。 
什么 样 的 复杂 性 理论 证 据 能 确诊 问题 不 能 有 效 地 平均 解答 (从 而 它 对 密码 学 有 应 用 前 景 )? Leonid 
Levin 在 下 面 的 论文 中 提出 了 非常 好 的 框架 。 
olL. A. Levin. “Problemscomplete in ‘average’ instance,” Proc. 16th ACM Symposium on the Theo- 
ry of Computing, pp:. 465 (yes, on page!) 1984. 
令 是 在 5" 上 的 概率 分 布 ， 即 函数 给 每 个 串 赋予 一 个 正 实数 值 ， 使 得 》) jy(zx) = 1。 现 在， 问题 不 
rEE 
仅仅 是 语言 LE3”， 而 且 是 一 对 (L;p)。 
我 们 仅仅 考虑 分 布 是 多 项 式 可 计算 的 。 我 们 说 py 是 多 项 式 时 间 可 计算 的 ， 如 果 它 的 累积 分 布 
M(z) 二 >》Jp(y) 可 以 在 多 项 式 时 间 内 计算 〈 其 中 和 取 自 字典 序 小 于 等 于 工 的 所 有 串 y)。 注 意 ， 指数 和 


必须 在 多 项 式 时 间 内 计算 出 来 。 不 管 怎样 ， 大 多 数 自然 分 布 〈 例 如 ， 有 具有 固定 边 概率 的 随机 图 ， 所 有 串 
具有 相同 长 度 等 概率 的 随机 串 等 ) 具有 这 个 性 质 。 通常 ， 图 的 自然 分 布 和 其 他 类 型 的 实例 仅仅 讨论 一 个 
特别 大 小 的 实例 例如 ， 具有 个 结 点 的 图 ) 如 何 分 布 。 任 何 这 样 的 分 布 可 以 通过 乘 以 全 部 大 小 为 的 


实例 转换 为 当今 的 框架 概率 乘 以 万， 然后 用 > 点 一 五 标准 化 。 
i=1 


我 们 必须 首先 定义 “满足 可 解 的 ”问题 类 。 我 们 说 问题 (L,y) 能 以 平均 多 项 式 时 间 可 解 ， 如 果 有 
一 个 图 灵机 M 和 一 个 整数 二 0 使 得 ， 如 果 Tu (zx) 是 M 对 输入 z 的 执行 步 数 ， 则 我 们 有 


1 
D3 成 (Tm (ZX))E ee 


. [el 
rE€Z 


这 个 古怪 的 定义 是 非常 好 的 推动 : 它 既 是 独立 于 模型 ( 见 问题 7.4.4 中 的 左 多 项 式 复合 )， 而 且 如 果 
Tw(z) 是 常数 害 (将 适当 增加 )， 它 应 当 不 被 影响 。 而 且 ， 它 在 归 约 下 封闭 〈 这 是 右 多 项 式 复 合 ) ， 如 
果 1z| 用 一 个 指数 寡 代 替 ， 它 不 应 当 受 影响 。 当 然 ， 它 在 分 布下 是 平均 情况 复杂 性 。 

一 个 从 问题 (L,y) 到 (L',w) 的 归 约 是 从 工 到 二 "的 归 约 ， 具 有 以 下 额外 的 性 质 : 有 一 个 整数 4 之 0 
使 得 对 所 有 串 z， 


a Ss T 二 人 2 A 
?ER (zx) 
也 就 是 说 ， 我 们 要 求 目标 分 布 y' 不 是 处 处 比 用 pj 和 R 归 约 的 分 布 多 项 式 小 。 
(a) 证 明 归 约 具有 复合 封闭 性 。 ， 
(b) 证 明 如 果 有 一 个 从 (L,n) 到 (L',w) 的 归 约 ， 而 且 (L',m) 在 多 项 式 平均 时 间 内 是 可 解 的 ， 
则 〈L，,w) 也 是 多 项 式 时 间 可 解 的 。 
我 们 说 问题 (L,w) 是 平均 情况 NP 完全 的 〈Levin 的 术语 是 “随机 NP 完全 的 ”7 ， 如 果 所 有 问题 
(L' ,yD)(L'ENP 和 多 可 计算 的 ) 归 约 到 它 〈 当 然 ， LENP 和 人 可 计算 的 ) 。 
Levin 的 文章 包含 了 具有 自然 分 布 的 “随机 铺 砖 ”问题 的 完全 性 结果 〈 见 问题 20. 2. 10) 。 还 报告 了 
有 其 他 完全 性 的 结果 ， 例 如 
OY. Gurevich. “The matrix decomposition problem is complete for the average case,” Proc. 31st 
IEEE Symp. onthe Foundation of Computer Science, pp. 802-811, 1990. 
Oo R. Venkaesan and S. Rajogopalan. “Aveage case intractability of matrix and Diophantine problems,” 
Proc. 24th ACM Symposium on the Theory of Computing, pp. 632-642, 1992. 
讨论 了 某 些 代数 和 数论 完全 问题 。 
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尽管 所 有 NP 完全 问题 拥有 相同 的 最 坏 情况 复杂 性 ,但 它们 很 少 有 其 他 的 共同 点 。 从 
几乎 所 有 其 他 的 角度 来 看 ， 这 些 问 题 又 恢复 了 它们 令 人 迷恋 的 多 样 性 。 可 近似 性 就 是 其 中 
之 一 。 

13.1 近似 算法 

一 个 NP 完全 性 证 明 是 典型 的 用 算法 和 复杂 性 的 理论 方法 来 分 析 计 算 问 题 的 第 一 步 ， 
但 不 是 最 后 一 步 。 一 旦 NP 完全 性 已 经 确定 ， 我 们 就 不 再 谋求 每 次 都 能 够 精确 解决 问题 ， 
而 是 寻找 比 这 个 目标 更 加 务实 的 目标 。 如 果 我 们 正在 处 理 最 优化 问题 ， 我 们 可 能 想 要 研究 
启发 式 策略 的 行为 ， 返 回 可 能 不 是 最 优 解 的 可 行 的 “快速 而 劣质 的 ”算法 。 这 种 启发 式 策 
略 能 够 成 为 处 理 NP 完全 最 优 问题 的 以 经 验 为 主 的 有 价值 的 方法 ， 即 使 对 于 它们 最 坏 情况 
的 (或 期 望 的 ) 性 能 没有 任何 证 明 。 但 是 在 某 些 幸运 的 情况 下 ， 多 项 式 时 间 启 发 式 算 法 返 
回 的 解 能 够 保证 “ 离 最 优 解 不 太 远 ”。 下 面 我 们 将 其 形式 化 地 表达 : 

定义 13.1 假设 A 为 一 个 最 优化 问题 。 这 意味 着 对 于 每 个 实例 z， 我 们 有 一 个 可 行 解 
的 集合 ， 称 为 F(x)， 对 于 每 一 个 这 样 的 解 ， 我 们 有 一 个 正 整 数 的 花费 c(s) (即使 在 最 大 
化 问题 中 ， 我 们 仍 使 用 花费 和 标记 c(s))。 最 优 花 费 定义 成 OPT(zx) 二 minse fcwc(s) (或 
者 maxse F(wc(s)， 如 果 A 是 一 个 最 大 化 问题 ) 。 令 M 为 一 种 算法 ,给 定 任意 实例 z+， 返回 
一 个 可 行 解 M(x)E F(x)。 如 果 对 于 所 有 zx， 下 面 的 式 子 成 立 ， 我 们 称 M 是 一 个 e 近似 算 
法 ， 其 中 s 之 0， 


| eC(M(zxz)) — OPT(z) | a 
max{OPT(z),c(M(zx))} 一 


假设 所 有 的 花费 都 是 正 的 ， 因 此 这 个 比值 总 是 意义 明确 的 。 直 观 地 ， 如 果 一 个 启发 式 算法 
找到 的 解 的 “相对 误差 ”最 多 为 s， 则 该 算法 是 = 近似 的 。 为 了 使 定义 在 最 小 化 问题 和 最 大 
化 问题 上 对 称 ， 我 们 在 分 母 上 使 用 max{OPT(x),c(M(x))}， 而 非 更 自然 的 OPT(x)。 在 
这 种 方法 下 ， 两 种 问题 的 s 都 在 0 一 1 之 间 。 对 于 最 大 化 问题 ， 一 个 se 近似 算法 返回 不 小 于 


最 优 解 1 倍 的 解 。 对 于 最 小 化 问题 ， 返 回 的 解 不 会 超过 最 优 解 生 - 倍 。 口 


对 于 每 个 NP 完全 的 最 优化 问题 A， 我们 的 兴趣 在 于 确定 最 小 的 <e， 使 得 问题 A 存在 
一 个 多 项 式 时 间 的 s 近似 算法 。 有 时 这 种 最 小 的 不 存在 ,但 是 存在 近似 算法 能 够 得 到 任 
意 小 的 错误 率 (我 们 将 在 13. 2 节 看 到 一 个 例子 )。 

定义 13.2 A 的 近似 阅 值 是 指 所 有 满足 “A 存在 多 项 式 时 间 的 e- 近似 算法 ”的 。 值 
(Ce>0) 的 最 大 下 界 。 口 

一 个 最 优化 (最 小 化 或 者 最 大 化 ) 问题 的 近似 阔 值 可 以 在 0〈 任 意 盘 近 的 近似 ) 和 1 
(根本 不 可 能 近似 ) 之 间 的 任何 位 置 。 当 然 ， 如 果 我 们 知道 了 一 NP， 则 0 是 所 有 NP 中 最 
优化 问题 的 近似 阔 值 。 可 以 证 明 ，NP 完全 最 优化 问题 在 这 个 重要 参数 上 表现 出 各 种 吸引 
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人 的 特性 一 一 因为 归 约 通常 不 能 保持 问题 的 近似 阔 值 。 我 们 马上 介绍 下 面 的 例子 。 

结 点 履 盖 

NODE COVER ( 见 定理 9. 4 的 推论 2) 是 NP 完全 最 小 化 问题 ， 其 中 我 们 需要 找到 在 
图 G==(V,E) 中 最 小 的 结 点 集合 CSV， 使 得 对 于 五 中 的 每 条 边 至 少 有 一 个 端点 在 C 中 。 

怎样 才 是 似乎 合理 的 获得 “好 ”顶点 覆盖 的 启发 式 方法 呢 ? 首先 尝试 : 如 果 结 点 wv 有 
高 的 度数 ， 这 显然 对 于 覆盖 很 多 边 比 较 有 利 ， 因 此 将 其 加 入 覆盖 可 能 是 一 个 很 好 的 主意 。 
这 暗示 了 下 面 的 “贪心 ”策略 : 

从 C= 开始 。 当 G 中 仍然 有 剩余 的 边 时 ， 选 G 中 度数 最 大 的 结 点 ， 将 其 加 入 C， 然 
后 将 其 从 G 中 删除 。 

可 以 证 明 ， 这 个 启发 式 算 法 不 是 一 个 8 近似 算法 ， 对 于 任意 se 所 1 一 一 其 错误 率 以 logn 
的 速度 增长 〈 见 问题 13. 4. 1), 其 中 是 G 的 结 点 数 ， 因 此 没有 一 个 小 于 1 的 se 是 合法 的 。 

为 了 获得 NODE COVER 合适 的 近似 ， 我 们 必须 采用 一 种 技术 ， 即 使 这 种 技术 看 起 来 
比 贪心 策略 更 简单 ; 

从 C=1 开始 ; 当 G 中 仍然 有 边 存在 时 ， 选 择 任 意 边 [u,v]， 将 和 wv 一 起 添加 到 CC 
中 ， 然 后 将 &、 习 和 它们 的 所 有 和 邻 边 从 G 中 删除 。 

假设 这 个 启发 式 策略 最 终 得 到 结 点 覆盖 C。C 离 最 优 解 有 多 远 ? 注意 C 包含 了 G 中 的 


二 Cl 条 边 ， 没 有 任何 两 条 边 共用 一 个 结 点 〈 一 个 严 配 )。 任 意 结 点 覆盖 ， 包 括 最 优 解 ， 必 须 


包含 其 中 任何 一 条 边 的 至 少 一 个 结 点 〈 和 否则 必定 有 边 没有 被 覆盖 )。 因 此 OPT(G) 之 志 |C| ， 
Gl= OPT(G) < 





。 我 们 已 说 明 下 面 的 定理 : 


定理 13. 1 i 3 Ll 


不 可 思议 的 是 ， 这 个 算法 是 目前 所 知 的 NODE COVER 的 最 好 算法 。 

最 大 可 满足 性 

在 MAXSAT 中 我 们 给 定 一 个 子 句 的 集合 ， 寻 找 满足 最 多 子 句 的 真 值 指 派 。 即 使 每 个 
子 句 只 包含 最 多 两 个 文字 ， 问 题 仍然 是 NP 完全 的 〈 见 定理 9. 2) 。 

MAXSAT 近似 算法 最 好 用 一 个 更 加 通用 的 问题 来 描述 ， 称 为 k-MAXGSAT (代表 最 大 一 
般 化 可 满足 性 问题 )。 在 这 个 问题 中 ,我 们 给 定 一 个 个 变量 的 布尔 表达 式 集合 8 二 {1 ，…， 

}， 其 中 每 个 表达 式 不 一 定 像 MAXSAT 那样 是 文字 的 析 取 ， 而 是 一 个 更 加 一 般 化 的 包 
含 最 多 nn 个 布尔 变量 中 的 & 个 布尔 表达 式 ， 其 中 二 0 是 一 个 固定 的 常数 (为 了 简单 ， 实 
际 上 我 们 可 以 假设 每 个 表达 式 恰 好 包含 & 个 变量 ， 有 些 可 能 在 其 中 没有 明确 提 及 )。 我 们 
正在 寻找 满足 最 多 表达 式 的 真 值 指派 。 

尽管 这 个 问题 的 近似 算法 是 完全 确定 性 的 ， 但 是 可 以 考虑 基于 概率 的 方法 。 假 设 我 们 
从 2" 个 真 值 指派 中 随机 选取 一 个 。 期 望 有 多 少 个 B 中 的 表达 式 能 够 被 满足 ? 答案 很 容易 
计算 。 每 个 表达 式 $: EF 包含 个 布尔 变量 。 我 们 能够 很 容易 地 从 2* 个 真 值 指派 中 计算 


出 满足 $; 的 真 值 指 派 的 个 数 1;。 因 此 一 个 随机 的 真 值 指派 满足 ti; 的 概率 为 (8:) 二 埃 。 满 


足 表达 式 的 期 望 数目 就 是 这 些 概率 的 和 : p(@) 一 》)p(8;)。 
1 一 1 
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假设 我 们 在 所 有 更 中 的 表达 式 上 设置 zi 三 真 。 表 达 式 集合 B@Lzl 三 真 ] 包含 变量 zz ,…， 
zi， 我 们 再 次 计算 p(BLzx; 王 真 ])。 相 似 地 计算 p(BLzi 三 假 ])。 很 容易 看 到 


p(B) = (p(B 二 真 ]) 十 p(B[xi = 假 ])) 


这 个 等 式 意味 着 ， 如 果 我 们 通过 将 zi 的 真 值 设 为 1 来 修改 B， 得 到 最 大 的 p(BLzi 十)， 
那么 最 终 得 到 一 个 至 少 和 原来 期 望 的 集合 一 样 大 的 表达 式 集合 。 

接着 ,我 们 总 是 给 下 面 一 个 变量 赋值 ， 使 结果 中 表达 式 集合 的 期 望 最 大 化 。 最 后 ， 所 
有 的 变量 都 赋值 了 ， 所 有 的 表达 式 或 者 真 (已 经 可 满足 ) 或 者 假 (已 经 不 可 满足 )。 然 而 ， 
因为 在 这 个 过 程 中 ， 我 们 的 期 望 从 不 会 减少 ， 所 以 我 们 知道 至 少 p(5B) 个 表达 式 已 经 被 满 
足 了 。 

因此 ， 我 们 的 算法 满足 至 少 p(B) 个 表达 式 。 因 为 最 优 解 不 会 比 B 中 表达 式 的 总 数 
大 ， 且 这 些 表达 式 是 独立 可 满足 的 (也 就 是 说 ，p(8;) 记 0)， 比 例 至 少 和 最 小 的 正 数 p($;) 
一 样 一 一 记得 p (#4) 是 这 些 正 p($;) 的 和 。 我 们 得 到 结论 : 上 面 的 启发 式 算法 是 
k-MAXGSAT 多 项 式 时间 e 近似 算法 ， 其 中 e 是 1 减 去 最 小 的 中 任意 可 满足 表达 式 的 满 
足 概率 。 对 于 任意 包含 个 布尔 变量 的 可 满足 表达 式 $;， 得 到 的 概率 至 少 为 2-* (k 个 变 
量 上 的 2 个 可 能 的 真 值 指派 至 少 有 一 个 满足 表达 式 )， 因 此 算法 是 e 近似 的 ， 其 中 e= 
1 一 2 一 。 

现在 ， 如 果 $8; 是 子 句 ( 回 到 MAXSAT 中 )， 则 情况 远 比 现在 好 : 满足 的 概率 至 少 为 
万，e 一 去 。 如 果 我 们 将 子 句 限定 为 至 少 有 个 不 同 的 文字 注意 平时 限制 的 逆转 )， 则 随 
机 的 真 值 指派 满足 一 个 子 句 的 概率 显然 是 1 一 2-* (所 有 真 值 指派 都 是 满足 的 ， 除 了 一 个 
所 有 文字 都 为 假 的 指派 )， 近 似 比 为 s 一 2 环 。 

下 面 总 结 关 于 最 大 可 满足 性 问题 的 讨论 : : 

定理 13.2 k-MAXGSAT 的 近似 阔 值 至 多 为 1 一 2-。MAXSAT 的 近似 阅 值 
(MAXGSAT 的 所 有 表达 式 都 是 子 句 的 特殊 情况 ) 最 多 为 1/2。 当 每 个 子 句 至 少 有 个 不 
同 的 文字 时 ， 最 终 问 题 的 近似 阔 值 至 多 是 2 。 口 

这 些 是 目前 所 知 的 &-MAXGSAT 和 每 个 子 句 至 少 有 & 个 文字 的 MAXSAT 最 好 的 多 


项 式 时 间 近 似 算法 。 目 前 所 知 的 最 好 的 一 般 化 MAXSAT 问题 的 近似 阔 值 的 上 界 是 寺 。 


最 大 割 

在 MAX-CUT 中 ,我 们 想 要 将 G=(V,E) 的 结 点 分 成 两 个 集合 S 和 V 一 S, 使 得 5S 
和 V 一 S 之 间 存 在 尽 可 能 多 的 边 。MAX-CUT 是 NP 完全 的 《〈 坟 定理 9. 5)。 

一 个 MAX-CUT 的 近似 算法 是 基于 局 部 改进 的 想法 ( 见 例 10. 6)。 我 们 从 G=(V,E) 
中 结 点 的 任意 划分 开始 (甚至 可 以 S= 人 办， 重复 下 面 的 步骤 : 如 果 能 够 通过 添加 一 个 单独 
的 结 点 到 S 或 者 通过 从 S 中 删除 一 个 单独 的 结 点 以 使 制 更 大 (更 多 的 边 在 里 面 )， 那么 就 
做 这 个 操作 。 如 果 不 可 能 提高 了 ， 就 停止 返回 目前 得 到 的 割 。 

我 们 能 够 为 任意 最 优化 问题 开发 这 种 局 部 改进 算法 。 有 时 这 种 启发 式 策略 是 十 分 有 用 
的 , 但 是 通常 它们 的 性 能 很 少 能 够 被 证 明 , 性 能 包括 需要 的 时 间 ( 见 例 10.6) 和 到 最 优 解 
的 比 。 幸 运 的 是 ， 当 前 的 例子 是 一 个 例外 。 首 先 注意 ， 因 为 最 大 割 最 多 有 | 五 | 条 边 ， 每 次 
局 部 改进 至 少 添 加 一 条 边 到 割 中 , 算法 最 多 经 过 |E| 次 改进 一 定 会 停止 (通常 ,一 个 有 多 
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项 式 花费 边界 的 最 优化 问题 的 任意 局 部 改进 算法 是 多 项 式 的 ) 。 而 且 ， 我 们 断言 这 个 算法 
得 到 的 割 的 大 小 至 少 是 最 优 解 的 一 半 ， 因 此 这 个 简单 的 局 部 改进 启发 式 算 法 是 MAX-CUT 


多 项 式 时 间 的 过 近似 算法 ，。 


在 证 明 中 ， 考虑 将 V 分 解 成 4 个 不 相交 的 子 集 V= 二 Vi1U VsU V3U Vs， 使 得 启发 式 
算法 获得 的 划分 是 《Vi U Vz ,VsU V4 ) ， 而 最 优 划分 是 (Vi U V3,VzU V4)。 令 er 为 结 
点 集合 V; 和 Vj 之 间 边 的 数目 ， 其 中 1<i<js<4 〈 见 图 13. 1) 。 对 于 我 们 的 划分 ， 我 们 只 
知道 不 能 够 通过 将 一 个 结 点 移动 到 另 一 个 集合 中 


来 得 到 改进 。 因 此 对 于 每 个 Vi 中 的 结 点 ， 其 到 G 
Vi 和 V2 的 边 少 于 到 V3 和 V4 的 边 。 现 在 将 Vi 
中 的 所 有 结 点 一 起 考虑 ， 我 们 得 到 2e1i 十 et 过 一 有司 和 区 分 
el3 十 el4， 从 这 我 们 可 以 得 出 ez 和 es 十 elt 。 类 似 
地 ， 通 过 考虑 其 他 3 个 结 点 集合 ， 我 们 能 够 得 到 
下 面 的 不 等 式 : 
el2 委 €23 十 e24 
e34 < e23 十 e13 


e34 SQ el4 十 ez4 最 优 划 分 
将 这 些 不 等 式 相 加 ， 将 每 一 边 同 时 除 以 2， 并 且 
图 13.1 MAX-CUT 的 论证 


加 上 不 等 式 eu 十 es 和 eu 十 ez 十 el 十 ex， 我 们 
得 到 

el2 十 e34 十 el4 十 ez 委 2。(els 十 el 十 ez 十 e24) 
也 就 是 说 ， 我 们 的 解 至 少 是 最 优 解 的 一 半 。 我 们 已 经 证 明 : 


定理 13.3 MAX-CUT 的 近似 阔 值 最 大 为 二。 加 


旅行 商 问题 

通过 我 们 目前 所 见 到 的 三 个 问题 : NODE COVER、MAXSAT 和 MAX-CUT， 我 们 
说 明了 能 够 严格 保证 近似 阔 值 小 于 1 的 算法 。 对 于 旅行 商 〈TSP) 问题 ， 形 势 很 严峻 : 如 
果 对 于 TSP 问题 存在 一 个 多 项 式 时 间 e 近似 算法 ， 其 中 为 任意 二 1 的 数 ， 那 么 可 以 得 到 
P 王 NP 的 结论 一 一 近似 算法 就 没有 意义 了 ……: 

定理 13. 4 ”除非 了 一 NP， 否则 TSP 问题 的 近似 阔 值 是 1。 

证 明 : 假设 对 于 TSP 问题 存在 一 个 多 项 式 时 间 e 近似 算法 ， 其 中 。 为 某 个 小 于 1 的 
数 。 使 用 这 个 算法 ， 我 们 能 够 构造 出 一 个 NP 完全 问题 HAMILTON CYCLE 的 多 项 式 时 
间 算 法 ( 见 定理 9.7 和 问题 9. 5. 15) 。 注 意 这 将 推出 证 明 。 

给 定 任意 图 G=(V,E)， 对 于 HAMILTON CYCLE 问题 算法 构造 一 个 |V | 个 城市 的 
TSP 实例 。 如 果 在 图 G 中 的 结 点 i 和 j 之 间 存 在 一 条 边 ， 则 城市 i 和 城市 7 之 间 的 距离 为 


1， 如 果 边 [i, 让 不 在 正中 ， 则 距离 为 1 。 构 造 这 个 TSP 实例 后 ， 接 下 来 将 我 们 假设 的 


多 项 式 时 间 的 s 近 似 算法 应 用 到 这 个 实例 上 。 存 在 两 种 情况 : 如 果 算 法 返回 一 个 总 花费 为 
IV| 的 行程 (也 就 是 说 ， 仅 包含 长 度 为 单位 长 度 的 边 )， 那 么 我 们 知道 G 有 一 个 哈密 顿 回 


路 。 另 一 方面 ， 如果 算法 返回 至 少 包含 一 条 长 度 为 | 的 边 的 行程 ， 则 整个 行程 的 长 度 
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一 定 超过 。 因 为 我 们 已 经 假设 算法 是 近似 ， 也 就 是 说 ， 最 优 解 不 可 能 比 返回 解 的 1 


一 倍 小 ， 所 以 我 们 可 以 肯定 最 优 行程 的 花费 大 于 |V|， 因 此 G 不 存在 哈密 顿 回 路 。 因 此 
我 们 能 够 仅 通 过 创建 一 个 如 上 所 述 的 TSP 实例 ， 运 行 假设 的 e 近似 算法 来 判定 一 个 图 是 否 
有 哈密 顿 回 路 。 

注意 特定 类 型 的 归 约 被 应 用 在 这 个 不 可 能 性 的 证 明 中 : 在 构造 的 实例 中 ， 原 实例 是 
哈密 顿 回路 问题 的 “yes” 实 例 得 到 的 最 优 花 费 和 原 实例 是 一 个 “no” 实 例 得 到 的 最 优 花 
费 之 间 存 在 一 个 大 的 “鸿沟 ”。 已 经 说 明 近 似 算 法 可 以 发 现 这 个 鸿沟 。 

与 往常 一 样 ， 问 题 的 一 个 反面 结果 可 能 在 特殊 情况 下 不 成 立 。 让 我 们 考虑 TSP 的 特 
殊 情 况 ， 其 中 所 有 的 距离 要 么 是 1 要 么 是 2 (这 是 一 个 已 经 利用 定理 9.7 证 明 是 NP 完全 


的 特例 )。 值 得 注意 的 是 在 这 个 问题 上 ， 所 有 的 算法 是 近似 的 一 因为 所 有 行程 的 长 度 














至 多 为 最 优 解 的 两 倍 ! 但 是 我 们 能 够 做 得 更 好 : 对 于 这 个 问题 存在 一 个 多 项 式 时 间 地 近似 
算法 〈 见 13. 4. 8 中 的 参考 文献 )。 即 使 在 更 一 般 情况 下 ， 该 情况 不 要 求 距离 一 定 为 1 或 2， 
但 是 它们 满足 三 角 不 等 式 di 十 dj 宇 dx， 存 在 一 个 非常 简单 却 又 聪明 的 多 项 式 时 间 三 了 近似 


算法 ( 见 13. 4.8 中 的 参考 文献 ) 。 在 两 种 情况 下 ， 我 们 知道 没有 更 好 的 近似 算法 。 

背包 问题 

我 们 已 经 看 到 几 个 最 优化 问题 (MAXSAT、NODE COVER、MAX-CUT、 距 离 为 1 
或 2 的 TSP)， 对 于 某 个 e， 这 些 问 题 存在 e 近似 (但 是 是 否 存在 更 小 的 。 是 待 决 的 问题 )， 
对 于 一 般 化 的 TSP 问题 ， 除 非 了 二 NP， 否 则 不 存在 e 近似 。KNAPSACK 是 一 个 最 优化 问 
题 ， 其 可 近似 性 没有 下 限 : 

定理 13.5 KNAPSACK 的 近似 阅 值 是 0。 也 就 是 说 ， 对 于 KNAPSACK， 对 于 任意 
es 盖 0， 存 在 一 个 多 项 式 时 间 近似 算法 。 

证 明 : 假设 给 定 一 个 KNAPSACK 的 实例 xz。 也 就 是 说 ， 我们 有 7 个 权重 ww (i 二 1,…， 
n)、 一 个 权重 约束 W 和 个 价值 vi (i 二 1,… ,n)。 我 们 必须 找到 一 个 子 集 SSE{1,2,…,n})， 
使 得 >)w; 过 W 并且 之 尽 可 能 大 。 

iE 


i€S 

我 们 在 9.4 节 已 经 看 到 ， 对 于 KNAPSACK 存在 一 个 伪 多 项 式 算法 ,该 算法 的 工作 时 
间 和 实例 中 的 权重 成 比例 。 我 们 现在 设计 一 个 对 偶 算 法 ， 该 算法 在 价 上 工作 ， 而 不 是 权 
重 ,。 令 V 一 max{w1,…wvn) 为 最 大 价值 ， 对 于 每 个 i=0,1,…,n 县 0 和 vnV， 定 义 W(i,v) 
为 通过 从 前 i 个 项 中 选择 价值 正好 为 vu 所 能 够 获得 的 最 小 权重 。 我们 从 对 于 任意 i 和 w， 
W(0,v) 二 oo ，W(0,0) 二 0 开始 ， 然 后 

WG 二 +1,v) = min{W(i,v)  W(i,v Oo vi) wii} 

最 终 ， 我 们 选取 最 大 的 v 使 得 Wln,v) 三 W。 显 然 这 个 算法 在 O(n?V) 时 间 内 解决 KNAP- 
SACK 问题 。 

但 是 ， 当 然 ， 价 值 有 可 能 是 很 大 的 整数 ， 这 个 算法 也 是 伪 多 项 式 的， 而 不 是 多 项 式 
的 。 但 既然 我 们 只 关注 近似 最 优 价值 ， 所 以 我 们 可 以 采用 一 个 计谋 : 或 许 我 们 可 以 忽略 价 
值 的 最 后 几 位 ， 牺 牲 精确 度 来 获得 速度 。 给 定 一 个 实例 z 一 (rz ，…rz 克 ,和 ww)， 我 
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们 定义 一 个 近似 实例 z 王 (zl 和 rz ,W,v1,… ,va)， 其 中 新 的 值 是 vi 一 2 只 |， 将 原来 价 
入 的 最 后 几 位 换 成 了 0。 5 是 一 个 需要 在 某 个 时 候 定 下 来 的 重要 参数 。 
如 果 我 们 解决 近似 实例 x 而 不 是 z， 需 要 的 时 间 仅仅 是 O{ 功 ” ) ， 因 为 我 们 能 够 忽略 


vi 末尾 的 0。 得 到 的 解 $' 一 般 来 说 是 和 >z 的 最 优 解 S 不 一 样 的 ， 但 是 下 面 的 不 等 式 序列 说 
明 它们 之 间 相差 并 不 大 ， 
"> Pe pe PN 2 2 > = 

第 一 个 不 等 式 成 立 是 因为 S 是 zx 的 一 个 最 优 解 ， 第 二 个 是 因为 以 <w ， 第 三 个 是 因为 8 
是 z' 的 最 优 解 , 第 四 个 是 因为 忆 宇 vi 一 2， 最 后 一 个 是 因为 |S|<n。 比 较 第 二 个 和 最 后 一 
个 表达 式 ， 我 们 得 到 结论 :算法 返回 的 解 最 多 比 最 优 解 小 z2*。 因 为 V 是 最 优 解 价值 的 下 
界 (不 失 一 般 性 地 假设 ,对 于 任意 i,w; 过 W)， 所 以 与 最 优 解 之 间 的 相对 误差 最 多 为 
2 

我 们 现在 处 于 一 个 非常 有 利 的 位 置 : 给 定 任意 用 户 定义 的 e>0， 我 们 能 够 删除 价值 的 
最 后 4 一 | log 多 | 位 ， 在 运行 时 间 为 多 项 式 0( 芒 )==O( 呈 的 情况 下 ， 得 到 一 个 。 近似 算 
法 ! 我 们 得 到 结论 ， 对 于 任意 e>0， 存 在 一 个 多 项 式 时 间 e 近似 算法 。 因 此 ， 可 以 达到 的 
比 的 最 大 下 界 是 0。 

任意 近似 闭 值 为 0 的 问题 ， 比 如 KNAPSACK， 有 一 系列 的 算法 ， 这 些 算法 的 错误 这 
的 极限 是 0。 在 KNAPSACK 的 例子 中 ， 这 个 系列 的 表现 非常 好 ， 这 个 系列 的 算法 可 以 看 
作 有 不 同 e 的 相同 算法 。 

定义 13. 3 ”最 优化 问题 A 的 多 项 式 时 间 近 似 方案 是 一 个 算法 ， 该 算法 对 于 每 个 e>0 
和 A 的 实例 <， 在 与 | | 成 多 项 式 关系 的 时 间 限制 下 ， 反 回 一 个 相对 误差 最 多 为 。 的 解 


在 KNAPSACK 的 例子 中 , 算法 时 间 与 成 多 项 式 关系 ( 见 边界 0 (全))， 这 种 近似 方案 


称 为 全 多 项 式 。 口 
不 是 所 有 的 多 项 式 时 间 近 似 方案 都 是 全 多 项 式 。 比 如 ， 没 有 一 个 强 NP 完全 最 优化 问 
题 拥有 全 多 项 式 近 似 方案 ， 除 非 了 二 NP ( 见 问题 13. 4.2)。 比 如 ， 对 于 BIN PACKING， 


存在 一 个 多 项 式 时 间 近似 方案 〈 这 是 强 NP 完全 的 ， 见 定理 9. 11)， 但 是 其 时 间 与 二 的 指 


数 相 关 〔 见 问题 13. 4. 6)。 下 面 的 小 节 会 介绍 这 个 方案 的 另 一 个 例子 。 

最 大 独立 集 

我 们 已 经 看 到 各 种 关于 近似 的 最 优化 问题 。 有 些 问题 ， 比 如 TSP 问题 ， 有 近似 立 
值 1 (除非 了 二 NP); 其 他 类 似 KNAPSACK 问题 有 近似 阔 值 0; 当然 还 有 一 些 类 型 
(NODE COVER、MAXSAT 等 ) 看 起 来 在 这 两 者 之 间 ， 其 近似 阔 值 严格 小 于 1， 但 是 不 
知道 是 否 是 0。 接 下 来 我 们 将 证 明 INDEPENDENT SET 问题 在 两 个 极端 类 的 其 中 一 个 
中 : 其 近似 阔 值 要 么 是 0， 要 么 是 1 (在 本 章 的 后 面部 分 ， 我 们 将 看 到 其 中 的 哪个 极端 才 
是 正确 答案 ) 。 

我 们 通过 乘 构造 来 说 明 。 令 G 一 (V,E) 为 一 个 图 。G 的 顶点 为 VXV， 边 为 {[(u,w)， 
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(vyv )j]: 其 中 w= 二 v 并 且 [u,v]」 EE, 或 者 [u,v]EE)。 请 参考 图 13.2。G? 的 关键 性 
质 是 : 

引 理 13. 1 G 有 一 个 大 小 为 & 的 独立 集 当 且 仅 当 G? 有 一 个 大 小 为 有 的 独立 集 。 

证 明 : 如 果 G 有 一 个 独立 集 ICSV， 其 中 |1| = 二 k&， 则 下 面 是 一 个 大 小 为 的 G? 的 独 
立 集 : {(w,v) :u,v€ET}。 相 反 ， 如 果 1? 是 G? 中 包含 有 个 顶点 的 独立 集 ， 则 {u: (u,v)E€ 
全,vEV}) 和 {v:(usv)ER,u€EV) 都 是 G 的 独立 集 ， 其 中 之 一 包含 至 少 & 个 顶点 。 

通过 引 理 13. 1 我 们 能 够 说 明 : 

定理 13.6 对 于 INDEPENDENT SET 问题 ， 对 于 任意 ego 所 1， 如 果 存 在 一 个 eo 近似 
算法 ， 则 INDEPENDENT SET 存在 一 个 多 项 式 时 间 近 似 方案 。 

证 明 : 假设 存在 时 间 限 制 为 O(n*) 的 so 近似 算法 。 给 定 一 个 图 G， 如 果 我 们 将 这 个 
算法 运用 在 G? 上 ， 则 我 们 在 O(n*) 时 间 内 得 到 一 个 大 小 至 少 为 (1 一 ey) ，k 的 独立 
集 ， 其 中 & 是 G 的 最 大 独立 集 〈 因 此 刀 是 G? 的 最 大 独立 集 )。 据 此 ， 通 过 引 理 中 的 构造 ， 
我 们 能 够 得 到 一 个 G 的 独立 集 ， 大 小 至 少 为 (1 一 eo )，k 的 平方 根 ， 即 V1 一 se “4&。 也 就 
是 说 ， 如 果 对 于 INDEPENDENT SET， 有 一 个 so 近似 算法 ， 则 我 们 有 一 个 si 近似 算法 ， 
其 中 &1 =1 一 V1 一 eo 。 

因此 ， 如 果 我 们 有 一 个 eo 近似 算法 ， 利 用 乘 
构造 能 够 得 到 se; 近似 算法 。 如 果 我 们 将 乘 构 造 应 1 
用 两 次 (也 就 是 说 ,将 我 们 的 近似 算法 运用 到 
(G2)?)， 则 我 们 有 一 个 ez 近似 算法 ， 其 中 1 一 e 二 
Je 。 以 此 类 推 。 

对 于 任意 给 定 的 s 盖 0， 无 论 多 小 ,我 们 能 够 


y a log (lB) Wo 
重复 乘 构造 /一 | log Tt， 次。 我们 得 到 一 O3 

















tog(1 一 so) G 


个 时 间 界 是 O(n2*) 二 O(n ) 的 算法 ， 其 近 
似 比 最 多 为 < 这 就 是 我 们 期 望 的 近似 方案 ( 注 


意 这 个 时 间 界 不 与 和 二 成 多 项 式 关系 ， 因 此 这 个 假设 的 ) 多 项 式 时 间 近 似 方案 不 是 


全 多 项 式 的 ) 。 

对 比 INDEPENDENT SET 和 NODE COVER 问题 的 可 近似 性 是 有 意义 的 ， 这 两 个 问 
题 能 够 通过 一 种 相当 平凡 的 技巧 ， 相 互 归 约 到 另 一 个 问题 ( 见 定理 93.3 的 推论 1)。 

另 一 个 有 趣 的 关于 INDEPENDENT SET 可 近似 性 的 后 记 是 : 如 果 我 们 限制 图 ， 使 得 
没有 结 点 的 度数 超过 4， 我 们 称 此 种 问题 为 &-DEGREE INDEPENDENT SET， 仍 然 是 
NP 完全 的 ( 见 定理 9.4 的 推论 1) 。 但 现在 有 一 个 可 行 的 近似 算法 。 

我 们 从 1 二 开始。 如果 G 中 仍然 有 剩余 的 结 点 ， 则 不 断 从 G 中 删除 任意 结 点 以 及 
与 它 相 邻 的 结 点 ,将 v 加 到 了 中 。 显然， 得 到 的 TIT 是 G 的 一 个 独立 集 。 因 为 算法 的 每 个 阶 
段 添加 一 个 结 点 到 工 中 ， 并 且 删 除 G 中 至 多 & 十 1 个 结 点 (添加 到 了 的 结 点 和 其 邻居 结 点 


至 多 有 个 )， 得 到 的 独立 集 至 少 有 二 个 结 点 ， 其 至 少 是 最 大 独立 集 的 十 们 。 我 们 已 
经 说 明 ， 








图 13.2 乘 构 造 
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定理 13. 7 k-DEGREE INDEPENDENT SET 问题 的 近似 阔 值 至 多 为 。 口 


再 一 次 说 明 ， 对 于 这 个 问题 ， 目 前 没有 更 好 的 多 项 式 时 间 近 似 算法 。 


13.2 近似 和 复杂 性 


对 于 最 优化 问题 ， 多 项 式 时 间 近 似 方 案 是 仅 次 于 多 项 式 时 间 精 确 算法 的 方案 。 对 于 
NP 完全 最 优化 问题 ， 一 个 重要 的 问题 是 是 否 存在 这 么 一 个 方案 。 因 为 每 个 这 种 类 型 的 问 
题 都 很 难 回 答 ， 在 本 节 我 们 做 一 些 与 NP 完全 的 发 展 并 行 的 事 : 我 们 将 很 多 这 种 问题 通过 
归 约 混合 在 一 起 ， 使 得 它们 对 于 某 些 很 自然 也 很 有 意义 的 复杂 性 类 来 说 是 完全 的 。 

L 归 约 

我 们 已 经 看 到 在 一 些 场合 下 ， 原 来 的 归 约 非常 不 适合 用 来 研究 可 近似 性 。 下 面 我 们 介 
绍 一 个 能 够 保持 可 近似 性 的 小 心 的 归 约 。 

定义 13.4 最 优化 问题 显然 是 函数 问题 〈 因 为 最 优 解 ， 不 仅 是 “yes” 或 “no”)。 回 
顾 定义 10.1， 一 个 从 函数 问题 A 到 如 的 归 约 是 一 对 函数 尺 和 SS， 其 中 尺 能 够 在 对 数 空间 
计算 ，S 能 够 在 多 项 式 时 间 计 算 ， 使 得 如 果 工 是 A 的 一 个 实例 , 则 R(z) 是 B 的 一 个 实 
例 。 另 外 ， 如 果 y 是 R(x) 的 一 个 解 ， 则 SCy) 是 工 的 一 个 解 。 

假设 A 和 B 是 最 优化 问题 (最 大 化 或 最 小 化 )。 一 个 从 A 到 B 的 LL 归 约 是 一 对 函数 R 
和 S， 它 们 都 能 在 对 数 空间 内 计算 ， 且 有 两 个 额外 的 性 质 : 首先 如 果 工 是 A 的 一 个 有 最 优 
花费 OPT(z) 的 实例 ， 则 RCz) 是 B 的 一 个 实例 ， 其 最 优 花费 满足 

OPT(R(z)) Za OPT(z) 
其 中 a 是 一 个 正常 数 。 其 次 ， 如 果 ;是 R(r) 的 任意 可 行 解 ， 则 S(s) 是 z 的 一 个 可 行 解 ， 
使 得 
| OPT(OE) et SD | | OFT — B08) | 
其 中 8 是 另 一 个 与 归 约 相关 的 正常 数 (我 们 用 c 来 表示 两 个 实例 的 花费 ) 。 也 就 是 说 ，S 能 
够 保证 返回 z 的 一 个 可 行 解 ， 该 解 不 比 给 定 的 R(x) 的 解 差 很 多 。 注 意 通过 第 二 个 性 质 ， 
一 个 L 归 约 是 一 个 真 归 约 : 如 果 s 是 R(zx) 的 最 优 解 ， 则 S(s) 一 定 是 zx 的 最 优 解 。 口 

例 13.1 从 INDEPENDENT SET 到 NODE COVER 的 一 个 很 平凡 的 归 约 (R 是 恒 
等 函数 ， 返 回 相同 的 图 G， 但 是 S 将 C 换 成 V 一 C) 不 是 工 归 约 。 其 缺点 在 于 最 优 结 点 覆 
盖 可 以 比 最 优 独立 集 任意 大 (考虑 G 是 一 个 大 团 的 情况 )， 违反 了 第 一 个 条 件 。 

但 是 ， 如 果 我 们 将 图 限制 为 度数 最 多 为 &， 那 么 这 个 问题 就 解决 了 ，(R，S) 是 一 个 
从 k-DEGREE INDEPENDENT SET 到 k-DEGREE NODE COVER 的 世 归 约 。 在 证 明 


中 ， 如 果 最 大 度数 为 &， 则 最 大 独立 集 至 少 为 ， 同 时 最 小 结 点 覆盖 有 最 多 |V| 个 结 点 ， 


因此 常数 一 & 十 1 满足 第 一 个 条 件 。 任 意 覆 盖 C 和 最 优 解 之 间 的 差 与 V 一 C 和 最 大 独立 集 
之 间 的 差 相 同 ， 因 此 我 们 将 第 二 个 条 件 中 的 8 取 为 B= 二 1。 

类 似 地 ， 很 容易 看 到 在 相反 的 方向 ，(R,S) 也 是 一 个 工 归 约 ， 其 中 和 有 8 均 相 同 。 口 

L 归 约 有 原来 归 约 的 重要 组 合 性 质 〈 见 性 质 8. 2) : 

性 质 13. 1 如 果 (R,S) 是 一 个 从 问题 A 到 问题 B 的 工 归 约 , 且 CR ,S ) 是 一 个 从 
B 到 C 的 工 归 约 ， 则 它们 的 组 合 (R，R',S'.S) 是 一 个 从 A 到 C 的 工 归 约 。 

证 明 : 从 性 质 8. 2 得 出 ， R.R 和 SS 能 够 在 对 数 空间 内 得 到 。 同 样 ， 如 果 工 是 A 
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的 一 个 实例 ， 我 们 有 OPT(z) 和 受 cOPT(CR(Cz)) 和 OPT(R(z)) 坟 a OPTCR CRCz)))， 其 中 
a 和 a 是 相应 的 常数 ， 因 此 OPT(zx) 二 a，a ’ OPT(R’'(R(zx))) 且 R，R' 满 足 第 一 个 条 件 ， 
其 常数 为 a* a’。 类 似 地 ,很 容易 检查 S，S 满足 第 二 个 条 件 ， 其 常数 为 8， PB 。 加 
L 归 约 关键 的 性 质 是 能 够 保持 可 近似 性 : 
性 质 13. 2 ”如果 存在 一 个 从 A 到 吾 的 工 归 约 〈(R，S)， 其 中 常数 为 w 和 8B， 且 对 于 了 


存在 一 个 多 项 式 时 间 e 近似 算法 ， 则 对 于 A 存在 一 个 多 项 式 时 间 的 4 近似 算法 。 

证 明 : 算法 如 下 ， 给 定 一 个 A 的 实例 z， 我 们 构造 B 的 实例 R(x)， 然 后 将 B 的 假设 
e 近似 算法 应 用 到 上 面 ， 得 到 解 ;。 最 后 我 们 计算 A 的 解 SCs)。 我 们 断言 这 是 一 个 A 的 
9 近似 算法 .。 


[OPT(x)—c(S(s))| 
在 证 明 中 ， 考虑 比例 axfOBTCR CCGG )Y* 通过 工 归 约 的 第 二 个 性 质 ， 分子 至 多 为 


BIOPT(R(z)) 一 cs)1。 通 过 工 归 约 的 第 一 个 性 质 , 分母 至 少 为 了 这 至 少 是 


max{OPT(R(Zx)), cs)} 了 [IOQPT(x)—c(S(s))| 
a 。 将 两 个 不 等 式 相 除 ， 我 们 得 到 元 ax GOPIKR) 5 cCSC < 


op [OPTIRGD) =e()) Ee 
1 一 emax({OPTCRCz)) wels))” 道 过 关于 B 的 e 近似 的 假设 ,后 面 的 量 至 多 为 ] 门 











a ge 


意味 着 : 

推论 如果 存在 一 个 从 A 到 B 的 工 归 约 且 对 于 B 存 在 一 个 多 项 式 时 间 近 似 方案 ， 则 
对 于 A 存在 一 个 多 项 式 时 间 近 似 方案 。 ， 口 

MAXSNP 类 

可 近似 性 的 复杂 性 理论 的 发 展 可 以 与 使 我 们 猜想 P 冯 NP 的 推理 相似 。 在 两 种 情况 下 ， 
对 于 一 些 很 自然 的 问题 ， 我 们 提出 一 个 重要 且 很 难 回答 的 问题 〈 它 们 是 否 存在 多 项 式 算 
法 ， 它 们 是 否 有 一 个 多 项 式 时 间 近 似 方 案 )。 我 们 接 下 来 定义 一 个 保持 问题 中 性 质 的 归 约 。 
首先 我 们 需要 一 个 类 似 NP 的 问题 宽泛 大 类 ， 该 类 包含 许多 重要 的 完全 问题 。 我 们 接 下 来 
和 定义 官 5 

定义 13.5 下 面 这 个 定义 的 动机 来 自 于 Fagin 定理 ， 该 定理 说 所 有 NP 中 的 图 论 属 性 
能 够 被 只 含有 二 阶 存在 量词 的 逻辑 表达 (定理 8. 3) 。 存 在 一 个 很 有 趣 的 NP 部 分 ， 称 为 严 
格 NP 或 者 SNP， 其 中 包含 所 有 能 够 被 表达 成 

ISVTI VR VY Td (I GL 

的 性 质 ， 其 中 上 是 一 个 包含 变量 ri、 结构 G (输入 ) 和 S 的 没有 量词 的 一 阶 表达 式 。NP 
比 SNP 更 一 般 化 ， 因 为 在 NP 中 人 允许 任意 一 阶 量词 ， 不 仅仅 是 全 称 量词 。 

SNP 显然 包含 判定 问题 ， 并 且 我 们 现在 对 于 定义 一 个 最 优化 问题 的 类 有 兴趣 。 存 在 
一 个 简单 并 且 令 人 感 兴趣 的 方法 ， 通 过 修改 SNP 的 表达 式 获 得 一 个 最 优化 问题 宽泛 大 类 。 
nei et sur 它 要 求 一 个 关系 S， 使 得 所 有 可 能 的 元 组 
(zi1，…s,Xp) 满足 $。 假 设 我 们 妥协 一 点 。 不 要 求 $ 满足 所 有 的 & 元 组 ， 而 是 寻找 关系 S， 
使 得 $$ 尽 可 能 满足 多 的 k& 元 组 (xz1，,…s,zk)。 我 们 因此 得 到 一 个 最 优化 问题 。 我 们 将 这 个 
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情况 稍微 一 般 化 ， 使 得 输入 结构 G 不 一 定 是 二 元 关系 ， 而 是 任意 元 数 的 一 组 关系 G1 ，… ,Gh 。 
现在 定义 MAXSNP。 〈 还 不 是 我 们 的 最 终 目标 ) 为 下 面 的 最 优化 问题 的 类 : 这 个 类 中 
的 问题 A 如 下 面 的 表达 式 定 义 
max | {Cz19°%° Tk) E VE GG1 GyS zy ZE | 


(与 3SVzVzz…Vyztg 比较 )。 问题 A 的 输入 是 在 有 限 全 域 V 上 关系 G1，,… ,Gm 的 集合 。 
我 们 寻找 一 个 关系 SGYV 使 得 $ 满足 的 元 组 的 数目 尽 可 能 大 。 现在 注意 定义 A 的 表达 式 
是 如 何 从 原来 的 3 SV zi VY x2*… VY zg 发 展 而 来 。 存 在 量词 寻找 最 大 化 的 S， 不 知道 同时 
全 称 量词 的 序列 已 经 变 成 了 k 元 组 的 计数 。 

最 后 ,将 MAXSNP 定义 为 所 有 能 够 L 归 约 到 MAXSNP, 中 问题 的 最 优化 问题 的 类 。 口 

例 13.2 问题 MAX-CUT 在 MAXSNPo。 中 ,因此 也 在 MAXSNP 中 。 在 证 明 中 ， 
MAX-CUT 能 够 写成 : 

max | {(zyy):(CGCzy) V Glys7)) A S(z) A mS(y))} | 


这 里 我 们 将 图 表示 为 有 向 图 ， 给 每 个 无 向 边 一 个 任意 的 方向 。 所 陈述 的 问题 要 求 结 点 的 子 
集 S， 使 得 进入 S 或 者 离开 S 的 边 的 数目 最 大 ， 也 就 是 说 ， 在 相关 无 向 图 中 的 最 大 割 。 

MAX2SAT (最 大 化 满足 的 子 句 数目 ， 其 中 每 个 子 句 有 两 个 文字 ) 也 在 MAXSNP 中 。 
这 里 我 们 有 三 个 输入 关系 ，Go 、Gi 和 Gs; 。 直 观 地 ，G; 包含 所 有 拥有 :i 个 否定 文字 的 子 
名 ; 也 就 是 说 ，Go (zy,y) 当 且 仅 当 (xV y) 是 表达 式 中 的 一 个 子 句 ; Gil (z,y) 当 且 仅 当 
("xV y) 是 一 个 子 句 ; Ga(z,y) 当 且 仅 当 (x V 一 y) 是 一 个 子 句 。 通 过 这 些 复 杂 的 输入 
约定 ， 我 们 能 够 将 MAX2SAT 写成 max| (Czy):$(Go,G1,Gz,S,z,y)}|， 其 中 5 是 如 下 
的 表达 式 : 

(Gur A S(T VY SC VY (Grn NS)V SWIYV G(r A OS(r) VY™ Sy) 
其 中 S 表示 真 的 变量 的 集合 。 不 难看 到 陈述 的 问题 实际 上 就 是 求 一 个 真 值 指派 最 大 化 满足 
的 子 句 的 总 数 。 具 有 4 个 关系 的 相似 构造 可 以 说 明 MAX3SAT 在 MAXSNP 中 。 

对 于 k-DEGREE INDEPENDENT SET, 我 们 的 输入 是 一 个 不 正规 的 用 (k 十 1) 元 关 
系 旦 表示 的 最 大 度数 为 & 的 图 G=(V,E)。 互 包含 |7|(R 十 1) 元 组 (zx,y1，… ,ys) 使 得 
yi 是 结 点 工 的 邻居 (重复 说 一 次 ， 当 工 的 邻居 数 小 于 & 时 )。k-DEGREE INDEPEND- 
ENT SET 能 够 写成 : ] 

max | {Czoylo ye) :Lrys sy E HIALzE SIA[y ¢ SIA:… ALy ¢ S| 
S 是 一 个 独立 集 。 

最 后 ，k-DEGREE NODE COVER 在 MAXSNP 中 ， 因 为 它 能 够 L 归 约 到 和 DEGREE 
INDEPENDENT SET ( 见 例 13. 1)。 注 意 ， 因 为 根据 定义 MAXSNP。 只 包含 最 大 化 问题 ， 
所 以 对 于 最 小 化 问题 ， 唯 一 的 办 法 是 世 归 约 到 MAXSNP 中 的 另 一 个 问题 ， 比 如 &-DE- 
GREE NODE COVER， 这 是 在 MAXSNP 中 的 。 口 

我 们 在 例 13. 2 中 看 到 ， 在 MAXSNP 中 的 4 个 最 大 化 问题 在 前 一 节 中 已 经 说 明 ， 对 于 
某 些 s<1， 拥 有 多 项 式 时 间 e 近 似 算 法 。 这 不 是 巧合 ， 

定理 13.8 令 4 为 一 个 在 MAXSNP。 中 的 问题 。 假 设 A 形 如 maxs|{(z yz):g)}|。 
则 A 有 一 个 (1 一 2-%) 近似 算法 ， 其 中 我 们 定义 &s 为 $ 中 包含 S 的 原子 表达 式 的 数目 。 

证 明 : 考虑 A 的 在 全 域 V 上 的 一 个 实例 。 对 于 每 个 上 元 组 v= 二 (vw ,… ,ve) EV*，, 我们 
替换 % 中 x1，… ,zh 的 值 ， 得 到 一 个 表达 式 $%,。 有 3 种 原子 表达 式 $,， 即 那些 有 关系 符号 


312 


313 


200 争 三 部 分 PP 和 和 NP 





G; (输入 关系 )、 王 (Cu 之 间 相 等 关系 ) 和 S 的 表达 式 。 前 两 种 能 够 通过 已 知 的 输入 关系 的 
值 和 w;， 预 先 求 值 为 真 或 假 ， 并 且 从 $, 中 替代 (可 以 见 定理 5. 9 中 的 相似 构造 ) 。 于 是 加 
最 终 是 一 个 原子 表达 式 SC(v; ,… ,vi ) 的 布尔 组 合 。 

因此 A 的 实例 本 质 上 是 一 个 对 于 所 有 可 能 的 & 元 组 v 来 说 形 如 加 的 表达 式 集合 ， 
并 且 要 求 给 各 个 原子 表达 式 S(v;，… ,vi ) 赋 真 值 (我 们 能 够 认为 其 是 布尔 变量 ) 使 得 满 
足 的 $ 的 数目 最 大 化 。 但 是 这 是 MAXGSAT 的 一 个 实例 (给 定 一 个 布尔 表达 式 的 集合 ， 
要 求 找 到 满足 尽 可 能 多 的 布尔 表达 式 的 真 值 指派 ， 见 13. 1 节 关 于 最 大 可 满足 性 的 部 分 )。 
在 定理 13. 2 之 前 的 讨论 显示 如 何 得 到 问题 的 相对 误差 最 多 为 (1 一 2 ”) 的 近似 解 ， 其 中 
m 是 每 个 表达 式 中 出 现 的 布尔 变量 的 数目 一 一 在 我 们 的 例子 中 是 &;y。 回 

因此 ， 在 MAXSNP 中 的 所 有 最 优化 问题 共同 拥有 一 个 肯定 的 近似 性 质 (它们 都 有 某 
些 e 近似 算法 ,其 中 :二 1， 尽管 不 是 多 项 式 时 间 近 似 方 案 ), 与 此 几乎 相同 的 是 ， 所 有 在 
NP 中 的 问题 都 有 一 个 肯定 的 算法 性 质 一 一 它们 能 够 在 多 项 式 时 间 内 被 一 个 非 确定 性 算法 
解决 ， 尽 管 不 一 定 是 确定 性 算法 。 在 MAXSNP 中 的 所 有 问题 是 否 都 有 一 个 多 项 式 时 间 近 
似 方案 是 一 个 最 重要 的 问题 一 一 在 近似 领域 中 ， 与 我 们 曾经 研究 的 P 兰 NP 问题 有 相似 的 
地 位 。 可 以 预见 ,我 们 现在 将 转 而 识别 完全 问题 。 

MAXSNP 完全 

如 果 所 有 MAXSNP 中 的 问题 能 够 L 归 约 到 MAXSNP 中 的 问题 ， 那 么 我 们 称 这 个 问题 
是 MAXSNP 完全 的 。 从 性 质 13. 2 的 推论 中 ， 我 们 有: 

性 质 13. 3 ”如果 MAXSNP 完全 问题 有 一 个 多 项 式 时 间 近 似 方案 ， 则 所 有 在 MAXSNP 
中 的 问题 都 有 一 个 多 项 式 时 间 近 似 方案 。 口 

很 自然 地 ，MAXSNP 完全 问题 不 是 显然 存在 。 但 是 它们 确实 是 : 

定理 13.9 MAX3SAT 是 MAXSNP 完全 的 。 

证 明 : 因为 通过 定义 任意 在 MAXSNP 中 的 问题 都 能 被 L 归 约 到 一 个 MAXSNP。 中 的 
问题 ， 这 足以 说 明 所 有 在 MAXSNP。 中 的 问题 能 够 被 L 归 约 到 MAX3SAT。 考 虑 这 样 一 个 
问题 A， 该 问题 通过 表达 式 maxs |{ (zi1，… ,Xk):$)} 定义。 定理 13, 8 本 质 上 说 明 人 能够 被 
L 归 约 到 MAXGSAT。 我 们 需要 做 的 是 进一步 在 那个 构造 中 得 到 的 布尔 表达 式 上 做 工作 ， 
得 到 MAX3SAT 的 一 个 实例 。 

在 定理 13. 8 的 证 明 中 每 个 A 的 实例 z 产生 的 表达 式 是 形 如 gg 的 布尔 表达 式 ， 其 中 的 
布尔 变量 对 应 各 个 z 的 常量 的 元 组 是 否 属于 S。 通 常 我 们 能 够 忽略 不 能 被 满足 的 表达 式 
$su。 我 们 能 够 将 每 个 剩余 的 布尔 表达 式 加 表示 成 布尔 电路 ， 其 中 有 人 、V 、 一 门 。 我们 能 
够 接着 使 用 从 CIRCUIT SAT 到 3SAT 归 约 中 的 构造 〈 见 例 8: 3) 。 也 就 是 说 ， 我 们 将 每 个 
电路 中 的 门 蔡 换 成 一 个 集合 ， 该 集合 有 两 个 或 者 三 个 子 句 ， 这 些 子 句 用 来 说 明 该 种 门 所 指 
定 的 输入 值 和 输出 值 之 间 的 关系 〈 见 例 8. 3)。 我 们 增加 子 句 (g)， 其 中 g 是 输出 门 。 我 
们 对 每 个 可 满足 的 $, 应 用 上 面 的 方法 。 最 终生 成 的 子 句 集合 是 期 望 的 MAX3SAT 的 实例 
R(Cz)。 从 该 实例 的 任意 真 值 指派 工 ， 我 们 立刻 得 到 A 的 实例 z 的 一 个 可 行 解 3S 王 SCT)， 
只 要 简单 地 从 变量 的 布尔 值 中 恢复 S。L 归 约 的 描述 已 经 完成 。 

但 是 我 们 仍然 需要 说 明 这 确实 是 一 个 L 归 约 。 每 个 可 满足 的 表达 式 $。 最 多 被 cl 个 子 
名 替换 ， 其 中 cl 是 与 $ 的 大 小 相关 的 常数 ， 因 此 对 于 A 来 说 是 确定 的 (本 质 上 是 $ 中 布 
尔 连 接 数 的 3 售 )。 因 此 m 个 可 满足 的 表达 式 $, 被 最 多 cim 个 子 名 替换。 实例 的 最 优 值 
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至 少 是 m 的 某 个 常数 比 ， 即 OPT(x) 宇 csm (例如 ， 通 过 定理 13.8， 我 们 能 够 取 cz = 
2-%)。 因 为 在 R(x) 中 ， 所 以 我 们 总 是 能 够 设置 布尔 变量 使 得 除 对 应 输出 门 以 外 的 所 有 


子 句 满足 OPTCR(z)) 之 (a 一 1)m， 如 果 a 则 工 归 约 的 首要 条 件 可 以 被 满足 。 


很 容易 看 到 ， 如 果 8=1， 则 第 二 个 条 件 是 满足 的 , 证 明 完毕 。 口 

放大 器 和 扩张 器 

为 了 将 MAX3SAT 归 约 到 MAXSNP 中 其 他 重要 的 问题 〈 见 下 面 的 定理 13. 11)， 我们 
需要 确立 性 质 9.3 的 等 价 形式 ， 也 就 是 说 ， 即 使 每 个 变量 在 子 句 中 最 多 出 现 3 次 ， 
MAX3SAT 仍然 保持 MAXSNP 完全 〈 我 们 称 这 个 约束 问题 为 3-OCCURRENCE MAX- 
3SAT) 。 在 第 9 章 中 ， 我 们 通过 将 变量 z 的 每 次 出 现 都 替换 为 一 个 新 的 变量 来 证 明 ， 也 就 
是 说 ， 用 变量 zl zz，…zkt 替换 ， 然 后 增加 子 铅 〈zi 字 zi2)， (zz 之 Za) (Xk 入 ZX1)。 这 
个 “蕴涵 的 环 ” 保 证 在 任何 满足 的 真 值 指派 中 ， 所 有 新 的 变量 有 相同 的 真 值 。 

这 个 简单 的 技巧 在 当前 的 情况 下 不 适用 。“ 蕴 涵 的 环 ” 的 构造 不 是 一 个 从 MAX3SAT 
到 3-OCCURRENCE MAX3SAT 的 世 归 约 。 究 其 原因 ， 让 我 们 考虑 〈 不 可 和 否认 有 点 牵强 ) 
拥有 子 句 〈z),(z)，…(z), (一 Znm7z)，Cmz) 的 MAX3SAT 的 实例 y>， 其 中 有 2 个 (zx) 
和 2 个 中 xz) (我 们 并 不 要 求 子 句 中 文字 的 数目 不 能 小 于 3， 也 没 要 求 子 句 不 能 重复 )。 显 
然 ，y 的 最 优 值 OPT(Cy) 王 2。 

如 果 我 们 实施 上 面 的 归 约 ， 将 2 个 工 换 成 ii,，…，,xzz， 并 增加 子 句 (zl 之 z)， 
(zz 之 Z3),…，Cz2l>Z)， 那 么 我 们 得 到 一 个 新 的 有 44 个 子 句 的 MAX3SAT 实例 R(y)。 
我 们 想 要 说 明 从 R(x) 的 任意 解 能够 恢复 y 相应 的 解 S(s)。 但 是 ，R(y) 的 最 优 解 * 满 
足 除了 一 个 子 句 以 外 的 所 有 46 个子 句 ， 最 优 解 为 :zl ,x2… ,zt 为 真 ，xet1 ,Xxe+2，… ,X21 为 
假 。 因 此 ， 所 有 的 子 句 〈zl),…,( 一 zz) 被 满足 ， 而 且 除 了 (zi=zerHl) 以 外 ， 所 有 形 如 
CGzi 字 Zi+l) 的 子 句 也 被 满足 ， 这 是 唯一 一 个 有 真 假设 却 得 到 假 结 果 的 子 句 。 显 然 我 们 不 
能 从 恢复 有 意义 的 y 的 解 S(s)。 

因此 ,“ 列 涵 的 环 ” 技 术 不 能 给 我 们 一 个 工 归 约 。 是 否 存 在 能 够 成 功 列 涵 的 其 他 更 加 
成 熟 的 图 呢 ? 让 我 们 从 确认 这 个 环 在 哪里 出 错开 始 : 存在 一 个 大 的 结 点 子 集 ( 即 zi， 
ZX2，"… ,XT1)， 有 一 条 边 离开 这 些 结 点 。 这 是 破坏 性 的 ， 因 为 它 转换 出 了 一 个 “ 作 商 的 ” 真 
值 指派 ， 这 个 真 值 指派 满足 除了 这 条 边 所 代表 的 蕴涵 以 外 的 所 有 子 句 。 能 够 避免 这 种 作 炊 
的 是 在 有 向 图 中 所 有 结 点 集合 都 有 “大 量 的 ” 边 离 开 它 们 一 一 与 集合 中 结 点 的 个 数 相 同 。 
我 们 将 此 进行 如 下 的 形式 化 : | 

定义 13.6 考虑 一 个 有 限 集合 X,， 一 个 有 向 图 G 二 (V,E)， 其 中 XCV。 我们 假设 
IV| 二 c. |X|， 其 中 c 是 常数 ， 除 了 XX 以 外 G 的 所 有 结 点 入 度 为 1、 出 度 为 2， 或 者 入 度 
为 2、 出 度 为 1。X 中 的 结 点 人 度 和 出 度 为 1]。 也 就 是 说 |E|<2c， |X|。 

如 果 下 面 的 条 件 成 立 ， 则 称 G 是 XX 的 放大 器 : 对 于 任意 子 集 SCV， 其 中 包含 ;三 


[XL 和 |x| 中 的 结 点 ，|ENSX(V 一 S)1,1EN(V 一 S) XS| 之 ;9 。 也 就 是 说 , 出、 入 5 的 


边 不 少 于 S 中 的 X 结 点 的 个 数 。 口 
假设 对 于 任意 X， 存 在 一 个 放大 器 G。 则 我 们 能 够 用 它 来 构造 一 个 一 般 化 的 “蕴涵 的 
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环 ”， 从 MAX3SAT 到 3-OCCURRENCE MAX3SAT 的 工 归 约 如 下 : 对 于 原 表达 式 的 每 
个 变量 ， 若 出 现 了 & 次 ， 则 我 们 将 变量 的 集合 X= 二 {x1，… ,zk) 用 最 多 cc 个 新 的 变量 , 通 
过 至 多 2ck 条 代表 蕴涵 关系 的 G 的 边 连 接 起 来 组 成 V。 我们 断言 最 终 的 构造 是 一 个 从 
MAX3SAT 到 3-OCCURRENCE MAX3SAT 的 工 归 约 。 

在 证 明 中 ， 首 先 注意 如 果 y 是 有 m 个 子 句 的 原始 实例 ， 则 R(y) 至 多 有 (2c 十 1) m 个 
子 句 ， 因 此 第 一 个 条 件 满足 a 二 2(2c 十 1) (我 们 能 够 满足 y 中 至 少 一 半 的 子 句 )。 更 重要 
的 是 ， 如 果 s 是 RC(y) 的 任意 一 个 解 ， 则 我 们 能 够 修改 它 使 得 对 于 y 的 每 个 变量 +， 所 有 
R(y) 中 工 的 & 个 备份 ， 以 及 V 中 所 有 额外 的 结 点 都 有 相同 的 真 值 一 一 zx 备份 中 的 大 部 
分 。 这 可 能 导致 x 的 |S| 个 备份 改变 值 ， 因 此 至 多 失去 |S| 个 在 R(y) 中 满足 的 子 句 。 但 是 
因为 放大 器 的 性 质 ， 我 们 知道 在 这 个 过 程 中 已 经 至 少 获得 了 |S| 个 子 句 (这 些 从 G 的 真 部 
分 到 假 部 分 的 蕴涵 )。 因 此 不 失 一 般 性 地 假设 在 R(y) 的 最 优 真 值 指 派 中 ， 每 个 变量 的 所 
有 备份 有 相同 的 真 值 ， 这 样 y 等 价 的 真 值 指派 能 够 容易 地 复原 。 两 种 指派 到 最 优 值 的 距离 
显然 一 样 。 

我 们 得 到 结论 ， 如 果 假 设 放大 器 存在 ， 则 我 们 就 能 够 证 明 3-OCCURRENCE MAX3SAT 
是 MAXSNP 完全 的 。 下 面 我 们 将 说 明 放 大 器 存在 。 再 一 次 ， 我 们 的 论证 不 是 构造 性 的 ， 
而 是 以 定理 11.6 的 那 种 证 明 方 式 。 首 先 我 们 定义 一 些 相关 的 概念 : 

定义 13.7 令 6>0。 一 个 X 的 6 扩张 器 是 一 个 图 G= 二 (X,E),， 其 中 |E|c |X|, 该 
图 有 如 下 性 质 : 对 于 每 个 大 小 为 * 的 子 集 SCX,， |ENMSX(V 一 S)| 宇 6|S|。 口 

从 5 扩张 器 ,我 们 能 够 构造 一 个 放大 器 。 但 是 仍然 有 几 个 问题 骂 待 解决 。 首 先 ， 只 有 


51S| 条 边 离开 S， 而 不 是 需要 的 |S| 。 但 是 这 能 够 通过 取 G 的 | 六 | 份 备份 达到 目标 。 其 次 ， 


不 能 保证 有 很 多 的 边 进入 S。 这 可 以 通过 增加 所 有 的 反 向 边 来 解决 ， 使 得 图 对 称 。 最 后 ， 
为 了 满足 人 度 和 出 度 的 限制 ， 对 于 每 个 出 度 为 & 之 2 的 结 点 zE XX， 我 们 在 V 中 增加 & 一 1 
个 新 的 结 点 ， 这 “分 散 ” 了 离开 zz 的 边 。 一 个 相似 的 构造 也 能 运用 在 入 度 上 。 得 到 的 图 就 


是 和 的 一 个 放大 器 ， 其 中 c= 任 -。 


因此 ， 下 面 的 结论 成 立 ， 即 存在 放大 器 : 

引 理 13. 2 ”对 于 任意 "之 2， 所 有 大 小 为 双 的 集合 X 对 于 某 个 6>0 有 一 个 9 扩张 器 。 

证 明 : 考虑 X 上 的 一 个 随机 函数 下 ， 一 个 所 有 出 度 为 1 的 随机 图 。 也 就 是 说 ， 对 于 每 
个 zEX， 我 们 等 概率 地 独立 选取 F(z) 为 任意 其 他 的 结 点 。 令 5 为 一 个 大 小 为 |S|=; 夺 


也 的 X 的 子 集 。 如 果 S 有 少 于 6s 个 外 向 的 边 〈 其 中 9 是 一 个 即将 确定 的 小 数 )， 我 们 称 S 


是 坏 的 。S 是 坏 的 概率 是 多 少 ? 
为 了 回答 这 个 问题 ， 暂 且 先 从 S 中 删除 外 向 边 的 源 。 剩 余 的 大 小 为 | T| 三 (1 一 60)15S| 
的 子 集 工 一 定 是 内 向 的 ， 也 就 是 说 ， 对 于 任意 结 点 zET， 我 们 有 FCz)ES。 对 于 了 工 中 的 


每 个 结 点 ， 其 映射 到 S 的 概率 是 二 ， 因 此 是 内 向 的 概率 最 多 为 (二) ”””。 因 此 存在 
S 的 内 向 子 集 T 的 概率 不 会 超过 这 个 数 ， 乘 以 容量 为 “1 一 8); 的 S 的 子 集 的 数目 ， 其 为 
(*)。 因 为 我 们 能 够 将 上 面 的 (”) 近 似 为 (他 ) ( 见 问题 13.4. 10)， 所 以 这 个 在 后 面 的 数 
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名 NS 2 NO Ns 

至 多 为 (地 ) 。 我 们 得 到 结论 : 容量 为 * 的 集合 S 是 坏 的 的 概率 不 大 于 (地) (过 )  。 
假设 现在 我 们 独立 地 取 X 上 的 个 随机 函数 ， 结 合 得 到 一 个 图 Fe 。 显 然 ，S 是 坏 的 的 
概率 被 该 表达 式 的 次 军 { 全 】 (二 ) ” 圈定 。 最后， 因为 存在 至 多 (全 ) 个 大 小 为 的 X 


ee Na /9 \ (Ok 
的 子 集 ， 所 以 期 望 大 小 为 * 的 在 Fi 中 的 所 有 坏 的 子 集 的 数目 至 多 为 ( 冬 ) (地 ) ( 立 ) 
选取 9 一 让 必 = 8,s 扩 于 7 经 过 计算 ， 我 们 得 到 结论 ，Fs 中 具有 少 于 证 条 外 向 边 的 XX 的 





子 集 平均 个 数 至 多 ( 去】 。 将 所 有 的 “加 起 来 ， 我 们 观察 到 期 望 的 在 Fs 中 的 坏 的 子 集 的 数 


目光 于 于 
因此 ， 如 果 我 们 在 X 上 独立 地 选取 8 个 随机 函数 形成 Fs ， 坏 的 子 集 的 期 望 数目 小 于 
1。 显 然 一 定 存在 这 么 一 个 尝试 ， 可 以 得 到 0 个 坏 子 集 (否则 期 望 至 少 为 1) 。 我 们 必须 得 


出 结论 : 存在 一 个 有 nn 个 结 点 且 出 度 为 8 的 图 ， 使 得 所 有 小 于 记 的 子 集 S 有 至 少 岂 | 条 出 


边 。 这 个 图 就 是 一 天 且 c=8 的 3 扩张 器 。 口 


不 幸 的 是 ， 这 个 结果 没有 给 我 们 任何 寻找 从 MAX3SAT 到 3-OCCURRENCE 
MAX3SATI 的 工 归 约 的 方法 。 因 为 尽管 我 们 知道 对 于 所 有 的 ?放大 器 存在 ， 因 此 构造 可 
行 ， 但 是 我 们 没有 描述 一 个 算法 可 以 在 logn 空间 内 产生 一 个 放大 器 (如 果 是 在 nlogn 空 
间 ， 我们 当然 可 以 尝试 所 有 可 能 的 图 直到 找到 放大 器 )。 引 理 13. 2 的 构造 形式 的 证 明 比较 
复杂 (参见 13. 4. 12 的 参考 文献 ) ; 

引 理 13. 2” 存在 一 个 算法 ， 给 定 一 元 表示 的 2， 在 logn 空间 内 为 一 个 大 小 为 的 集 


合 产生 一 个 放大 器 。 El 
根据 这 个 重要 的 事实 ， 我 们 的 主要 结果 如 下 : 
定理 13. 10 3-OCCURRENCE MAX3SAT 是 MAXSNP 完全 的 。 口 


根据 定理 13. 10， 我 们 能 够 说 明 几 个 其 他 的 MAXSNP 完全 的 结果 。 

定理 13. 11 下 面 的 问题 是 MAXSNP 完全 的 : 

(a) 4-DEGREE INDEPENDENT SET。 

(b) 4-DEGREE NODE COVER。 

(c) 5-OCCURRENCE MAX2SAT。 

(d) MAX NAESAT。 

(e) MAX-CUT。 

证 明 : 对 于 〈a)， 我 们 注意 在 定理 9.4 证 明 中 的 归 约 也 是 一 个 从 3-OCCURRENCE 
MAX3SAT 到 4-DEGREE INDEPENDENT SET 的 工 归 约 。L 归 约 的 性 质 是 显然 的 ， 因 
为 两 个 实例 中 的 最 优 值 是 相同 的 。 根 据 下 面 的 事实 ， 结 果 图 的 最 大 度数 是 4。 因 为 每 个 变 
量 最 多 出 现 3 次 ， 所 以 每 个 文字 最 多 有 两 个 相反 的 文字 出 现 。 唯 一 可 能 的 巧妙 之 处 是 现在 
可 能 存在 有 一 两 个 文字 的 子 句 ， 这 些 能 够 分 别 用 单个 结 点 或 者 边 来 表示 “与 三 角形 相反 ) 。 

将 4-DEGREE INDEPENDENT SET 归 约 到 4-DEGREE NODE COVER 是 显然 的 : 
R 部 分 是 恒等式 ，S 部 分 从 S 产生 V 一 S$ ( 见 定理 9. 4 的 推论 2) 。 归 约 是 一 个 工 归 约 《〈 尽 管 
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在 无 约束 问题 间 的 归 约 不 是 工 归 约 ， 见 例 13. 1) ， 因 为 最 优 值 都 是 与 结 点 个 数 线性 相关 。 
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从 4-DEGREE INDEPENDENT SET 到 5-OCCURRENCE MAX2SAT 的 世 归 约 ， 对 
于 每 个 结 点 我 们 有 一 个 变量 。 对 于 每 个 结 点 z+， 我 们 在 5-OCCURRENCE MAX2SAT 的 
实例 中 增加 子 句 (x)， 对 于 每 条 边 Lz,y]， 我 们 增加 子 句 (XV 一 y)。 这 完成 了 5-OC- 
CURRENCE MAX2SAT 实例 的 构造 。 很 容易 看 出 可 以 假设 最 优 真 值 指 派 满足 所 有 边 的 子 句 
(因为 如 果 不 是 这 样 ， 那么 将 一 个 结 点 设 为 假 不 会 减少 满足 的 子 句 数目 )。 因 此 满足 的 子 句 的 
最 优 数 目 等 于 最 大 独立 集 的 数目 加 上 |E|， 而 |E| 是 一 个 最 大 独立 集 的 常数 倍 ， 见 例 13. 1。 

我 们 能 够 通过 在 说 明 NAESAT 是 NP 完全 (定理 9.3) 中 使 用 到 的 相同 的 归 约 ,将 
MAX2SAT. 归 约 到 MAX NAESAT (3SAT 的 不 全 相等 版 本 的 最 大 化 问题 ): 我 们 在 每 个 
子 句 中 增加 一 个 新 的 文字 z。 两 个 实例 中 的 最 优 值 相同 ， 因 此 我 们 得 到 了 一 个 L 归 约 。 最 
后 ， 在 定理 9.5 证 明 中 的 从 NAESAT 到 MAX-CUT 的 归 约 是 一 个 L 归 约 。 口 


13.3 不 可 近似 性 


我 们 已 经 认为 MAXSNP 完全 问题 是 否 存在 多 项 式 时 间 近 似 方案 与 P 三 NP 问题 相似 。 
巧合 的 是 ， 这 种 相似 性 有 比 任何 人 所 预料 的 更 深刻 之 处 最近 一 系列 深刻 惊人 的 结果 说 明 
两 个 问题 是 等 价 的 : MAXSNP 完全 问题 有 多 项 式 时 间 近 似 方案 当 且 仅 当 P= 二 NP 一 一 很 自 
然 地 ， 这 是 一 个 很 强 的 负面 结果 ,我们 本 希望 可 近似 性 ， 但 却 缺少 P 关 NP 的 证 明 。 将 可 
近似 性 与 P 三 NP 问题 关联 起 来 需要 开发 一 种 非常 有 趣 的 NP 的 另 一 种 刻画 ， 该 刻画 从 一 
种 更 加 适合 讨论 可 近似 性 的 角度 来 观察 这 类 问题 ， 而 不 是 目前 精确 的 、 严 格 的 计算 角度 。 
我 们 下 面 将 讨论 这 个 迷人 的 结论 。 

弱 检 验 者 

令 工 是 语言 ，M 是 图 灵机 。 如 果 工 能够 写成 下 面 的 形式 ， 我 们 称 M 是 工 的 一 个 检 
验 者 : 





LL 二 {xz:;(Xx,y) € R, 对 于 某 些 y} 

其 中 尺 是 由 M 判定 的 多 项 式 平衡 关系 。 根 据 性 质 9. 1, 语言 在 NP 中 ， 当 且 仅 当 它 有 一 
个 多 项 式 时 间 的 检验 者 。 后 来 发 现 ，M 是 多 项 式 时 间 的 要 求 能 够 被 放宽 : 

性 质 13. 4 (Cook 定理 ， 弱 检验 者 版 本 ) 语言 L 在 NP 中 ， 当 且 仅 当 它 有 一 个 确定 性 
的 对 数 空间 检验 者 。 

证 明 : 因为 SAT 是 NP 完全 的 ， 所 以 存在 一 个 从 LL 到 SAT 的 归 约 下 。 现 在 定义 (x,y) € 
RR 当 且 仅 当 y 二 F(x); zx， 其 中 zz 是 一 个 布尔 表达 式 .F(z) 的 满足 的 真 值 指派 。 显 然 zxEL 当 
且 仅 当 存 在 y 使 得 (x,y) ER。 而 且 ，(x,y) ER 是 否 成 立 能 够 在 对 数 空间 被 判定 : 计算 
F(z) 的 机 器 一 位 一 位 地 比较 其 输出 和 y。 在 对 数 空间 判断 z 是 否 满足 F(z) 是 很 平凡 的 。 口 

因此 NP 检验 者 的 复杂 性 能 够 从 多 项 式 时 间 减 少 到 对 数 空间 。 它 能 够 减少 到 什么 程度 呢 ? 
本 节 的 重要 结果 是 令 人 惊奇 的 NP 的 弱 检 验 者 。 

定义 13.8 我们 的 新 检验 者 是 一 个 随机 机 器 ， 在 检验 (zx,y) ER 是 否 成 立时 , 只 需要 
使 用 O(log|x|) 个 随机 位 。 而且 ， 尽管 检验 者 能 够 完全 访问 输入 zx， 但 是 它 对 凭据 y 的 访 
问 限制 很 多 : 它 只 检查 y 的 常数 位 。 机 器 工作 如 下 : 对 于 输入 并， 对 于 某 个 < 之 0 有 随机 位 
字符 串 rE {0,1)ldos 17z11， 检 验 者 计算 一 个 有 限 的 整数 集合 Q(x,7) 二 {二 ,…, 计 )， 其 中 上 
是 一 个 固定 整数 ,i 最 多 为 |y|= 二 pl(|x|)。 然 后 y 的 第 i 个 符号 被 找到 并 写 在 检验 者 的 一 
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个 字符 串 上 ，7 一 1,…,&。y 的 其 他 部 分 就 不 再 需要 了 了。 最后， 检验 者 根据 z、r 和 yi … 
yi 运行 一 个 多 项 式 时 间 计 算 。 检 验 者 的 所 有 计算 结果 返回 “yes” 或 者 “no”。 

我 们 称 这 种 机 器 是 一 个 (logn,1) 限制 检验 者 ， 以 此 表明 两 个 重要 的 资源 限制 : O(logn) 
随机 位 ， 以 及 常数 O(1) ， 即 访问 步骤 的 数目 。 如 果 对 于 每 个 输入 x 和 凭据 y， 下 面 的 论据 
成 立 ， 则 我 们 称 一 个 (logn,1) 限制 检验 者 判定 一 个 关系 R: 如 果 (zx,y) ER， 则 对 于 所 


有 随机 字符 串 ， 检 验 者 以 “yes” 结 束 。 但 如 果 (z,y)E&R， 则 至 少 有 六 个 随机 字符 串 ， 检 


验 者 以 “no” 结 束 。 换 句 话 说， 存在 一 定 限制 比例 的 假 正 ， 但 是 没有 假 负 。e 口 
上 面 提 到 的 NP 的 新 奇 刻 画 如 下 : 
定理 13. 12 ”语言 工 在 NP 中 ， 当 且 仅 当 其 有 一 个 (logn,1) 限制 检验 者 。 口 ] 


定理 13. 12 的 独创 性 证 明 包 含 了 很 多 最 近 几 年 开发 出 的 思想 和 技术 。 详 情 见 20. 2. 16 
和 20. 2. 17。 

不 可 近似 性 结果 

通过 定理 13. 12 能 够 得 到 很 多 直接 和 重要 的 最 优化 问题 的 可 近似 性 结果 

定理 13. 13 对 于 MAX3SAT， 如 果 存 在 一 个 多 项 式 时 间 近 似 方 案 ， 则 P= NP。 

证 明 : 令 LENP， 并 且 令 V 为 定理 13. 12 中 所 论述 的 判定 关系 RR 的 (logn,1) 限制 检 
验 者 ，V 使 用 clogn 个 随机 位 和 aq 个 访问 ,，d 和 c 是 正常 数 。 不 失 一 般 性 地 假设 ， 如 果 
(Xz,y)ER, 则 xz; yE10,1)* 且 |zx;y| 二 |z1*。 现 在 假设 对 于 MAX3SAT， 存 在 一 个 多 项 
式 时 间 近 似 方案 ， 它 在 多 项 式 时 间 p(n) 内 取得 近似 比 s 盖 0。 根据 这 点 ， 我 们 将 设计 出 
一 个 判定 工 的 多 项 式 时 间 算 法 。 

假设 我 们 希望 判定 zxEL 是 否 成 立 ， 其 中 |z| 二 n。 令 rE10,1)doe*， 考虑 被 这 个 随机 
选择 序列 影响 的 V 的 计算 。 我 们 希望 构造 一 个 布尔 表达 式 来 表示 计算 以 “yes” 结 束 的 事 
实 。 在 这 个 计算 过 程 中 , V 将 访问 y 的 4 位 ， 称 为 yi; (7),…,yi,(r)。 除 了 y 的 这 些 位 外 ， 
V 的 计算 的 所 有 其 他 方面 或 者 随机 选择 ~ 都 完全 被 确定 了 。 因 此 计算 产生 一 个 布尔 函数 ， 
这 d 位 是 其 中 的 布尔 变量 ， 这 能 够 表示 成 一 个 电路 C; 。 我 们 知道 ( 见 性 质 4. 3 的 证 明 ) 
C; 中 门 的 数目 最 多 为 常数 K 二 224 。 反 过 来 ，C; 能 够 被 表示 成 一 个 有 K 个 或 者 更 少子 句 的 

合 ， 记 为 内 ( 见 从 CIRCUIT SAT 到 SAT 的 归 约 ， 例 8. 3 )。 注 意 ， 无论 我 们 如 何 设置 
变量 yi (7),… ,yi,(r) 的 值 ， 除 了 一 个 子 句 外 ， 其 他 的 子 句 都 能 被 满足 。 只 有 某 些 特定 的 
变量 设 定 能 够 满足 最 后 一 个 子 句 〈 这 个 子 句 表 示 计 算 的 输出 为 “yes”) 。 

重复 所 有 2som 一 和 可 能 的 V 的 随机 选择 序列 ， 我 们 得 到 一 个 最 多 有 Kn: 个 子 句 的 集 
合 ， 其 中 的 各 个 子 句 群 只 共享 w (r) 个 变量 。 根 据 检验 者 接受 的 定义 ， 我 们 知道 如 下 的 
论据 成 立 : 如 果 zE 工 ， 则 存在 一 个 真 值 指派 (也 就 是 zz 的 一 个 凭据 y， 以 及 不 同 电路 C; 
的 门 值 ) 满 足 所 有 子 句 。 如 果 zx L， 任 意 真 值 指派 一 定 会 在 至 少 一 半 的 群 中 失去 一 个 子 


句 。 也 就 是 说 ， 至 少 去 的 子 句 一 定 是 没有 被 满足 的 。 





虽 我 们 的 目标 是 为 了 提供 另 一 种 NP 的 刻画 ， 这 种 刻画 使 我 们 避免 僵化 的 传统 观点 ,创立 一 个 适合 学 习 可 近似 性 
的 框架 。 在 这 种 视角 下 ， 随 机 成 为 一 个 最 重要 的 部 分 ， 假 正 的 概率 提供 了 一 种 必要 的 “不 精确 ”， 这 种 “不 精 
确 ” 在 传统 的 NP 表述 中 是 缺失 的 。 根 据 MAXSNP。 的 定义 ( 见 定义 13. 5) ， 其 中 不 是 严格 要 求 $ 对 于 所 有 
元 组 都 成 立 ， 而 是 使 y 成 立 的 集合 S 中 元 组 的 数目 最 大 化 。 能够 说 明 这 两 个 策略 实际 是 等 价 的 ( 见 问 
题 13. 4. 13) 。 
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这 里 我 们 假设 的 对 于 MAX3SAT 存在 多 项 式 时 间 近 似 方案 开始 发 挥 作用 。 我 们 将 这 
个 方案 应 用 在 构造 的 子 句 集合 中 ， 其 中 一 让 一 需要 的 时 间 是 Pp 赤 (Kn)， 是 关于 nn 的 


多 项 式 。 如 果 这 个 方案 返回 一 个 能 够 满足 多 于 1 一 3 去 子 句 的 真 值 指 ， 则 我 们 知道 zxE 工 
OR oe 否则 ， 因 为 返回 的 真 值 指 派 能 够 保 
证 与 最 优 值 之 间 的 误差 在 1 元 六 内 ， 所 以 我 们 知道 不 存在 满足 所 有 子 句 的 真 值 指派 ， 因 此 x & 


L 注意 与 TSP 的 不 可 近似 性 定理 13.4 的 证 明 中 的 论证 相似 ) 。 证 明 完 毕 。 
因为 MAX3SAT 在 MAXSNP 中 ， 所 以 我 们 得 到 结论 不 存在 MAXSNP 完全 问题 有 多 
项 式 时 间 近 似 方案 ， 除 非 P 二 NP: 
推论 1 除非 一 NP， 否则 下 面 的 问题 都 没有 多 项 式 时 间 近 似 方 案 : MAX3SAT 、MAX- 
NAESAT 、MAX2SAT 、4-DEGREE INDEPENDENT SET、NODE COVER 和 MAX-CUT。 口 
查看 更 多 关于 这 方面 结果 的 文献 。 对 于 没有 限制 的 INDEPENDENT SET 问题 ， 我 们 
结合 定理 13. 13 和 定理 13. 6 得 到 更 令 人 震惊 的 结果 : 
推论 2 除非 了 二 NP， 否则 INDEPENDENT SET 和 CLIQUE 的 近似 阅 值 是 1。 口 


13.4 注解 、 参 考 文献 和 问题 


13. 4. 1 问题 : (a) 说 明 NODE COVER 应 用 贪心 启发 式 算法 ( 见 13. 1 节 ) 不 会 得 到 一 个 好 过 lnn 
倍 的 最 优 值 的 解 。 

(b) 寻找 图 族 ， 在 图 中 lnn 的 边界 值 无 限 地 接近 。 

(c) NODE COVER 是 SET COVER 的 特例 〈 见 定理 9. 9 的 推论 ) 。 为 什么 ? 一 般 化 贪心 启发 式 算法 














到 SET COVER, 说 明 其 有 相同 的 最 坏 比 例 。 这 些 结果 来 自 
© D.S.Johnson. “Approximation algorithms for combinatorial probelms,” J.CSS, 9, pp. 256- 
278，1974. 


这 是 第 一 个 关于 NP 完全 问题 的 可 近似 性 方面 的 系统 工作 。 对 于 〈c) 中 的 一 般 化 ， 参 见 
Oo V. Chvatal. “A greedy heuristic for the set cover problem,” math. of operations research 4, pp. 233-235, 
1979. 

已 经 说 明 SET COVER 的 可 近似 性 能 达到 1 (实际 上 ， 除 非 了 一 NP， 否 则 最 好 的 可 能 比例 是 8(logn))， 
参见 

oC. Lund and M. Yannakakis. “On the hardness of approximating minimization problems,” Proc. 25ith 

ACM Symp. onithe Theory of Computing, pp. 286-295, 1993. 

13.4.2 问题 : 参见 问题 9. 5. 31 中 伪 多 项 式 算法 的 形式 化 讨论 。 假 设 一 个 强 NP 完全 最 优 问题 有 如 
下 性 质 : 对 于 任意 输入 工 ， 最 优 花费 最 多 为 pLNUM(z))，p(n) 为 某 多 项 式 〈 注 意 在 本 书 中 ， 我 们 目前 
为 止 看 到 的 所 有 问题 都 满足 这 个 性 质 ，NUM(z) 按照 字面 意思 理解 ) 。 

说 明 这 样 的 问题 有 全 多 项 式 时 间 近 似 方案 当 且 仅 当 P= 二 NP。 

13. 4.3 问题 : 参见 BIN PACKING 问题 (定理 9. 11) ， 其 最 小 化 版 本 寻找 可 能 的 最 小 的 箱子 数目 。 
说 明 BIN PACKING 的 近似 阔 值 至 少 是 方 (考虑 需要 的 箱子 数目 是 2 还 是 3 的 问题 ， 参 见 问题 9. 5. 33 中 
说 明 是 NP 完全 的 PARTITION 问题 ) 。 

13.4.4 渐 近 近似 ”前面 的 问题 存在 某 些 令 人 失望 的 负面 的 可 近似 性 结果 : 它 只 对 于 非常 小 的 箱子 
数目 成 立 。 虽 然 我 们 知道 ，BIN PACKING 可 能 存在 一 个 多 项 式 时 间 启 发 式 算法 ， 但 其 总 是 在 与 最 优 值 

一 个 箱子 的 范围 内 ! 
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显然 我 们 需要 相关 的 定义 : 我 们 称 启发 式 策 略 M 是 一 个 渐 近 s 近似 算法 ， 如果 存 在 一 个 常数 6 二 0 使 

得 对 于 所 有 的 实例 工 
|cCMCz)) 一 OPT(Cz) | 寺 e». max{OPT(x), c(M(z))}+o6 

渐 近 近似 阅 值 又 是 所 有 存在 一 个 渐 近 。 近似 算法 的 e 的 下 限 中 的 较 大 者 。 如 果 渐 近 近 似 阔 值 是 0， 我 们 称 
该 问题 有 一 个 渐 近 多 项 式 时 间 近 似 方案 。 

(a) 考虑 一 个 优化 问题 A (最 大 化 目标 氏 ， 或 者 最 小 化 预算 B)， 问 题 A 的 特殊 场合 ， 其 中 目标 (或 
者 预算 ) 是 被 常数 c 所 限制 。 我们 称 这 个 特殊 场合 为 A 的 常数 限制 。 下 述 问题 中 哪些 有 多 项 式 时间 能 够 
解决 的 常数 限制 场合 ， 哪 些 在 常数 限制 场合 仍然 是 NP 完全 的 ? 

TSP、 MINIMUM COLORING. MAX-CUT、 BIN PACKING、KNAPSACK。 

(b) 证 明 : 如 果 一 个 问题 的 所 有 常数 限制 是 多 项 式 时 间 能 够 解决 的 ， 则 其 渐 近 近似 阅 值 与 原始 的 近 
似 阔 值 一 致 

13. 4.5 问题 : 问题 13. 4. 3 明确 BIN PACKING 的 近似 阔 值 至 少 为 二 ， 但 是 没有 告诉 我 们 其 渐 近 近 


似 阔 值 ， 这 是 值得 商 梭 的 更 加 有 趣 的 量 。 
考虑 下 面 的 “第 一 个 满足 ”的 启发 式 算 法 ， 其 中 个 项 是 al,…,a,， 容 量 是 C 
初始 化 n 个 箱子 为 空 ，B[j] :二 0,j 二 1,"…* sn。 
对 于 ;一 1,…，,: 
找到 最 小 的 了 满足 号 [ 门 十 ai 和 C， 设 置 B[ 门 :一 B[ 门 十 ai 
(a) 说 明 第 一 个 满足 的 启发 式 算 法 使 至 多 一 个 箱子 装 了 少 于 一 半 。 


(b) 推断 BIN PACKING 的 渐 近 近似 阔 值 至 少 为 二。 


13. 4.6 问题 : 但 我 们 能 够 做 得 更 好 。BIN PACKING 是 有 多 项 式 时 间 的 渐 近 近似 方案 的 强 NP 完全 
问题 的 一 个 例子 。 


固定 任意 s>0， 且 令 QL eC | 为 “量子 大 小 "。 将 每 个 项 ai 将 换 为 量 a1 一 | 各。 注意 每 个 项 的 值 现 


在 必定 是 “标准 化 ” 值 1,2,…, 之 一 ,其 中 k=O( 革 )。 


模式 是 一 个 总 计 为 或 者 更 少 的 已 排序 的 正 整 数 序 列 。 比 如 ,如果 二 4,， 则 (1,1,2) 和 (3) 是 模 
式 。 对 于 二 4， 存 在 12 个 不 同 的 模式 : {(),(1),(1,1),(1,1,1),(1,1,1,1),(1,1,2)，(1,2),(1,3)，(2)， 
(2,2),(3),(4)}。 通 常 模式 的 数 日 是 一 个 取决 于 (指数 关系 )& 的 固定 的 数 P。 

(a) 用 一 个 关于 非 负 整数 变量 z1…，zp 的 等 式 集合 来 表示 项 a 必须 装 到 m 个 容量 为 & 的 箱子 中 ， 
其 中 z; 的 字面 意思 是 根据 第 j 个 模式 ，m 个 箱子 有 多 少 是 装 满 的 。 

(b) 根据 常数 个 变量 的 INTEGER PROGRAMMING 能 够 在 多 项 式 时 间 解 决 这 个 事实 ( 见 9.5.34 的 
讨论 ), 证 明 BIN PACKING 存在 一 个 渐 近 多 项 式 时 间 近 似 方 案 。 

查看 下 面 的 资料 以 了 解 BIN PACKING 更 好 的 近似 算法 。 

© N. Karmarkar and R. M. Karp. “An efficient approximation scheme for the one-dimensional bin-packing 

problem,” Proc. 23rd IEEE Symp. onithe Foundations of Computer Science, pp. 312-320，1982. 

13. 4.7 问题 : 说 明 MINIMUM UNDIRECTED KERNEL 问题 ( 见 问题 9. 5.10 (g)) 有 近似 阔 值 
1。( 修 改 在 NP 完全 证 明 中 使 用 到 的 归 约 )。 

13.4.8 问题 : 假设 在 TSP 实例 中 ， 距 离 满足 三 角 不 等 式 dz 三 di 十 dx 。 对 于 这 个 TSP 特殊 场合 的 
近似 算法 ,根据 下 面 的 想法 : 我 们 找到 城市 的 最 小 生成 树 ( 见 问题 9. 5. 13) 。 取 我 们 得 到 的 连通 图 中 树 
的 边 两 次 ， 因 此 所 有 度数 是 偶数 。 这 个 图 称 为 欧 拉 图 。 

(a) 说 明 一 个 欧 拉 图 (可 能 有 重 边 ) 有 一 个 环 ， 该 环 访问 了 所 有 边 一 次 (每 个 结 点 可 能 访问 多 于 一 次 )。 

(b) 说 明 在 TSP 的 实例 中 ， 如 果 我 们 有 一 个 总 花费 为 的 欧 拉 图 ， 则 我 们 能 够 找到 一 个 花费 为 K 
或 者 更 好 的 回路 。 
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(c) 说 明 满足 三 角 不 等 式 的 TSP 问题 存在 一 个 多 项 式 时 间 启 发 式 算法 能 够 得 到 最 多 为 两 倍 最 优 值 的 


解 。( 如 何 比较 最 小 生成 树 和 最 优 回路 ?) 


存在 一 个 更 加 成 熟 的 忆 近 似 启 发 式 算法 S ， 它 基于 最 小 生成 树 的 奇 度数 结 点 的 最 小 匹配 : 


Oo N. Christofides. “Worst-case analysis of a new heuristic for the traveling salesman problem,” techni- 
cal report GSIA, Carnegie-Mellon Univ. , 1976. 

这 是 目前 所 知 的 满足 三 角 不 等 式 的 TSP 问题 最 好 的 启发 式 算法 。 

假设 TSP 实例 中 的 所 有 距离 都 是 1 或 者 2。 我 们 希望 证 明 该 TSP 的 特例 是 MAXSNP 完全 的 。 首 要 的 
困难 是 : 为 什么 该 TSP 的 特例 是 MAXSNP 的 ? 

结果 显示 任何 近似 阅 值 严格 小 于 1 的 优化 问题 是 在 MAXSNP 中 ! 换 句 话说 ，MAXSNP 就 是 所 有 近似 
阅 值 严格 小 于 1 的 优化 问题 的 集合 (这 个 结果 是 Madhu Sudan 和 Umesh Vazirani 在 1993 年 告诉 我 的 )。 
为 了 说 明 距离 为 1 或 2 的 TSP 问题 , 我 们 将 其 工 归 约 到 MAXSAT。 给 定 一 个 有 个 城市 的 TSP 实例 ， 
我 们 知道 最 优 值 在 "一 2” 之 间 。 因 为 判断 这 个 TSP 问题 实例 的 最 优 值 是 否 最 多 为 给 定 的 整数 是 在 NP 
中 的 问题 ， 对 于 每 个 n~2n 之 间 的 有 &， 我 们 能 够 产生 一 个 布尔 表达 式 办 ， 使 得 1) 如 果 最 优 值 最 多 为 & 
cx 个 $4 的 子 句 能 够 被 满足 ; 2) 否则 ， 所 有 ci 十 1 的 子 句 能 够 被 满足 。 因此，MAXSAT 实例 的 最 优 值 将 


2n 
这 些 子 句 结合 得 到 > cx 十 ,其 中 :是 回路 长 度 的 最 优 值 。 


k= 


(d) 说 明 这 个 TSP 的 特例 是 MAXSNP 完全 的 。 
当 所 有 的 距离 是 1 或 2 时 ， 三 角 不 等 式 仍然 满足 (为 什么 )， 因 此 Christofides 启发 式 算法 仍然 是 过 


近似 。 但 是 对 于 1 一 2 特例 ， 存在 一 个 多 项 式 的 二 近似 算法 (这 是 目前 所 知 最 好 的 算法 ): 


oC. H. Papadimitriou and M. Yannakakis. “The traveling salesman problem with distances one and 
two,” Math. of Operations Research, 18, 1, pp. 1-12, 1993. 

部 分 (d) 也 在 这 里 证 明 。 

偶然 地 ， 对 于 TSP 的 非 对 称 一 般 化， 其 中 ;不 需要 等 于 dj;， 但 是 三 角 不 等 式 仍然 成 立 ， 目 前 没有 
多 项 式 时 间 启 发 式 算法 能 够 得 到 常数 比例 。 

13.4.9 问题 : (a) 证 明 STEINER TREE 问题 是 MAXSNP 完全 的 即使 所 有 的 距离 是 1 或 者 2。 

(b) 考虑 如 下 的 满足 三 角 不 等 式 的 STEINER TREE 问题 的 启发 式 策略 : 首先 ， 找 到 图 中 结 点 之 间 
的 最 短 距离 。 然 后 ， 把 前 面 得 出 的 两 点 之 间 最 短路 径 长 度 当 作 两 点 间距 离 ， 计 算 新 的 强制 性 结 点 中 的 最 
小 生成 树 。 最 后 通过 将 最 短 生成 树 中 所 有 最 短 的 路 径 组 合 起 来 ， 建 立 一 个 Steiner 树 。 说 明 算 法 不 会 返回 


一 个 花费 大 于 最 优 值 两 倍 的 Steiner 树 。 因 此 满足 三 角 不 等 式 的 STEINER TREE 的 近似 阔 值 最 多 为 村。 
上 面 所 述 的 启发 式 算法 来 自 


oL. Kou, G. Markowsky, and L. Berman. “A fast algorithm for Steiner trees,” Acta Informatica, 
15, pp. 141-145, 1981. 


最 近 ， 满 足 三 角 不 等 式 的 STEINER TREE 的 近似 阐 值 已 经 证 明 至 多 为 广 : 


oA. Z. Zelikowski. “An 是 -approximation algorithm for the network Steiner problem,” Algorithmi- 


ca, 9,， 5, pp. 463-470, 1993. 
13. 4. 10 ”博士 论文 
OV. Kann. Onthe Approximability of NP-complete Optimization Problems, Royal Institute of Tech- 


名 ”按照 定义 13. 1， 近 似 比 应 该 是 1/3。 一 一 译 者 注 
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nology，Stockholm，Sweden，1991. 
包含 1991 年 前 后 对 可 近似 性 结果 的 综述 ， 和 优化 问题 及 其 可 近似 性 状况 的 广泛 的 列表 。 


13.4. 11 问题 : 使 用 Stirling 近似 公式 nl 之 V377 ( 刀 ) 来 说 明 "< (至 ) 。 
13. 4. 12 引 理 13. 2 的 最 新 最 简单 的 证 明 来 自 


0 O. Gabber and Z. Galil. “Explicit construction of linear-sized superconcentrators”, J.CSS 22, 407- 
420，1981. 


13. 4. 13 ”问题 (a) 说 明 除 非 了 二 NP， 否则 MINIMUM COLORING 的 近似 阔 值 不 会 小 于 于 ( 见 判 
断 最 小 颜色 数 是 3 或 者 4 是否 成 立 是 NP 完全 的 ， 定理 9. 8) 。 

(b) 说 明 MINIMUM COLORING 的 渐 近 近似 阔 值 不 可 能 小 于 十 〈 将 每 个 结 点 蔡 换 成 一 个 大 的 团 )。 

(c) 你 能 够 进一步 放大 〈b) 的 构造 来 说 明 ， 除 非 了 一 NP， 和 否则 MINIMUM COLORING 的 渐 近 近似 
阔 值 不 可 能 小 于 坪 ? 


(c) 部 分 的 证 明 见 
o M. R. Garey and D. S. Johnson. “The complexity of near-optimal graph coloring,” J. ACM, 23, 
pp. 43-49, 1976. 

在 13. 4. 1 中 引用 的 Lund 和 Yannakakis 的 论文 证 明 ，MINIMUM COLORING 的 近似 阔 值 是 1 之前， 
这 是 关于 这 个 重要 问题 的 最 强 的 负面 结果 。 

13. 4. 14 MAXSNP 和 弱 检 验 者 ”我 们 已 经 能 够 以 (logn,1) 限制 检验 者 的 方式 定义 优化 问题 MAXS- 
NP， 而 不 是 以 逻辑 表达 式 的 方式 〈 见 定理 13. 12) 。 

令 后 ,外 , 司 过 0， 并 且 令 了 为 一 个 多 项 式 时 间 可 计算 函数 ， 它 定义 在 每 个 字符 串 x 和 字符 串 > 上 ， 其 
中 |z| 王 如 loglz| ， 一 个 局 个 数值 f(z,r) 的 集合 ， 这 些 函 数值 在 1…|zls 的 范围 内 , 令 M 为 3 个 输入 
的 多 项 式 时 间 图 灵机 。 现 在 定义 这 个 最 优化 问题 为 : 

“给 定 +， 找到 长 度 为 | rl“ 的 字符 串 >， 使 字符 串 ~ 的 数目 达到 最 大 化 ， 满 足 MCzyr',y|rzrnp ) 一 
“yes”， 其 中 |r| 二 kzlog|z|。” 

令 MAXPCPS 为 这 种 形式 的 所 有 优化 问题 的 类 。 

(a) 说 明 MAXSNPCMAXPCP。( 对 于 MAXSNP。 的 每 个 以 表达 式 $， 计算 的 函数 f 定义 的 问题 ， 对 
于 每 个 输入 关系 G 和 一 阶 变量 的 值 ， 关 系 S 中 有 限 多 个 位 置 ， 我们 都 需要 查看 和 判定 $。 如 果 问 题 不 在 
MAXSNP。 中 又 怎么 样 呢 ?) 

(b) 说 明 MAXPCPCMAXSNP。( 技 巧 要 点 是 为 每 个 J/，M 和 输入 zx 定义 正确 的 输入 关系 G。G 有 
KK 一 十 kz 十 hi，。ks 个 参数 ; 我 们 写成 GCm se yrs ;sb jj1h "jh ))。 有 一 个 范围 位 于 
0…|z| 一 1 中 的 整数 的 K 元 组 与 G 相关 联 ， 如 果 满 足 如 下 〈a)(b) 两 个 条 件 : (a) f(z,r) 的 第 i 个 元 素 
是 ja…jx,， 它 们 是 |z| 进 制 的 整数 ， 其 中 + 是 由 的 二 进 制 表示 拼写 的 比特 字符 串 ; 且 〈b) 如 果 对 于 所 
有 的 i， 对 应 于 f(z,r) 的 第 i 个 元 素 的 y 的 位 等 于 65， 则 M(z,r,y| rzp ) 二 “yes”。 男 一 方面 ， 关系 S 编码 
为 y( 即 它 包含 所 有 对 应 y 的 1 位 的 元 组 )。 写 下 一 个 简单 的 表达 式 $,， 它 表示 “M(xzyr;,y|jyrn ) 一 
13.4. 15 MAXSNP 的 定义 和 13. 11 的 定理 13.8 来 自 
oC. H. Papadimitriou and M. Yannakakis. “Optimization, approximation, and complexity classes,” 

Proc, 20th ACM Symp. onthe Theory of Computing, pp. 229-234,，1988; 及 J.CSS 1991. 

13.4.16 定理 13.12 和 定理 13. 13 的 证 明 来 自 


昌 ”PCP 代表 “概率 性 可 检查 证 明 ”。PCP (logn，1) 在 13.4.15 引 用 的 论文 中 定义 为 有 (logn，1) 限制 检验 者 的 
所 有 语言 的 类 一 一 也 就 是 说 ，NP 类 。 这 个 问题 的 目的 是 找到 这 个 概念 和 MAXSNP 之 间 的 紧密 联系 。 
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OS. Arora, C. Lund, R. Motwani, M. Sudan, and M. Szegedy. “Proof verification and hardness of 
approximation problems”, Proc. 33rd IEEE Symp. on the Foundations of Computer Science, 
pp, 14-23, 1992. 
定理 13. 12 的 证 明 是 在 复杂 性 理论 的 若干 研究 中 的 热点 。 最 直接 地 ， 它 基于 一 个 稍 弱 的 结论 一 一 即 
NP 有 一 个 (logn, (loglogn)*) 限制 检验 者 ， 而 非 (logn,1) 限制 检验 者 ， 这 足以 证 明定 理 13. 13 的 推论 
2 一 一 这 个 结果 比 前 文 的 结果 早 几 个 星期 ， 并且 发 表 在 相同 的 会 议 上 
©S, Arora, S. Safra, “Probabilistic checking of proo{fs,” Proc. 33rd IEEE Symp. on the Founda- 
tions of Computer Science, pp. 2-13, 1992. 
进一步 了 解 导致 这 个 卓越 结果 的 发 展 ， 参 见 问题 20. 2. 16 和 问题 20. 2.17， 以 及 下 面 的 “NP 完全 


专栏 
oD. S. Johnson. “The tale of the second prover,” J. of Algorithms 13, pp. 502-524, 1992. 


| 第 14 章 


Computational Complexity 


关于 PP 和 NP 





本 章 的 结果 是 解决 P 二 UP 问题 的 第 一 步 ? 我 们 征服 空间 的 第 一 步 击 破 就 是 这 个 热气 
球 吗 ? 这 是 评估 和 远景 的 问题 。 


14. 1 NP 的 地 图 


NP 完全 性 在 NP 分 类 问题 中 的 作用 不 能 低估 。 然 而 ， 曾 经 遇 到 一 个 抵御 这 种 分 类 的 
问题 : 经 过 很 多 努力 ， 既 没有 多 项 式 时 间 算 法 也 没有 NP 完全 性 的 证 明 出 现 。12. 2 节 中 的 
GRAPH ISMMORPHISM 问题 是 经 常 提 及 的 例子 ， 但 它 不 是 唯一 的 一 个 。 某 些 我 们 已 经 
提 及 的 “语义 ”类 问题 也 不 能 纳入 此 种 分 类 。 问 题 自 然 地 提出 : NP 里 是 否 有 问题 ， 它 既 
不 是 在 P 内 也 不 在 NP 完全 内 ? 

迄今 为 止 ， 我 们 知道 了 不 能 等 于 NP， 如 果真 是 这 样 ， 那 就 无 意义 了 。 每 个 在 NP 里 
的 将 既是 多 项 式 时 间 可 计算 的 又 是 NP 完全 的 〈 如 果 我 们 允许 略微 推广 归 约 的 概念 ， 多 项 
式 时 间 归 约 代替 标准 的 对 数 空间 归 约 就 得 到 后 者 )。 这 不 大 可 能 的 情况 如 图 14. 1c 所 示 。 
另外 一 方面 ， 可 能 P 关 NP 情况 看 上 去 像 图 14. 1a。 或 者 如 图 14. 1b 所 示 ， 可 以 将 NP 内 问 
题 干净 地 分 为 要 么 NP 完全 要 么 就 是 P 的 ? 后 面 的 结果 说 明 图 14. 1b 不 可 能 : 这 世界 不 是 
图 14. 1a 就 是 图 14. 1c. 不 过 ， 能 从 三 个 选项 中 去 除 一 个 也 是 个 不 错 的 开端 。 

定理 14. 1 如 果 P 了 冯 NP， 则 存在 一 个 NP NP 
既 不 是 NP 也 不 是 NP 完全 的 语言 。 

证 明 : 我 们 假设 一 个 多 项 式 时 间 界 的 NP 完全 的 
图 灵机 的 枚 举 为 Mi ,Ms ,…，( 每 一 个 有 一 Np 
个 多 项 式 “ 时 钟 ”)， 和 一 个 对 数 空间 的 归 | 
约 Ri,Rz,… (配备 有 对 数 标尺 ) 。 这 样 的 
枚 举 是 容易 设计 出 来 的 。 例 如 ， 我 们 能 系 | 
统 地 产生 图 灵机 转移 函数 表 ， 每 个 配备 计 
数 到 mn 的 标准 时 钟 ， 或 者 对 数 标尺 。 证 明 机 by 
中 我 们 需要 有 一 个 图 灵机 一 个 接着 一 个 地 图 14.1 NP 的 三 个 试探 性 图 像 
产生 Mi; 族 ， 类 似 地 R; 也 是 如 此 S 。 我 们 还 假设 我 们 有 一 个 确定 性 图 灵机 S 判定 SAT 
(因为 我 们 已 经 假设 P 关 NP， 所 以 预先 推测 这 个 图 灵机 是 指数 时 间 的 )。 

现在 我 们 描述 既 不 在 P 中 也 不 在 NP 完全 中 的 语言 L。 事 实 上 ， 我们 将 描述 一 个 判定 


L 的 机 器 KK。K 简 述 如 下 : 
K(xz): 如 果 S(x) 一 “yes” 且 f(| zz 1) 是 偶数 , 则 接受 x, 否 则 拒绝 zx。 (14-1) 





日 ”应 当 警 告 读者 ; 不 是 所 有 的 枚 举 都 是 容易 的 。 例 如 ， 在 考虑 过 的 任 一 语义 类 中 ， 我 们 还 不 知道 如 何 枚 举 它 
们 一 一 在 某 种 意义 下 ， 它 正 是 我 们 为 什么 叫 它们 为 “语义 类 ”的 原因 。 例 如 ， 问 题 14. 5. 2 中 ， 枚 举 是 可 能 的 
但 是 不 平凡 的 。 
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换 名 话说， 一 个 串 被 K 接受 当 且 仅 当 它 是 编码 了 一 个 可 满足 的 合 取 范式 的 布尔 表达 式 而 
且 其 长 度 的 函数 f 是 偶数 ， 这 里 函数 f 是 整数 到 整数 的 可 计算 函数 ， 它 的 定义 是 本 证 明 的 
核心 。 

现在 来 谈 及 f 的 定义 。 它 是 非 增 减 函数 ，f(n 十 1) 宇 f(n),， 但 是 非常 慢 地 增长 。 我 们 
将 描述 一 个 计算 f 的 图 灵机 下 ， 它 的 输入 nn 编码 为 1"。F 下 操作 分 为 两 个 阶段 ， 每 个 阶段 维 
持 机 器 nn 步 。 我 们 认为 每 一 步 下 将 它 的 输入 读 写 头 向 右 移 动 ， 直 到 看 到 空白 符号 停止 。 然 
后 向 回 走 直 到 遇 到 符号 户 终止 第 二 阶段 。 在 第 一 阶段 ,，F 开始 计算 (0)、f(1)、f(2) 
等 ， 尽 可 能 多 地 计算 f(i) 直到 nn 步 运 行 完 。 假设 最 后 f 的 值 是 (i) 二 k。 令 f(n) 的 值 是 
还 是 十 1]， 这 将 在 第 二 阶段 决定 。 

如 同 预 期 的 那样 ，f 已 经 看 上 去 增长 得 很 乙 。 如 果 n(k) 是 使 得 f(n) 二 & 的 最 小 的 
( 即 第 一 个 ) 数 n， 很 清楚 ， 最 小 数 使 得 f(n) 有 机 会 增长 到 值 & 十 1 至 少 n 还 要 增长 
好。 这 就 推出 f(n) 二 O(log logw)， 事 实 上 ， 它 增长 得 非常 慢 。 但是， 后 面 我 们 将 看 
到 ， 了 可 能 增长 得 还 要 慢 …… 

现在 第 二 阶段 开始 了 。 做 什么 取决 于 是 偶数 还 是 奇数 。 首 先 假设 二 2i 是 偶数 。 则 
下 开始 模拟 计算 Mi(z)、S(z) 和 F(|z|)，z 按 字典 次 序 一 一 取 遍 ”中 长 度 为 0,1,2,… 等 
的 所 有 串 ， 让 尽 可 能 多 的 <， 做 机 器 下 在 nn 步 ( 即 回 到 遇见 符号 户 ) 内 所 能 做 的 事 。 下 试 
图 寻找 一 个 串 = 使 得 

K(xz) ## Mi(z) (14=2) 

如 前 所 述 ，K 是 判定 工 的 机 器 。 根 据 K 的 定义 ， 我 们 寻找 使 得 : (a) Mi(z) 二 “yes” 而 且 
或 者 SC(z) 一 “no” 或 者 F(|z| ) 是 奇数 ; (b) Mi(z) 二 “no”，S(z) 二 “yes” 而 且 f(z) 是 偶 
数 。 如 果 这 样 的 z 在 约定 的 n 步 内 找到 了 ， 则 令 f(n) 三 & 十 1; 否则 继续 让 f(n) 二 k。 这 就 完 
成 了 当 & 是 偶数 时 的 第 二 阶段 的 描述 。 : 

现在 假设 k==2i 一 1 是 奇数 。 则 在 其 第 二 阶段 ,下 模拟 计算 Ri(xz) (这 是 归 约 ， 于 是 产 
生 一 个 串 )、S(z)、S(Ri(z)) 和 FF(|Ri(z)|)， 然后 和 前 面 偶 数 时 一 样 ， 耐 心地 按照 字典 
序 慢 慢 增长 。 现 在 下 寻找 一 个 z 使 得 

K (Ri(z)) # S(z) (14- 3) 

也 就 是 说 ， 必 须 是 下 述 情形 之 一 : (a) S(z) 二 “yes” 而 且 或 者 S(Ri(z)) 二 “no” 或 者 
f(|R;(z)|) 是 奇数 ; (b) S(z) 二 “no”，S(R;(z)) 二 “yes” 而 且 f(|Ri(z)|) 是 偶数 。 同 
样 ， 如 果 这 样 的 = 在 约定 的 ” 步 内 找到 了 ， 则 令 f(n) 二 & 十 1; 否则 继续 令 f(n) 二 上 。 

下 是 良好 定义 了 的 机 器 ， 而 且 计算 出 整数 函数 7，f(n) 能 在 O(n) 时 间 内 计算 出 来 。 
于 是 式 (14-1) 中 的 KK 是 良好 定义 的 ， 而 且 判 定 了 语言 L。 容易 看 出 LENP: 对 于 输入 
zx， 我 们 必须 做 两 个 事 : 猜 一 个 满足 的 真 值 指 派 ; 计算 f(n) 确定 它 是 偶数 。 这 两 者 可 以 
在 非 确 定性 多 项 式 时 间 内 完成 。 

我 们 断言 L 既 不 在 P 内 也 不 是 在 NP 完全 内 。 首 先 ， 假设 LEP。 则 工 被 枚 举 中 的 一 
个 多 项 式 时 间 机 咽 接 受 ， 辟 如 M;。 即 LL 二 L(Mi) 或 者 K(z) 二 Mi;(z) 对 所 有 的 = 成 立 。 
然而 ， 如 果 是 这 种 情况 ， 则 下 的 第 二 阶段 ,在 二 2i 时 ,永远 不 可 以 找到 >， 对 式 (14-2) 
成 立 ， 而 且 对 所 有 n 宇 no 有 f(n) 二 2i，no 是 整数 。 结 果 ， 除 了 有 限 多 个 n 外 f(n) 都 是 偶 
数 。 于 是 除了 有 限 多 个 串 外 , 工 和 SAT 一致 。 但 是 这 与 我 们 的 两 个 假设 相 矛 盾 : LEP 而 
且 P 了 NP。 故 L&P。 
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现在 ， 假 设 工 是 NP 完全 的 。 类似 的 矛盾 马上 就 来 了 : 因为 L 是 NP 完全 的 ， 所 以 就 
有 一 个 归 约 ， 例如 说 R;， 是 从 SAT 到 工 的 枚 举 。 也 就 是 说 ， 对 所 有 xzK(Ri(z)) 二 S(z)。 导 
致 下 的 第 二 阶段 当 k 二 2k 一 1 时 ， 无 法 找到 合适 的 >， 于 是 除了 有 限 个 ?外 ， 总 有 Fa) 一 
2& 一 1。 但 是 回顾 工 是 借助 天 定义 的 ， 这 就 推出 工 是 个 有 限 的 语言 。 因 此 工 EP， 我 们 已 
经 假设 工 是 NP 完 全 的 ， 这 和 了 和 关 NP 相 矛 盾 。 口 


14.2 同 构 和 稠密 性 


所 有 NP 完全 问题 是 非常 紧密 相关 的 ， 因 为 它们 之 间 相 互 归 约 。 但 是 有 个 更 强 的 令 人 
吃惊 的 论断 : 所 有 已 知 的 NP 完全 语言 事实 上 是 多 项 式 同 构 的 : 

定义 14. 1 如 果 有 一 个 从 5 到 自身 的 函数 有 满足 如 下 条 件 ， 我 们 称 语言 玉 , 工 三 了 
是 多 项 式 同 构 的 : 

(Ci ) hh 是 双 射 ， 即 它 是 一 对 一 的 ， 而 且 是 映 满 的 。 

(ii ) 对 每 个 xzE3* ，xzEK 当 且 仅 当 h(xz)EL; 和 

(而 ) 矿 和 它 的 逆 h-! ( 双 射 而 且 是 全 可 逆 函 数 ) 是 多 项 式 可 计算 的 。 

函数 及 和 有 hh-! 叫 作 多 项 式 时 间 同 构 。 回 

例 14. 1 严格 地 说 ， 多 项 式 同 构 不 是 必要 的 归 约 ， 因 为 它们 用 多 项 式 时 间 不 是 对 数 空 
闻 归 约 。 但 是 哪些 归 约 是 同 构 的 ”有 一 个 归 约 是 双 射 ， 它 可 能 是 好 的 候选 者 。 不 幸 的 是 ， 
大 多 数 归 约 不 是 双 射 ， 简 单 地 说 ， 它 们 通常 不 是 一 对 一 ， 几 乎 从 不 映 满 一 一 我 们 产生 的 所 
有 实例 总 是 特殊 的 ， 不 覆盖 全 部 实例 。 有 很 少 但 是 平凡 的 例外 ， 见 CLIQUE 和 INDE- 
PENDENT SET 一 一 这 是 一 个 输入 (G,K) 到 (G,K) 的 映射 ， 这 里 G 是 G 的 补 。 显 然 ， 
该 映射 是 一 对 一 的 而 且 映 满 的 ， 它 和 它 的 逆 都 是 多 项 式 时 间 可 计算 的 。 口 

但 是 一 般 地 ， 设 计 一 个 双 射 归 约 是 相当 有 挑战 意义 的 。 幸 运 的 是 ， 有 一 个 简单 的 系统 
方法 ， 将 归 约 转换 成 双 射 一 一 当然 不 损害 它们 的 低 复 杂 度 。 我 们 下 面 来 解释 这 一 点 。 首 
先 ， 有 一 个 简单 方法 做 成 归 约 一 对 一 ， 长 度 递增 ， 有 效 可 逆 。 这 是 基于 衬 垫 函数 的 思想 。 

定义 14.2 令 LESS" 是 语言 。 我 们 说 函数 pad: (5 )?* 收 53" 是 上 的 衬 执 函数， 如 果 
它 有 如 下 性 质 : 

(Ci ) 它 是 对 数 空间 可 计算 的 。 

(ii ) 对 任何 z，y E53" ，pad(x,y)EK 当 且 仅 当 x EL 。 

( 讶 )》 对 任何 工 ， y E535",， pad(x,y) EK，|pad(Czyy)| 二 zl 十 |y|。 

(iv) 有 一 个 对 数 空间 算法 ， 给 出 pad(z,y) 可 以 恢复 y。 
即 ，pad 函数 本 质 上 是 个 从 工 到 自身 的 长 度 递 增 归 约 ， 它 “编码 ” 另 一 个 串 y 到 工 的 实 
例 中 。 加 

例 14.2 考虑 SAT。 给 出 这 个 问题 的 实例 ， 该 问题 具有 7 个 变 元 、m 个 子 句 和 额外 
的 串 y， 我 们 如 下 定义 padCz,y) : 

SAT 的 一 个 实例 包含 x 的 所 有 子 句 、 加 上 m 十 |y| 个 子 名 以 及 |y| 十 1 个 变 元 。 前 mr 个 子 
句 就 是 子 句 (zx,+1) 和 它 的 复制 品 ， 其 他 mx 十 i 个子 句 是 一 Zr++l) 或 者 (zat1) (i 二 1,…， 
|y|)， 取决 于 y 的 第 i 个 符号 是 0 还 是 1 一 一 不 失去 一 般 性 ， 我 们 可 以 认定 =={0,1}。 

我 们 断言 pad 是 SAT 的 衬 垫 函 数 。 首 先 ， 它 是 对 数 空间 可 计算 的 。 其 次 ， 它 不 影响 
原先 工 的 可 满足 性 ， 因 为 它 仅仅 是 增加 了 一 些 互 不 关联 的 可 满足 的 子 句 。 而 且 ， 它 显然 是 
长 度 递 增 的 。 最 后 ， 给 定 pad (zx,y)， 我 们 能 容易 辨别 出 这 些 人 额外 的 部 分 从 哪里 开始 的 
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(这 就 是 为 什么 我 们 用 一 个 子 句 的 那么 多 复制 品 ; 其 他 技巧 也 实施 在 这 里 )， 通 过 剩 下 的 子 
句 〈( 一 zi++l) 解码 为 0 和 (zs+i1) 解码 为 1) 恢复 y。 口 
例 14.3 考虑 CLIQUE 语言 : 给 出 一 个 图 G==(V,E) 和 一 个 整数 KK ， 是 否 存 在 一 个 
大 小 为 天 的 团 ? 我 们 可 以 假设 G 是 连通 的 并 且 开 二 2。 
这 是 一 个 对 CLIQUE 的 衬 垫 函 数 。pad(G,K,y) 


维持 同样 的 KK， 嫁接 (例如 于 顶点 1) 一 颗 长 树 G 
的 1 号 结 点 ( 见 图 14.2)。 该 树 从 |V| 个 结 点 的 长 
路 出 发 一 这 是 为 了 容易 识别 衬 垫 已 经 出 现在 哪 
里 。 过 了 这 条 路 径 之 后 ， 树 的 度数 或 者 是 3 或 者 是 
4。 每 个 度 3 顶点 意味 着 对 应 y 的 符号 为 0， 而 度 4 1 
的 顶点 对 应 于 y 的 符号 为 1。 这 函数 符合 衬 垫 定义 oe | 

是 马上 可 知 的 。 口 

本 书 对 任何 NP 完全 问题 构造 的 衬 垫 函数 几乎 
总 是 完全 平凡 的 (或 许 任何 地 方 都 是 如 此 ， 见 问 
题 14. 5. 5) 。 它 们 可 用 来 解决 我 们 关于 归 约 的 第 一 
个 问题 : 它们 常常 不 是 一 对 一 的 。 

引 理 14. 1 假设 R 是 从 语言 K 到 语言 L 的 归 : 

约 ，pad 是 对 于 工 的 衬 垫 函 数 。 则 函数 映射 + E 图 14.2 为 CLIQUE 的 衬 扫 
5" 到 pad(R(z),x) 是 长 度 - 递增 的 一 对 一 归 约 。 
而 且 ， 有 一 个 对 数 空间 算法 R-:， 它 假定 pad(R(z) ,z) 恢复 x。 

证 明 : 因为 R 是 归 约 ， 且 衬 垫 函 数 有 性 质 (ij) 和 i)， 所 以 padCRCz),z) 也 是 归 约 。 
根据 《ii) ， 它 也 是 长 度 递增 的 。 最 后 ，(iv) 确保 我 们 能 在 多 项 式 空间 内 从 pad(R(zx),z) 恢 
幕 za 口 

既然 我 们 已 经 知道 如 何 把 我 们 的 归 约 改造 成 一 对 一 的 、 长 度 递 增 的 和 有 效 可 逆 的 ， 因 
此 一 个 经 典 的 技术 处 理 剩 下 的 部 分 〔 即 映 满 的 性 质 ) : 

定理 14.2 假设 K, LC3” 是 语言 ， 并 假设 R 是 从 K 到 工 以 及 S 从 L 到 的 归 约 。 
而 且 假设 这 些 归 约 是 一 对 一 、 长 度 递增 的 和 对 数 空间 可 逆 的 。 则 K、L 是 多 项 式 同 构 的 。 

证 明 : 因为 尺 和 S 是 可 着 的 ， 所 以 R-! 映 射 工 中 串 长 到 K 中 较 短 的 串 长 和 S-! 映 射 
K 中 串 长 到 中 较 短 的 串 长 S ， 但 是 它们 只 是 部 分 函数 ， 它 们 有 可 能 对 3” 的 某 些 串 没 有 
定义 〈 它 们 可 能 不 是 R 和 S 的 值 域 ， 因 为 它们 可 能 不 是 映 满 的 )。 

我 们 现在 定义 一 个 函数 h， 证 明 它 是 多 项 式 时 间 同 构 的 。 定 义 三 个 串 z€E3" 的 S 链 是 
下 述 串 : (rr T1235R 1(S 1(z7) ,SS 1(R 1(0S~1(z)))yowY》， 第 一 次 作用 的 是 8 1， 然 
后 尽 可 能 交替 地 运用 逆 函 数 ; 注意 到 ， 如 果 S-1(z) 没有 定义 , zx 的 S 链 可 能 仅仅 是 
(zx)9 。 xz 的 R 链 也 类 似 地 定义 出 来 。S 链 是 长 度 减少 的 ， 于 是 必定 要 停止 的 ， 至 多 作用 
|z| 步 。 要 点 在 于 ， 很 可 能 S 链 终止 于 形 为 S-1(R-1(…S-1(z)…)) 的 串 ， 即 那 时 R-1 没 
有 定义 ， 或 者 是 终止 于 形 为 R-1(S-1(.…S-1(z)…)) 的 种 昌 ， 即 那 时 S-1 没 有 定义 。 在 





日 ”原文 有 错 ， 译 者 做 了 修改 。 一 一 译 者 注 
加 ”对 此 译 者 不 苟同 ， 如 果 S :(z) 没有 定义 , 工 的 S 链 就 是 空 串 。 一 一 译 者 注 
四 包括 S 1(zx) 没有 定义 , z 的 S 链 就 是 空 串 的 情形 。 一 一 译 者 注 
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第 一 种 情形 ， 我 们 定义 h(x) 二 S-1(x)， 而 第 二 种 情形 定义 h(x) 一 R(x)。h(x) 是 良好 定义 
的 函数 ， 因 为 如 果 工 在 第 一 种 情形 失败 了 ， 则 它 的 S 链 不 会 终止 于 第 一 步 ， 因 而 定义 S-1(Cz) 
有 定义 的 ; R(x) 总 是 定义 好 的 。 

我 们 必须 证 明 有 hh 是 K 和 L 之 间 的 多 项 式 时 间 同 构 ， 即 ， 我 们 必须 成 立定 义 14. 1 的 
Ci) 到 ( 曾 )。 为 证 明 它 是 一 对 一 函数 ,假设 有 x 关 y 但 是 (zx) 二 hh(y)。 首 先 因为 尺 和 
S 都 是 一 对 一 的 , 工 和 y 必须 落 入 hh 定义 的 不 同 场合 ， 即 h(x) 二 S 1(z) 二 h(y) 二 R(y)， 
y 二 R 1(S 1 (z))。 由 于 这 时 属于 第 一 种 情形 ， 则 >=R (CS 1(x)) 是 xz 的 S 链 的 后 
级 ， 也 属于 第 一 种 情形 违反 了 xz 和 yy 落 入 疡 定义 的 不 同情 形 的 约定 。 

为 证 明 h 是 映 满 的 ， 考 虑 任何 串 yYE53”， 我们 必须 指出 有 个 z， h(x) 二 y。 考 虑 y 的 
R 链 ， 如 果 它 停止 于 未 定义 的 R-!， 这 就 意味 着 S(y) 的 S 链 也 停止 在 某 个 未 定义 的 R7! 
作用 时 刻 ， 于 是 x 二 S(y) 属于 第 一 种 情形 ，h(x) 二 h(S(y)) 二 ST-1(S(y)) 二 y; 我 们 得 到 z= 
h(y)。 如 果 y 的 尺 链 停止 于 未 定义 的 $ 作用 时 刻 上 ， 然 后 考虑 x 二 R -1(y)。 从 工 出 发 的 S 
链 停止 于 未 定义 的 S 应 用 时 刻 上 ，z 属于 第 二 种 情形 ， 故 ACz) 王 RCz) 王 RCR ICy)) 一 y。 
我 们 完毕 (ii ) 的 证 明 , hh 是 双 射 。 注 意 到 及 的 逆 是 定义 得 非常 系统 的 : 如 果 z 的 R 链 停 
止 于 S11， 则 及 -1(x) 二 R11(zx)， 否 则 hi(zx) 二 SC(z)。 

为 证 明 〈 首 )， 只 需 注意 到 尽 和 SS 都 映射 天 中 的 串 到 工 中 ,不 是 天 中 的 串 映 射 到 不 
在 L 中 的 串 。 对 于 (iv), h(xz) 能 够 在 多 项 式 时 间 计 算 ， 它 首先 计算 工 的 S 链 共 |xz| 长 ， 
每 次 计算 函数 R 1 和 SS 1， 都 缩短 了 串 长 8 。 最 后 ， 对 工 再 作用 一 次 于 适当 的 函数 S :1 或 
者 尽 。 对 /的 论证 也 完全 一 样 。 口 

从 定理 14.2 中 ， 我 们 能 够 证 明 所 有 已 知 的 NP 完全 问题 事实 上 是 多 项 式 同 构 的 。 下 面 
类 型 的 结果 是 可 能 的 : 

推论 下 面 的 NP 完全 语言 (还 有 其 他 许多 ) 是 多 项 式 时 间 同 构 的 : SAT、NODE 
COVER, HAMILTON PATH、CLIQUE、MAX CUT, TRIPARITITE MATCHING 
和 KNAPSACK。 

证 明 : 因为 这 些 问 题 都 是 NP 完全 的 ， 所 以 它们 之 间 有 归 约 。 根 据 引 理 14.1， 这 些 问 
题 都 有 衬 垫 函数 。 对 于 SAT 和 CLIQUE, 已 经 在 例 14. 2 和 例 14. 3 完成 了 。 其 他 问题 的 
简单 构造 留 给 读者 作为 习题 〈 见 问题 14. 5.5)。 加 

稠密 性 

多 项 式 时 间 同 构 与 语言 的 重要 特性 ， 它 们 的 稠密 度 ， 相 关 。 令 LS3Y 是 语言 。 它 的 稠密 
度 是 下 述 从 非 负 整数 到 非 负 整数 的 函数 : densz (nn) 二 |{zEL:|zx| 二 n}|。 即 ,densi(n) 是 工 
中 长 度 直 到 的 串 的 个 数 。 稠 密度 和 同 构 的 关系 可 以 总 结 为 : 

性 质 14. 1 如 果 K 和 L 是 多 项 式 同 构 的 ， 则 它们 的 稠密 度 多 项 式 相 关 的 。 

证 明 : K 中 长 度 至 多 为 n 的 串 被 多 项 式 时 间 同 构 映 射 到 工 中 长 度 至 多 为 p(n) 的 串 ， 
这 里 p 是 同 构 的 多 项 式 界 。 因 为 这 个 映射 必须 一 对 一 的 ， 所 以 densk (2z) 委 densr (p(n))。 
类 似 地 ， 有 densi (n) 三 densk (p'(n)), p 是 道 同 构 的 多 项 式 界 

显然 ， 语 言 的 稠密 度 函 数 不 能 指数 地 增长 。 于 是 我 们 能 区 别 两 类 语言 : 有 多 项 式 界 稠密 
度 阴 数 的 ， 叫 作 稀 下 语言 ; 有 超 多 项 式 稠密 度 函 数 的 ， 叫 作 稠 密语 言 。 一 个 熟悉 的 但 不 是 唯 


昌 ”有 时 候 ， 这 步骤 在 对 数 空间 内 执行 是 困难 的 ， 但 它 并 不 是 本 定理 的 要 求 。 一 一 译 者 注 
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一 的 稀 玖 语言 是 一 元 语言 ，(0}* 的 子 集 一 一 注意 任何 这 样 的 语言 U， 都 有 densu (n) 二 n。 

所 有 我 们 看 到 的 NP 完全 语言 (包括 定理 14. 2 的 推论 里 列举 的 语言 ) 都 是 稠密 的 ， 故 
根据 性 质 14. 1， 它 们 不 能 多 项 式 同 构 于 稀 玻 语言 。 这 就 强烈 地 推断 稀 玖 语言 不 能 是 NP 完 
全 的 。 有 一 个 有 趣 的 论断 证 明 对 于 一 元 语言 ， 它 们 永 不 可 能 是 NP 完全 的 ， 当 然 是 在 P 天 
NP 的 假定 下 。 

定理 14. 3 假定 有 一 个 一 元 语言 US{0)* 是 NP 完全 的 ， 则 P= NP。 

证 明 : 假设 有 一 个 一 元 语言 UQ， 存 在 从 SAT 到 UU 的 归 约 R (这 意味 U 是 NP 完全 
的 )。 我 们 可 以 认定 R(xz)E {0)* (否则 ， 只 要 R(X) {10)}* ， 我们 可 以 使 R 输出 一 个 
10}* 一 U 中 的 标准 串 。 如 果 没 有 这 样 的 串 存在 ， 则 多 项 式 算法 是 直接 的 )。 我 们 可 以 描述 
一 个 SAT 问题 的 多 项 式 时 间 算 法 。 

我 们 的 算法 利用 SAT 有 价值 的 自我 归 约 性 质 〈 见 例 10. 3 和 定理 13. 2 的 证 明 )。 给 定 
及 个 变 元 x1，… ,zx 的 布尔 表达 式 6。 我 们 的 算法 考虑 前 j 个 变量 的 部 分 真 值 指派 。 这 样 
的 部 分 真 值 指派 表示 为 一 个 串 :E10,1); ， 其 中 万 三 1 意 指 zi; 二 真 ; 4 二 0 意 指 x; 二 假 。 对 
每 个 这 样 的 部 分 真 值 指派 :， 令 8Ltj] 代表 $$ 中 代入 由 zt 给 出 的 前 面 7 个 布尔 变 元 真 值 后 的 
表达 式 〈 略 去 子 句 中 任何 假 文字 和 略 去 任何 子 句 ， 如 果 该 子 句 内 有 真 文字 )。 这 些 表达 式 
形成 “二 叉 树 ”。 显 然 ， 如 果 | 寻 =”， 则 gLtj] 或 者 是 真 〈 它 没有 子 句 ) 或 者 是 假 〈 它 有 空 
子 句 ) 。 

至 于 “SAT 的 自我 归 约 性 ”， 我 们 本 质 上 意 指 下 述 正 确 地 确定 $[t] 是 否 是 可 满足 的 
递归 算法 : 

如 果 |t| 二 n， 则 当 $[t] 没有 子 句 时 返回 “yes”， 否则 返回 “no”。 

否则 当 且 仅 当 8[t0] 或 者 $[t1] 返回 “yes” 时 ， 返 回 “yes”。 

这 个 递归 算法 ， 如 果 运 用 于 $ 二 $Le]， 将 会 成 功 地 调用 自己 ， 其 变 元 遍及 树 的 全 部 结 
点 。 我 们 针对 SAT 的 多 项 式 时 间 算 法 基于 这 个 算法 ， 用 聪明 的 扭曲 方法 一 一 一 个 熟悉 的 
一 般 加 速递 归 的 技巧 : 在 算法 递归 调用 的 过 程 中 ， 我 们 保留 一 个 已 经 发 现 结果 的 “ 散 列 
表 ” 一 一 即 一 对 形 为 〈 互 (it) ,v) 的 序列 ， 互 后 面 再 约定 ， 而 习 是 %[I 的 值 (“yes” 或 者 
“no”) 。 在 计算 gLt] 时 ， 我 们 首先 查看 表 中 的 (1)， 是 否 它 已 经 知道 答案 。 完 整 的 算 
法 是 : 

如 果 |t| 二 n， 则 当 $8[1] 没有 子 名 时， 返回 “yes”， 否 则 返回 “no” 

否则 计算 R(8(1)) 一 HH(1) 然后 察看 表 中 的 及 (1)， 如 果 对 偶 ( 昌 (1),v) 已 经 被 得 到 
了 ， 则 返回 “vw”。 

否则 如 果 $[t0」 或 者 $[ 卉 ] 返回 “yes” 时 ， 返回 “yes” 

否则 ， 返 回 “no”. | 

无 论 何 种 情形 , 都 用 插入 (是 (1),v) 更 新 表 。 

五 的 规定 留 在 后 面 给 出 ， 现 在 给 出 的 是 算法 的 总 体 描述 。 

显然 ， 为 使 这 个 算法 是 正确 和 有 效 的 ， 必 须 认 真 选择 ,日 需要 两 个 性 质 : 首先 ， 
如 果 对 部 分 真 值 指派 1+ 和 4 ， 互 (2)== 昌 (z )， 则 8[ 要 和 红 必须 同时 满足 或 者 同时 不 满 
足 。 其 次 ， 互 的 值 域 必 须 是 小 的 ,使 之 容易 有 效 地 搜索 ,许多 调用 能 在 表 中 成 功 地 找 
到 值 。 

但 我 们 知道 这 样 的 函数 也: 它 是 从 SAT 到 一 元 语言 的 归 约 。 即 ， 我们 能 定义 H(t)= 
R(8[t])。 因 为 R 是 SAT 到 UU 的 归 约 ， 所 以 昌 的 上 述 性 质 是 满足 的 : 如 果 R($L[t]) 一 
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ROCG8[t])， 则 $8[ 本 和 8[t]」 必须 同时 满足 (于 是 R(g[t])EU) 或 者 同时 不 满足 。 而 且 ， 
理 (1) 的 所 有 值 的 长 度 至 多 为 p(n)， 即 是 R 的 多 项 式 界 ， 当 它 作 用 于 nn 个 变量 的 表达 式 时 。 
由 于 UU 是 一 元 函数 ， 所 以 有 至 多 p(n) 个 值 。 

让 我 们 估计 算法 的 运行 时 间 。 如 果 我 们 不 考虑 递归 调用 的 时 间 ， 那 么 有 和 多项式 p(n) 
界 次 查看 表 的 次 数 。 于 是 整个 时 间 是 O(Mp(n))，M 是 算法 调用 次 数 。 

现在 算法 调用 形成 一 颗 二 叉 树 ， 其 深度 至 多 为 2。 我 们 断言 可 以 挑选 一 个 调用 集合 T= 


fa vv)}， 对 应 于 部 分 真 值 指派 满足，(a) 1T| 三 部，(b) 工 中 所 有 调用 是 递归 的 《 即 


它们 不 是 树 的 叶子 ); (c) 工 中 的 元 素 没 有 一 个 是 了 中 另外 一 个 元 素 的 前 缓 。 
我 们 如 下 构造 一 个 集合 T: 我 们 首先 不 考虑 树 的 全 部 叶子 〈 即 所 有 调用 不 是 递归 的 ) 。 


因为 树 是 二 又 树 ， 所 以 至 少 有 交 个 非 叶子 留 下 来 。 然后， 我 们 选择 任何 底部 没有 删除 的 调 


用 4， 把 它 加 入 工 中 ， 并 且 删 除 它 在 树 中 的 祖先 。 注 意 : 在 树 中 的 祖先 是 它 的 前 级 ， 所 以 
不 可 能 在 随后 的 循环 中 将 ,的 前 级 加 入 了 中 。 我 们 继续 如 此 地 提取 底部 还 没有 删除 的 树 中 
格局 ， 将 它 加 入 了 中 ， 删 除 它 和 它 的 祖先 ， 直 到 树 上 没有 未 被 删除 的 结 点 。 因 为 每 一 步 我 
们 删除 了 至 多 ， 个 调用 《〈 记 住 ， 树 的 深度 至 多 为 ")， 所 以 结果 的 了 至 少 为 入 个 独立 的 
调用 

现在 我 们 断言 工 中 的 所 有 调用 映射 为 不 同 的 H 值 ， 即 如 果 # 关 4 和 4，w ET， 则 
H(i) 关 H()。 理 由 很 简单 因为 i 和 4 彼此 不 是 对 方 的 前 级 ， 其 中 一 个 调用 在 另 一 个 


调用 结束 之 后 。 于 是 ， 如 果 它 们 有 相同 的 互 值 ， 一 个 就 要 调用 第 二 个 ， 从 而 它们 不 是 递 
归 的 。 


于 是 我 们 证 明了 至 少 有 3 个 不 同 的 值 在 表 中 。 但 是 我 们 知道 最 多 只 有 p(n) 个 这 样 的 


值 。 我 们 得 到 结论 关 <<p(n)， 因 此 M2np(n) 。 因 为 算法 的 运行 时 间 是 OCMp(n))， 所 


以 我 们 证 明了 一 个 多 项 式 时 间 界 O(np? (n))。 
运用 更 为 复杂 的 技巧 ， 有 点 儿 像 定理 14. 1 和 定理 14. 2 的 证 明 ， 定理 14. 3 可 以 推广 
到 任何 稀 朴 语言 ( 见 14. 5. 4 的 参考 文献 ) 。 


14.3 论 示 


类 似 于 我 们 喜爱 的 推理 方法 ， 当 面临 困难 的 问题 时 ， 人 们 倾向 于 思考 同样 的 问题 在 其 
他 情况 下 ， 即 在 “ 换 一 个 环境 ”下 如 何 处 理 。 


像 P 兰 NP 类 的 复杂 性 问题 那样 处 理 这 些 问题 。 但 是 什么 是 复杂 性 上 下 文中 的 “替代 
全 域 ?? 这 里 有 个 简单 的 提议 : 我 们 的 世界 为 一 个 无 情 的 事实 所 刻画 : 迄今 为 止 没有 免费 
的 计算 。 但 是 我 们 能 够 设想 某 种 计算 询问 的 世界 。 例 如 ， 我 们 可 以 想象 一 个 算法 一 旦 进入 
计算 ， 询 问 一 个 所 构造 的 布尔 表达 式 满足 还 是 不 满足 ， 得 到 即时 的 正确 回答 。 然 后 用 这 个 
回答 继续 计算 下 去 ， 或 者 构造 下 一 个 询问 等 。 这 是 SAT 的 世界 ， 其 中 友好 的 “ 论 示 ” 回 
答 所 有 我 们 的 SAT 免费 询问 。 自 然 地 ， 这 是 相当 不 现实 和 牵强 的 世界 一 一 但 是 记 住 ， 这 
是 一 个 “替代 全 域 ”的 搜集 。 
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一 旦 我 们 定义 了 一 个 世界 ,我们 能 询问 P 三 NP 在 这 个 世界 是 否 成 立 。 在 SAT 的 世界 
中 ,我 们 知道 不 容易 得 知 。 然 而 在 这 个 世界 里 ， 多 项 式 算法 非常 有 力 ， 可 以 不 费力 地 解决 
NP 中 的 问题 ， 论 示 也 激发 不 确定 性 机 器 的 能 力 到 一 个 新 的 神秘 的 高 度 ， 它 将 在 第 17 章 讨 
论 。SAT 世界 中 的 P 了 三 NP 或 许 比 我 们 世界 中 该 问题 更 为 困难 。 然 而 ， 本 节 将 构造 一 个 替 
代 全 域 ， 那 里 P 三 NP 问题 是 容易 的 。 事 实 上 ， 我 们 将 构造 两 个 全 域 ， 那 里 这 个 问题 有 两 
个 相反 的 回答 。 

但 是 我 们 必须 定义 具有 论 示 的 算法 ， 

定义 14,3 带 有 论 示 的 图 灵机 M? 是 一 个 多 带 确 定性 图 灵机 ， 它 具有 一 条 特别 的 串 ， 
称 为 询问 串 ， 和 三 个 特定 状态 : 询问 状态 g， 和 回答 状态 gyks 、qno。 注 意 ， 我们 独立 于 
使 用 论 示 定义 M? 。 寡 次 位 置 的 “?” 指 示 任 何 语言 可 以 “ 植 人 ”作为 论 示 。 

假设 ASS" 是 语言 。 以 A 为 论 示 的 论 示 机 M? 的 计算 过 程 与 通常 图 灵机 一 样 ， 除 了 当 
转移 到 询问 状态 时 ， 根 据 当 前 询问 的 串 在 A 或 者 不 在 A 中 ,机 器 M? 从 询问 状态 转向 gyes 或 
者 gw 外。 回答 状态 允许 机 器 用 该 回答 进入 随后 的 计算 。 带 有 论 示 A 的 M? 的 对 于 输入 zx 
的 计算 标记 为 M4(z)。 

带 有 论 示 的 图 灵机 的 时 间 复 杂 性 完全 等 同 于 普通 图 灵机 的 时 间 复 杂 性 。 事 实 上 ， 这 是 
为 什么 这 个 机 器 是 不 现实 的 : 每 次 询问 步 ， 计 算 作为 普通 的 一 步 。 带 论 示 的 非 确定 性 图 灵 
机 也 可 以 类 似 地 定义 〈 关 联 到 空间 复杂 性 ， 带 论 示 的 图 灵机 有 些 困 难 ， 见 14. 5. 8 节 ) 。 于 
是 ， 如 果 C 是 确定 性 或 非 确 定性 时 间 复 杂 性 类 ， 则 我 们 能 定义 C4 为 被 同类 机 器 所 判定 
(或 接受 ) 的 语言 类 ， 时 间 界 和 C 一 样 ， 但 是 机 器 为 带 有 论 示 A 的 。 

我 们 现在 证 明 第 一 个 结果 : 

定理 14. 4 有 一 个 论 示 A， 使 得 P4 一 NP4 。 

证 明 : 我 们 已 经 议论 SAT 是 否 合 适 作为 我 们 要 找 的 论 示 。 什 么 恰恰 是 我 们 要 找 的 论 
示 ? 我 们 寻找 一 个 语言 ， 使 得 非 确定 性 成 为 无 用 的 。 或 者 ， 一 个 语言 使 得 多 项 式 计算 强大 
以 至 于 非 确定 性 成 为 无 用 。 我 们 知道 有 一 个 地 方 ， 非 确定 性 没有 确定 性 强大 : 多 项 式 空间 
计算 。 根 据 Savitch 定理 〈 见 7.3 节 )， 非 确定 性 多 项 式 空间 和 确定 性 多 项 式 空间 重合 的 。 

取 A 是 任 一 PSPACE 完全 的 语言 S 我 们 有 

PSPACE CC P* C NP* C NPSPACE C PSPACE 

因此 PA 二 NP4。 第 一 个 包含 关系 是 因为 A 是 PSPACE 完全 的 ， 因 此 任何 语言 LE 
PSPACE 能 被 多 项 式 时 间 确 定性 图 灵机 判定 ， 其 中 用 到 工 到 A 的 归 约 ， 因 此 看 成 询问 论 示 
一 次 。 第 二 个 包含 是 平凡 的 。 对 于 第 三 个 包含 ， 任 何 带 有 论 示 的 非 确定 性 多 项 式 图 灵机 可 
以 被 非 确定 性 多 相 式 空间 界 的 图 灵机 模拟 ， 在 多 项 式 时 间 内 询问 A 自己 。 最 后 一 个 包含 是 
Savitch 定理 。 器 

达到 相反 目标 的 论 示 是 稍稍 精巧 的 。 

定理 14.5 有 一 个 论 示 B， 使 得 PB 关 NP3.。 

证 明 : 对 于 B 我 们 需要 做 的 是 加 强 非 确定 性 的 能 力 ， 利 用 B 的 有 利 条 件 和 非 确定 性 





日 ”严格 地 说 ,我 们 还 没有 证 明 PSPACE 完全 语言 存在 。 但 是 它们 的 确 存在 的 。 目 前 ,读者 可 以 认为 这 样 的 语言 


被 定义 并 且 证 明 它 是 完全 的 ， 也 参见 问题 8. 4. 4。 在 任何 事件 中 ， 在 第 19 章 中 ,我 们 证 明 许多 PSPACE 完全 
性 结果 一 一 诚实 地 说 ， 这 些 结果 没有 用 到 定理 14. 4。 
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加 上 语言 最 大 化 ， 使 得 存在 LE NP 一 P35 。 我 们 首先 定义 语言 工 为 : 
二 {0": 有 一 个 z€EB,|xz|=n) 

容易 看 出 LE NP : 一 个 带 有 论 示 B 的 非 确 定性 机 器 可 以 猜测 具有 长 度 为 |z| 二 nn 的 串 ， 并 
且 用 它 为 论 示 检验 z€ B。 

我 们 必须 定义 BSS{0,1}" ， 使 得 工人 PE 。 这 可 以 用 在 所 有 带 有 论 示 的 确定 性 多 项 式 时 间 
图 灵机 某 种 慢 速 的 “对 角 化 ”来 形成 。 假 设 我 们 有 这 样机 器 的 一 个 枚 举 Mi*?，M2”"，...。 我 
们 假定 每 个 机 器 在 此 枚 举 中 出 现 无 限 多 次 。 任 何 合理 的 枚 举 都 满足 这 个 有 用 的 条 件 ， 因 为 
任何 机 器 可 以 以 无 用 的 状态 “ 衬 垫 "， 使 之 不 影响 语言 的 判定 ， 所 有 这 样 的 变种 必须 在 枚 
举 中 的 某 些 地 方 出 现 

我 们 逐步 定义 B。 在 第 i 步 的 开始 ， 假 设 我 们 已 经 计算 出 B;-;!， 其 长 度 小 于 i 的 B 中 
全 部 串 的 集合 。 我 们 还 有 一 个 例外 集合 X 生 3” ， 它 是 我 们 记 住 不 能 放 入 B 中 串 的 集合 
(起 初 ， 在 第 一 步 ，Bo 一 XX 二 $%)。 我 们 着 手 定 义 B;， 它 是 长 度 为 i 将 要 放 入 B 的 串 。 先 模拟 
Mi2(0D)， 走 ie 步 。 注 意 步 数 是 一 个 比 指数 小 得 多 的 函数 ， 但 是 渐进 地 大 于 任何 多 项 式 。 

在 模拟 Mi3(0) 时 ， 论 示 机 有 可 能 询问 “是 否 zxE B”。 我 们 怎么 回答 呢 ? 如 果 |zx| 达 i 
则 我 们 简单 地 查询 zxE B;-1。 如 果 在 内 ， 则 回答 “yes”，M? 进入 状态 gygs ， 否 则 到 状态 
qno， 继续 计算 下 去 。 但 是 如 果 |x| 宇 i， 则 Mi3 进入 状态 gno (我们 回答 “no”， 我 们 加 zz 
到 例外 集合 X 中 )， 记 住 我 们 的 承诺 zB。 

假设 直到 最 后 ， 在 z 步 或 者 稍 少 的 步 内 ， 机 器 拒绝 了 。 记 住 我 们 要 阻止 M8 判定 工 。 
归根 到 底 ， 我 们 定义 Bi 二 Bi-1U{zx €1{0,1}* :zl 三 DZzEX})。 用 这 样 的 方法 ， 使 得 0 EL 
We 回顾 工 的 定义 ， 有 一 个 长 度 为 i 的 串 在 B 中 2 ) 成立， WU M8 已 经 拒绝 了 

， 无 法 使 机 器 判定 上 :LCM? ) 隆 L。 但 是 我 们 怎样 确定 集合 {zx E10,1}* : |x| 二 i,x 儿 XX) 为 


非 空 呢 ? 我 们 知道 因为 X 包含 的 元 素数 不 超过 长 度 为 ; 的 曲 的 总 数 jew (这 是 在 所 有 机 
器 上 模拟 的 总 步 数 ) ， 稍 做 计算 ， 就 知道 该 该 数 总 是 小 于 0,1} 中 的 嘻 的 总 数 垂 。 如 果 M 
在 规定 的 时 间 内 接受 0 ， 则 令 B; 二 = B;-1。 于 是 这 就 使 得 0:¥L， 从 而 L(M?) 关 LL，。 

但 是 ， 如 果 M8(0:) 走 了 img 步 还 不 停机 ， 怎 么 办 ? 也许， 多 项 式 界 p(n)S 很 大 ， 以 
至 于 i 的 值 小 到 i 二 p(i)。 如 果 发 生 这 种 情况 ， 我 们 令 B; 二 B;_!， 想 象 机 器 接受 了 0:。 
但 是 当然 ， 我 们 仍 能 确保 LCM3) 关 LL。 关键 点 是 等 价 于 LCMS8) 的 机 器 将 在 枚 举 中 出 现 无 
限 多 次 ,例如 索引 为 了 的 机 器 L (M$)， 而 且 了 足够 大 到 Tog! 三 户 (TD) 。 这 就 确保 了 工 关 
L(M?)=L(M?)® 。 

这 样 如 此 继续 下 去 ， 我 们 就 完全 定义 了 论 示 B。 因 为 系统 地 定义 的 B 排除 了 所 有 以 B 
为 渝 示 的 多 项 式 时 间 机 器 判定 的 可 能 ， 所 以 我 们 只 能 得 出 结论 LP3 ， 证 明 结束 。 口 





日 ”因为 这 时 |z| 二 2’， 所 以 {rE10,1}" :|z|=iyxz& 久 } 为 非 空 。 译 者 注 

所 指 MS 作为 确定 多 项 式 时 间 图 灵机 的 时 间 界 。 译 者 注 

旭 ” 书 中 的 证 明 需 要 小 小 的 说 明 ， 即 当 ew 过 p(i)， 也 许 机 器 M8 在 第 ie 步 还 不 停机 ， 而 到 第 p(i) 步 之 前 ， 机 器 
却 拒绝 了 输入 ， 理 应 令 B= Bj_1U {zr E10,1}* |x| 二 i,xF 久 }， 而 我 们 已 经 令 Bi 二 B,-1 了， 就 是 说 想象 M8 
接受 了 0':。 对 这 个 i， 有 可 能 0 EL 和 0' 攻 M8 同时 成 立 ， 因 为 i"* 过 p(i) 的 i 只 有 有 限 个 ， 后 面 还 有 无 限 多 
个 索引 I， 使 得 原始 的 LC(M?)= 二 LCM3)， 于 是 01 gL 和 0!M? 不 同时 成 立 ， 所 以 这 里 的 证 明 还 是 对 的 。 其 
实 ， 当 1b 1 三 p( 了 时， 机 器 MR 走 到 p(D 步 已 经 停机 ， 根 本 不 存在 从 pC 了 D 步 到 Jes[ 步 的 情形 。 一 一 译 者 注 
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这 对 有 趣 的 结果 (定理 14.4 和 14. 5) 有 一 系列 重要 的 方法 学 的 含义 。 首 先 ， 我 们 原 
始 的 思维 思路 是 借助 引入 模拟 ， 看 来 行 不 通 ， 模拟 能 给 我 们 各 种 各 样 矛盾 的 回答 。 其 次 ， 
这 些 结果 警告 我 们 ，P 二 NP 问题 无 法 通过 用 论 示 机 来 解决 。 这 就 是 说 ， 证 明 的 技术 必须 
超越 现今 所 有 技术 手段 的 。 而 本 书 所 有 用 到 的 许多 技术 可 以 逐 字 逐 句 地 从 这 个 范围 到 另 一 
范围 的 ( 见 下 面 例子 ) 。 

论 示 结果 是 复杂 性 研究 中 非常 有 用 的 “探索 性 研究 ”工具 。 假 设 我 们 疑惑 一 个 复杂 性 


问题 ， 例 如 两 个 复杂 性 类 C 和 了 是否 相等 C 二 DD 一 一 读者 已 经 看 到 不 少 这 类 例子 ， 并且 将 
有 更 多 例子 到 来 。 有 一 个 论 示 B， 使 得 C8 关 D8， 是 个 重要 的 隐喻 C 关 DD， 那 是 一 个 合法 的 
可 能 性 ， 芍 怕 不 会 有 一 个 平凡 的 C3 二 D5 在 等 待 我 们 观察 到 。 自 然 地 ， 我 们 可 能 试图 去 证 明 
对 某 个 A， 有 C4 二 D4; 但 是 ， 这 是 几乎 总 能 直接 证 明 的 : 定理 14.4 的 A 是 PSPACE 完全 
的 论 示 ， 它 崩塌 的 不 仅 是 NP 和 了 ， 而 且 所 有 的 位 于 P 和 了 PSPACE 之 间 的 类 ， 故 也 可 能 C 恒 . 
等 于 DB 


于 是 ， 论 示 的 结果 帮助 我 们 建立 复杂 性 问题 诸如 C 二 DD 成 为 有 意义 的 不 平凡 的 猜想 。 
我 们 可 以 运用 这 个 技术 去 处 理 更 多 场合 ,不 仅仅 是 类 的 崩塌 ， 例 如 : “是 否 有 可 能 NP= 
coONP， 但 是 仍然 P 取 (NP 门 coNP)?” 或 者 甚至 还 有 “BPP 有 完全 问题 吗 ?”( 参 见 本 章 和 下 
章 的 参考 文献 ， 那 里 有 一 大 堆 论 示 类 结果 ) 。 

例 14.4 我 们 已 经 提 到 论 示 结果 的 重要 性 在 于 ， 许 多 “通常 的 ”复杂 性 的 证 明 技术 在 
加 了 论 示 之 后 不 再 有 效 ， 所 以 一 个 论 示 结果 是 警示 我 们 这 样 的 通常 技术 不 足以 去 证 明 相反 
的 论断 。 这 就 必须 采取 半信半疑 的 难以 量化 的 态度 ， 现 在 让 我 们 检查 某 些 简单 的 场合 。 

在 定理 14.4 的 证 明 中 ， 读 者 可 能 没有 注意 到 断言 P4SNP4。 它 是 正确 的 断言 ， 因 为 
用 简单 的 论据 可 以 证 实 PENP (一 个 确定 的 图 灵机 是 非 确定 的 特殊 情形 ) 对 于 论 示 机 仍然 
成 立 。 这 样 简单 的 论据 可 以 容易 地 遍及 全 域 界 。 

但 是 ， 让 我 们 检查 是 否定 理 14. 1 的 论据 也 容易 转换 吗 。 相 对 于 论 示 A 重 置 ， 定 理应 
当 读 成 “如 果 P4 天 NP4， 则 有 一 个 语言 位 于 NP4 一 P4 中 ， 然 而 它 不 是 NP4 完全 的 ”>， 但 
是 当 我 们 说 “NPs 完全 的 ”时 ， 我 们 允许 在 归 约 中 使 用 论 示 吗 ? 稍稍 思量 一 下 ， 我 们 可 能 
要 决定 用 原始 归 约 的 术语 来 正确 地 叙述 结果 〈 特 别 因 为 涉及 定义 空间 界 的 论 示 机 ， 困 难 是 
存在 的 。 请 参见 参考 文献 ) 。 

是 否 所 有 证 明 步 又 可 以 容易 地 转移 到 论 示 的 情形 ? 此 证 明基 于 用 算法 下 的 术语 设计 一 
个 语言 志 。 所 有 的 模拟 似乎 是 逐 字 地 转换 任何 论 示 A， 除 了 使 人 烦恼 的 一 点 外 : 与 工 的 定 
义 一 样 ， 模 拟 采 用 机 器 S 判定 SAT。 而 SAT 在 我 们 的 世界 里 是 特别 的 ， 它 对 于 我 们 的 
NP 是 完全 的 ,但 对 于 NP4 不 是 。 似 乎 没有 一 个 合理 的 SATS 的 定义 。 

为 了 绕 开 这 个 困难 ， 我 们 必须 用 NP4 完全 问题 替代 SAT 用 语 。 这 样 的 问题 是 存在 
的 ， 例 如 : 





C3 二 《CMA ,zx):; 非 确定 性 论 示 机 M4 在 时 间 | zx | 内 接受 工 
就 一 定 是 个 完全 问题 。 借 助 于 这 样 的 修改 ， 证 明 可 以 继续 工作 。 
转换 关于 一 元 NP 完全 集合 的 定理 14. 3 到 带 论 示 的 情形 更 加 困难 ， 因 为 它 的 证 明 更 加 
依赖 于 SAT 和 它 的 自我 归 约 性 。 
大 量 利用 完全 问题 的 一 个 最 重要 的 复杂 性 结果 是 性 质 13. 4， 它 是 Cook 定理 的 弱 验 证 
版 本 。 最 终 发 现 ， 带 有 论 示 的 重要 结果 不 成 立 。 


荔 74A 介 类 于 已 和 NP 221 


有 一 点 需要 指出 : 不 能 直接 转换 到 论 示 机 的 证 明 技术 的 重要 类 是 基于 完全 问题 的 技术 
(因此 ， 它 恰 是 有 相反 结果 的 解决 复杂 性 疑问 的 范例 )。 在 后 面 的 章节 里 ， 我 们 将 会 看 到 更 





多 这 类 技术 一 一 包括 恒 等 两 个 复杂 性 类 (在 12. 2 节 中 定义 的 PSPACE 和 IP 类) 的 著 明 证 
明 。 对 于 这 两 类 ， 已 知 有 区 分 它们 的 论 示 。 口 
14.4 单调 电路 


在 第 11 章 中 ， 我们 简单 地 讨论 了 电路 复杂 性 ， 提 出 猜想 B， 一 个 加 强 的 P 关 NP 的 猜 
想 ，NP 完全 问题 没有 多 项 式 电路 (均匀 的 或 非 均匀 的 )。 

证 明 猜 想 B 的 进展 (事实 上 ,证 明 在 或 者 不 在 NP 中 的 任何 问题 的 电路 复杂 性 的 下 
界 ) 都 非常 迟缓 。 尽 管 定理 4. 3 说 存在 一 个 布尔 函数 要 求 至 少 2"/2n 门 计算 它 (事实 上 ， 
几乎 所 有 的 布尔 函数 需要 这 么 多 门 )， 在 目前 我 们 所 能 证 明 的 明确 表示 的 函数 簇 的 最 大 下 
界 形 为 &，n, 有 & 是 一 个 小 常数 〈 见 11. 5. 26 中 的 参考 文献 ) 。 

证 明 猜 想 B 是 明显 困难 的 ， 我们 着 手 证 明 某 些 较 弱 的 结论 。 我 们 可 能 在 较 弱 的 模型 下 
尝试 证 明 NP 完全 问题 的 电路 有 指数 下 界 复杂 性 。 我 们 已 经 看 到 一 个 最 自然 的 弱电 路 模 
型 : 单调 电路 ， 即 没有 NOT 门 的 电路 。 单 调 电 路 有 足够 的 表达 能 力 ， 从 而 有 了 完全 
CIRCUIT VALUE 问题 〈 见 定理 8. 1 的 推论 2)。 自 然 地 ， 如 同 我 们 已 经 看 到 的 ， 单调 电 
路 只 能 计算 单调 函数 〈 当 输入 从 真 到 假 改 变 时 ， 布 尔 函 数 不 能 从 假 改 变 为 真 )。 许 多 NP 
完全 问题 ， 例 如 BISECTION WIDTH、NODE COVER 和 KNAPSACK 都 不 是 单调 的 ， 
它们 无 法 用 单调 电路 计算 ， 无 论 多 大 的 单调 电路 。 但 是 其 他 重要 的 NP 完全 问题 ， 例 如 
HAMILTON PATH 和 CLIQUE 问题 ， 确 实 是 单调 的 (将 邻接 矩阵 的 任何 位 从 假 变换 到 
真 ， 回 答 不 会 从 真 到 假 )， 因 此 必然 有 单调 电路 计算 它们 ( 见 问 题 4. 4. 13)。 问 题 在 于 ， 这 
些 单调 电路 有 多 小 ? 

以 CLIQUE 为 例 ， 它 无 疑 是 NP 完全 问题 ( 见 定理 9.4 的 推论 2)。 用 CLIQUE,,: 表 
示 一 个 布尔 函数 判定 一 个 具有 7 个 顶点 的 图 G=(V,E) 是 否 有 大 小 为 的 团 。 输 入 门 对 应 


于 G 的 邻接 矩阵 。 即 ， 有 | 人 “) 个 输入 门 ， 并 且 输 入 门 gr 为 真 当 且 仅 当 [i,j] EE。 


CLIQUE, 是 单调 函数 ， 于 是 它 可 以 由 单调 电路 计算 。 这 里 有 这 么 一 个 电路 : 对 每 个 集合 
SCV，|S|==&, 我 们 有 带 有 O(&k?) 个 AND 门 的 子 电 路 ， 测 试 它 是 否 构成 团 。 对 和 & 结 点 


的 所 有 ("| 个 子 集 S1,Ss,…S(") 重复 这 一 过 程 ， 然 后 用 一 个 大 的 OR 门 作为 输出 。 这 是 一 
k 
个 计算 CLIQUE,v 函 数 的 单调 电路 ， 带 有 [如 |，] ) 个 门 。 
我 们 称 上 述 电 路 为 天 然 电 路 ， 它 测试 V 的 子 集 簇 是 否 构成 一 个 团 ， 返 回 真 当 且 仅 当 有 
这 样 的 集合 在 秘 内 。 例 如 ， 上 述 天 然 电路 将 标记 为 CC(S1,…,S(") )， 它 意味 着 它 计算 
天 
人) 个 子 电路 的 OR 门 ， 而 每 个 子 电路 表明 对 应 的 集合 是 一 个 团 。 一 般 地 ， 用 天 然 电路 


CCC(X1，,… ,Xm) 测 试 的 集合 可 以 是 V 的 任意 子 集 ， 是 基数 不 一 定 为 . 


虽然 当 是 常数 时 ， 上 述 天 然 单 调 电路 有 多 项 式 大 小 ,但 当 上 变 成 ,例如 ,Wn 时 它 
是 指数 大 小 的 。 下 面 的 结果 说 明 这 个 指数 的 依赖 性 是 固有 的 。 
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定理 14.6 (Razborov 定理 ) 有 一 个 常数 c<， 使 得 对 于 足够 大 的 n， 所 有 上 = 二 Vn 的 
CLIQUE,. 单 调 电 路 具有 至 少 22" 的 大 小 。 

证 明 : 沿 着 如 下 途径 来 证 明 这 个 著名 的 结果 : 我 们 用 一 个 限制 型 的 天 然 电 路 来 描述 连 
近 任 何 单调 电路 的 方法 。 人 迫近 将 分 步 进 行 ， 一步 对 应 单调 电路 的 每 一 个 门 。 我 们 将 指出 ， 
虽然 每 步 引入 相当 少 的 错误 (错误 的 肯定 和 错误 的 否定 ， 见 引 理 14.3 和 14.4), 但 从 指数 
多 个 错误 的 过 程 中 形成 天 然 电 路 〈 见 引 理 14. 5)。 我 们 必须 得 出 结论 : 迫近 走 了 指数 多 步 ， 
于 是 原始 的 CLIQUE,, 单 调 电 路 有 指数 多 个 门 。 

记得 &=VYn。 定 义 [ 二 Yn。p 和 M 是 整数 ， 在 证 明 的 后 面 确定 。 随 着 时 间 的 推移 ， 足 
以 说 明 p 大 约 也 是 3x， 而 M 二 (p 一 1) “41, nn 的 指数 规模 大 。 而 且 ， 根据 和 4 的 值 ， 容 


易 看 出 2()<k. 在 迫近 过 程 中 ， 每 个 天 然 电 路 形 为 CC(X1,…,X,)， 其 中 XX 是 V 的 子 


集 ， 每 个 子 集 有 至 多 6 个 结 点 ， 至 多 有 M 个 X;(m 寺 M)。 

我 们 必须 证 明 怎 样 用 这 种 天 然 电 路 去 迫近 任 一 CLIQUE,,s 电 路 。 我 们 将 归纳 地 实现 : 
因为 任何 单调 电路 能 看 作 AND 和 OR 两 种 子 电 路 ， 所 以 我 们 将 说 明 怎 样 从 两 个 近似 子 电 
路 建立 整体 近似 电路 (归纳 是 容易 开始 的 ， 因 为 每 个 输入 门 gi,; 标 志 是 否 [i,j]」 EE 可 以 
看 作 天 然 电路 CC({i,7)))。 也 就 是 说 ， 给 出 两 个 天 然 电 路 CC(X) 和 CC(27)， 光 和 JJ 是 至 
多 M 个 结 点 集合 ， 每 个 集合 至 多 有 个 结 点 ， 我 们 将 说 明 如 何 构 造 这 些 电 路 的 近似 OR 和 
近似 AND。 

我 们 从 OR 运算 开始 。 基 本 上 ，CCC(X) 和 CC(Y) 的 近似 是 CC(YXUY)。 也 就 是 说 ， 
我 们 取 两 个 族 的 并 〈unim) 。 迄 今 为 止 ， 根 本 没有 “近似 ”可 言 ， 新 电路 等 价 于 其 他 两 个 
的 电路 OR。 但 是 当然 ， 有 一 个 问题 : 现在 有 超过 M 个 集合 在 族 中 ， 我 们 必须 想 办 法 减少 
集合 的 数目 使 其 低 于 M。 证 明 的 核心 部 分 是 复杂 的 ， 系 统 地 减少 集合 徐 大 小 的 技术 称 为 采 
摘 。 我 们 下 面 进行 解释 。 

zp 个 集合 的 族 {Pi1,…,Ps) 是 葵花 ， 叫 作 花 办 ， 它 们 每 一 个 的 基数 至 多 为 4， 族 中 每 
对 集合 有 相同 的 交集 〈 叫 作 葵花 的 核心 )。 下 面 的 引 理 证 明了 任何 足够 大 集合 的 族 都 有 
葵花 : 

引 理 14. 2 (Erd6s-Rado 引 理 ) 令 Z 是 比 M=(z 一 1)4%! 还 多 的 非 空 集 合 的 族 。 每 个 集 
合 的 基数 小 于 或 等 于 Z。 则 2 必然 包含 一 个 葵花 。 

证 明 : 对 进行 归 纳 。 当 Yl 二 1 时 ,， 户 个 不 同 的 单一 元 形成 一 个 葵花 ， 因 此 定理 满足 。 

因此 ， 假 设 /全 1， 考 虑 Z 的 最 大 子 集 ， 称 为 了 ， 是 不 相交 集合 的 子 集 〈 即 ， 每 个 Z 一 卫 
中 的 集合 和 也 中 的 某 个 集合 相交 )。 如 果 马 包含 至 少 p 个 集合 ， 则 它 构 成 一 个 以 空 集 为 花 
核 的 葵花 ， 此 定理 结论 得 证 。 和 否则 ,， 设 DD 是 D 中 所 有 集合 的 并 。 因 为 台中 的 集合 个 数 小 于 
pp， 所 以 我 们 知道 |D| 志 (p 一 1)b。 而 且 ， 我 们 知道 D 与 2 中 每 个 集合 相交 。 因 为 2 有 至 少 
M 个 集合 ， 所 以 它们 中 的 每 个 集合 与 D 相交 于 某 个 元 素 ，D 中 有 一 个 元 素 与 Z 中 至 少 


二 (p 一 “1(4 一 1)! 个 子 集 相 交 。 我 们 称 这 个 元 素 为 4。 现 在 考虑 新 的 集合 族 


Z'= {2—{d):2Z€ Z 和 d € 2} 
我 们 知道 Z 有 至 少 M' = 二 (p 一 1)“1(L 一 1)1 个 集合 ， 于 是 按照 归纳 (注意 M' 就 是 1M 的 参 
数 &4 减少 1) 它 含 有 一 个 苍 花 {Pi,…,P,}。 然 后 ，Z 有 一 个 蔚 花 {Pi U {d}),…,P,。U 


_M 
(2 一 1)Z 





{d}}， 证 明 完成 了 。 口 

根据 这 个 引 理 ， 无 论 何 时 我 们 都 有 比 M 更 多 的 集合 ， 我 们 总 能 在 其 中 找到 葵花 。 现 
在 采摘 黄花 就 是 用 葵花 的 核 代 蔡 葵 花 中 的 集合 。 于 是 ， 无 论 何 时 我 们 都 有 比 M 更 多 的 集 
合 徐 ,我 们 可 以 重复 地 找到 葵花 并 采摘 它 直 到 将 它 的 数目 减少 到 M 或 者 更 少 。 如 果 最 后 
无 法 进行 下 去 ， 根 据 引 理 ， 我 们 知道 剩 下 比 M 更 少 的 集合 。 如 果 2Z 是 一 个 集合 簇 ， 我 们 标 
记 经 过 重复 采摘 2 之 后 的 结果 为 pluck(2)。 

回 到 我 们 的 证 明 ， 两 个 天 然 电 路 CC(X) 和 CCGO7) 的 近似 OR 定义 为 CCC(pluck(XX Uy))。 

两 个 天 然 电 路 CCX) 和 CC(Y) 的 近似 AND 定义 为 : 

CC(pluck({X; UU Yi: Xi: € X,Y;: Ey, 和 | XX; UY;|<Y)) 

也 就 是 说 ,为 了 构造 两 个 天 然 电 路 的 近似 AND， 我 们 选取 所 有 可 能 的 交叉 并 ， 删 去 所 有 
多 于 Z 个 元 素 的 集合 ， 采 摘 剩 下 的 族 直至 无 法 采摘 为 止 。 

我 们 将 要 论证 这 些 逐 步 的 近似 是 合理 的 近似 ， 它 们 仅仅 引入 少量 差错 。 在 我 们 的 分 析 
中 ， 我 们 将 仅仅 关注 某 些 非常 特别 的 输入 图 中 的 近似 电路 的 行为 ， 我 们 将 这 些 特殊 的 输入 


k 
图 称 为 正 例 和 反例 。 正 例 就 是 一 个 图 有 | , ) 条 边 连 接 全 部 个 顶点， 而 且 没有 其 他 边 。 显 


然 ， 有 ( 7) 个 这 样 的 图 ， 它们 全 都 应 当 从 CLIQUE, 输 出 真 。 


反例 是 下 述 经 验 的 输出 : 对 结 点 用 & 一 1 不 同 的 颜色 着 色 。 然 后 连接 任何 两 个 不 同色 
的 结 点 。 这 是 图 的 所 有 边 。 不 难看 出 ， 该 图 没有 上 团 (因为 它 是 CR 一 1) 可 着 色 的 )。 共 
有 (k 一 1)" 个 反例 。 下 面 ， 我们 将 计数 正 例 和 反例 ， 它 们 在 近似 中 出 错 了 。 虽 然 两 个 着 色 
可 能 产生 相同 的 图 (例如 ， 两 个 颜色 的 名 字 可 以 交换 )， 但 在 我 们 的 计数 里 ， 把 两 个 不 同 
的 着 色 考 虑 为 两 个 不 同 的 反例 。 

考虑 两 个 天 然 电 路 和 它们 前 面 定义 的 近似 或 。 假 设 ， 当 一 个 正 例 E， 其 输入 为 两 个 原 
始 的 天 然 电路 ， 它 们 至 少 有 一 个 电路 返回 真 ; 然而 ， 它 们 的 近似 或 却 在 已 上 返回 了 假 。 我 
们 说 : 这 个 近似 引入 了 一 个 错误 负 。 类 似 地 ， 如 果 负 例 的 两 个 输入 天 然 电 路 土 返回 的 都 是 
假 ， 但 是 它们 的 或 近似 却 返 回 了 真 ， 则 我 们 说 近似 引入 一 个 错误 正 。 同 样 ， 如 果 某 正 例 ， 
构成 它 的 天 然 电路 同时 计算 出 真 但 它们 的 近似 与 却 返回 计算 出 假 ， 我 们 说 该 与 近似 引入 了 错 
误 负 。 如 果 某 着 色 ， 构 成 它 的 天 然 电路 中 至 少 有 一 个 返回 假 但 是 它们 的 近似 与 却 返回 真 ， 则 
一 个 错误 正 S 被 导出 了 。 问 题 在 于 ， 在 每 次 近似 步 中 ， 有 多 少 错误 正和 错误 假 被 引入 了 ? 

引 理 14. 3 ”每 个 近似 步 至 多 引入 M2z2-*(& 一 1)” 错误 正 。 , 

证 明 : 先 考虑 对 一 个 OR 的 近似 步 ， 特 别 是 可 能 经 过 多 次 采摘 ， 用 其 核 Z 代替 葵花 
{1Z1，,…,Zp)。 采 摘 引 起 什么 错误 真 呢 ? 在 每 个 花 因 上 有 一 对 相同 着 色 的 结 点 (因此 两 个 
天 然 电路 返回 假 )， 但 是 至 少 从 每 对 的 一 个 结 点 采摘 ， 核 中 的 结 点 是 不 同色 的 。 有 多 少 这 
样 的 着 色 呢 ? 

这 个 问题 容易 回答 ， 如 果 重 新 叙述 : 如 果 V 中 的 结 点 随机 着 色 ， 则 所 有 的 Z; 有 重复 
的 颜色 ,但 是 Z 中 没有 重复 的 颜色 ， 概 率 是 多 少 ? 设 R(X) 为 集合 X 中 有 重复 颜色 的 事 
件 。 我 们 有 

prob[LR(Z1) A 1… A R(Z,) A —R(Z)] < probL RZ1) 入 … A R(Z,) | 一 RCZ)] 





后 ”原文 是 false negaticve， 但 是 译 者 认为 此 处 应 当 是 false true。 一 一 译 者 注 
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p p 
= [| prob[LR(Z2;) | 元 并 KZ 双 和 过 [probLR(C2;)] 


zi 一 1 


[347] 第 一 个 不 等 式 成 立 ， 因 为 其 左 侧 实际 上 等 于 右 侧 除 以 prob[ 一 R(Z)] 二 1 (这 是 条 件 概率 定 


348 


义 )。 第 二 个 等 式 成 立 ， 因 为 只 有 2; 的 公共 顶点 在 Z 中 ,而且 Z 中 没有 重复 的 颜色 ,并且 
Zi 中 重复 颜色 的 概率 是 独立 的 。 最 后 的 不 等 式 成 立 ， 因 为 如 果 我 们 限制 自己 在 ZSZi 的 
颜色 无 重复 ， 则 Zi; 中 重复 的 概率 显然 减少 。 


考虑 Zi 中 两 个 结 点 。 它 们 有 相同 颜色 的 概率 显然 是 了 二 -。 因 为 R(Z;) 意 指 Z; 中 至 


|2i| 4 
po ei | 


随机 选择 着 色 是 新 错误 正 的 概率 至 多 为 2-*。 因 为 有 (一 1)* 种 不 同 的 着 色 ， 所 以 我 们 得 
出 每 次 采摘 引入 2-?(k 一 1)" 个 错误 正 。 最 后 ， 因 为 近似 步 承受 2 和 次 采摘 〈 每 次 采摘 过 


减 p 一 1 个 集合 ， 出 发 时 至 多 2M 个 集合 ) ， 引 理 对 或 近似 步 成 立 。 

现在 考虑 天 然 电 路 CC(X) 和 CC(Y) 的 AND 近似 步 。 它 可 以 分 解 为 三 个 阶段 : 第 一 
阶段 ， 我 们 形成 CCC{(XUY: 和 X EX，YEY))。 这 不 会 引入 错误 正 的 ， 因 为 任何 在 XUY 
中 是 团 的 图 在 X 和 了 中 也 一 定 是 团 ， 因 此 被 构成 的 天 然 电路 里 接受 。 第 二 阶段 从 近似 电 
路 中 省 略 多 个 电路 〈 其 基数 大 于 2) ， 因 而 没有 引入 错误 正 。 第 三 阶段 由 一 系列 少 于 M? 采 
摘 构成 ， 在 采摘 过 程 中 ， 如 同 前 面 OR 情况 一 样 分 析 ， 至 多 引入 2 (4 一 1)” 个 错误 正 。 
引 理 的 证 明 完 成 。 口 


一 /一 1 
引 理 14. 4 每 个 近似 步 至 多 引入 MP (” | } 个 错误 负 ， 


证 明 : 因为 用 一 个 集合 代替 天 然 电 路 中 的 一 个 集合 只 能 增加 接受 图 〈 它 使 得 测试 减少 
限制 )， 所 以 采摘 不 会 引入 错误 负 。 因 为 OR 的 近似 仅仅 由 采摘 构成 ， 所 以 它 不 会 引入 错 
误 负 。 

然后 我 们 考虑 AND 的 近似 。 在 第 一 阶段 ， 我 们 用 CC({XUY:XEX},YE YY)) 来 代 
替 CC(X) 和 CCC(Y) 的 合 取 。 如 果 一 个 正 例 被 CC(X) 和 CC(Y) 同时 接受 ， 那 么 它 的 团 
必须 包含 七 的 一 个 集合 和 yy 的 一 个 集合 。 但 它 包 含 这些 集 合 的 并 ， 因 此 它 被 新 电路 接受 。 
因此 没有 错误 负 发 生 。 下 面 我 们 删 去 所 有 大 于 ZL 的 集合 。 每 次 删除 这 样 的 集合 Z， 都 可 能 


一 小包 
引起 多 个 错误 负 ， 即 该 团 包含 Z。 有 多 少 这 样 的 团 呢 ? 回答 是 ”| )。 因 为 我 们 知道 





121>4， 所 以 每 次 删除 至 多 引入” | } 个 错误 负 。 因 为 至 多 删除 MP 个 集合 ， 所 以 引 
理 证 毕 。 口 

引 理 14. 3 和 引 理 14. 4 表明 : 每 个 近似 步 引 入 “很 少量 ”的 错误 正和 错误 负 。 下 面 我 
们 证 明 最 终结 果 的 天 然 电 路 必然 有 “不 少 ”下 述 两 者 之 一 

引 理 14.5 ”每 个 天 然 电 路 或 者 是 恒 假 (因此 在 所 有 正 例 上 是 错 的 )， 或 者 在 至 少 一 半 
的 反例 上 输出 真 。 

证 明 : 如 果 天 然 电路 不 是 恒 假 的 ， 则 它 至 少 接受 那些 图 ， 这 些 图 在 某 集合 X 上 有 团 ， 
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而 且 |X| 过 4。 但 是 我 们 从 引 理 14. 3 的 证 明 得 知 ， 至 少 一 半 的 着 色 给 X 上 的 结 点 赋予 不 同 
的 颜色 ， 因 此 至 少 一 半 的 反例 在 X 上 有 团 ， 并 且 是 被 接受 的 。 口 
Razborov 定理 的 证 明 接 近 完 成 : 我 们 定义 p= 二 Vnlogn， /二 Vn， 因 此 对 大 的 n，M= 
1 8 一 上 一 1 
(p 一 D'4 1 民生 。 因 为 每 个 近似 步 引入 至 多 Me ”| ) 个 错误 负 ， 所 以 如 果 最 终 天 然 
电路 恒 假 ， 则 所 有 正 例 在 某 步 引入 错误 负 ， 因 此 原先 的 CLIQUE, 单 调 电路 有 至 少 
n 
() 


Me (£401) 





个 门 。 该 数 之 六 (2 人) 5 而 c 一 十 。 否则， 根据 引 理 14.5， 至 少 有 去 (& 一 1)" 个 错 
误 正 。 因 为 每 次 近似 引入 至 多 M22“?(& 一 1)" 个 错误 正 ， 所 以 我 们 再 一 次 得 出 结论 : 天 然 


的 单调 电路 至 少 有 27-1M-?>ner 个 门 ，c= 阅 。 


Razborov 定理 激发 了 某 些 严肃 的 期 望 : 为 了 证 明 P 关 NP， 现在 我 们 必须 做 的 是 ， 建 
立 如 下 : 

猜想 C 所 有 了 中 的 单调 语言 有 多 项 式 单调 电路 。 

不 幸 的 是 ， 猜 想 C 是 错 的 : 用 类 似 前 面 证 明 中 所 用 到 的 技术 ， 建 立 结论 MATCHING 
没有 多 项 式 单调 电路 〈 见 14. 5. 11 中 的 参考 文献 ) 。 


14.5 注解 、 参 考 文献 和 问题 


14.5.1 定理 14. 1 见于 

oR, E. Ladner. “On the sturcture of polynomial time reducibility,” J, ACM, 22, pp. 155-171 ，1975， 

在 所 建立 的 一 系列 结果 中 ， 在 P 关 NP 的 假设 下 ， 归 约 产生 非常 稠密 的 和 复杂 性 不 可 比较 的 NP 内 
(以 及 其 他 类 ) 的 等 价 问题 类 。 值 得 注意 到 ， 迄 今 为 止 ， 如 果 P 了 NP， 还 没有 一 个 “自然 的 ”问题 被 发 现 
属于 如 此 中 间 类 。 (偶然 碰巧 地 ， 每 次 我 们 试图 对 一 个 一 个 NP 中 特定 问题 ， 它 既 难 找到 多 项 式 算法 但 是 
又 难以 证 明 它 是 NP 完 全 的 ， 我 们 就 强烈 地 推荐 去 探索 它 的 复杂 性 属 类 )， 对 于 Ladner 定理 的 推广 ， 和 用 
于 其 他 复杂 性 类 ， 请 见 

oOU. Schoning. “A uniform approach to obtain diagonal sets in Complexity classes,” Theor. Computer 
Science 18, pp. 95- 103，1982. . 

14.5.2 对 于 P 和 NP 类 , 给 出 该 语言 类 中 语言 的 递归 可 枚 举 是 平凡 的 事 ， 它 用 相应 的 机 器 表示 。 
然而 ， 对 于 NPIcoNP 和 BPP 这 样 的 类 ， 这 就 不 是 那么 明显 的 了 。 

问题 : 给 出 一 个 所 有 NP 完全 语言 的 递归 枚 举 ， 即 所 有 不 确定 性 多 项 式 图 灵机 ， 它 们 正好 判定 NP 完 
全 语言 。( 它 出 自 

oL. Landweber. R. J. Lipton, and E. Robertson. “On the structure of the sets in NP and other Com- 
plexity classes,” Theor. Comp. Science, 15, pp. 181-200, 1981. 

14.5.3 ”这 里 是 一 个 扰动 人 的 可 能 性 : 假设 通过 一 个 高 度 非 结构 性 的 证 明证 明了 P 了 二 NP; 那 就 是 ， 
虽然 从 这 个 证 明 立 即 导 致 SAT 问题 有 一 个 多 项 式 算 法 存在 ， 但 是 我 们 无 法 得 到 启示 怎样 清楚 地 叙述 和 运 
行 它 (定理 11. 6 的 非 构造 证 明 ， 即 是 关于 这 种 可 能 性 的 一 个 思路 ) 。 

问题 : (a) 清晰 地 给 出 SAT 算 法 ， 它 有 如 下 性 质 : 存在 一 个 多 项 式 p(n), 使 得 : (1) 输入 xz 是 可 
满足 的 表达 式 ; (2) P= 二 NP 的 情况 下 ， 算 法 在 p(n) 时 间 内 以 输出 对 z 的 满足 真 值 指派 以 后 终止 。 如 果 
两 个 条 件 的 任何 一 个 不 满足 ， 算 法 可 能 任意 地 作为 ， 包 括 走 发 散 岔 路。 


349 








350 











351 


226 劳 三 部 分 PP 和 NP 








(b) 证 明 : 如 果 没 有 条 件 (2)， 则 这 样 的 算法 不 存在 ， 除 非 P 二 NP。 

14. 5.4 ”NP 完全 问题 之 间 的 同 构 问题 在 下 面 文章 中 提出 

oOoL. Berman, and J. Hartmanis. “Isomorphism and density of NP and other Complete sets,” SIAM 
J. Computing, 6, pp. 305-322, 1977., 

该 论文 观察 到 所 有 已 知 的 NP 完全 语言 是 同 构 的 (定理 14.2 证 明了 这 一 点 )。 更 为 重要 的 是 ， 该 论 
文 猜想 所 有 NP 完全 语言 (在 多 项 式 时 间 归 约 而 不 是 对 数 空间 归 约 ) 是 同 构 的 。 这 意味 着 P 了 NP， 因 为 
否则 ， 所 有 P 中 的 语言 都 是 NP 完全 的 ， 因 此 是 同 构 的 一 一 这 包括 无 限 的 和 有 限 的 语言 ， 而 这 是 荒唐 的 。 
根据 性 质 14. 1， 当 然 ， 同 构 猜 想 将 意味 着 没有 稀 朴 语言 可 以 是 NP 完全 的 ， 除 非 了 二 NP。 但 是 后 一 个 蕴 
涵 已 经 直接 证 明了 ， 不 需要 假设 同 构 猜想 。 

OS. R. Mahaney. “Sparse Complete for NP: Solution of a conjecture by Berman and Hartmanis,” J. 
CSS: 25, pp: 130- 1435 1982， 

关于 一 元 语言 的 定理 14. 3 是 这 一 结果 的 先驱 ， 它 出 自 

co P. Berman. “Relationship between the density and deterministic complexity of NP- completer lan- 
guage,” Proc. 5th Intern. Collogu. on Automata, Languages and Programming, pp. 63- 71, Lecture 
Notes in Computer Science 62, Springer Verlag, 1978. 

14.5.5 问题 : 对 下 述 问 题 KNAPSACK、MAXCUT 和 EUCLIDEAN TSP 给 出 衬 垫 函 数 〈 见 问 
题 9.5, 15)。 

14.5.6 定理 14.4 和 定理 14. 5 在 下 述 文章 中 获 证 


oT. Baker, J. Gill and R. Solovay. “Relativization of the TheP NP question,” SIAMJ. Computing, 4, 
pp. 431- 442, 1975. 

该 论文 还 指出 有 一 个 对 所 有 可 以 想象 得 到 的 关于 了 和 NP 的 不 测 事件 的 各 种 恰当 论 示 。 例 如 ， 有 一 
个 论 示 C，NPCc 一 coNPC， 但 是 PC 夭 NPc。 而 且 ， 有 论 示 D、EE， 使 得 NP? 承 coNP? 和 NPE 天 coNPE ， 但 
是 P2 王 NP2 门 coNP2 和 PE 了 NPE 门 coNPE， 

另外 一 个 重要 问题 是 否 NP 门 coNP 有 完全 问题 ， 对 相对 化 类 也 可 以 问 同样 的 问题 : 有 一 个 痊 示 EE， 
使 NPE 门 coNPE 有 完全 问题 〈 这 是 平凡 的 ， 任 何 论 示 EE， 如 果 它 满足 PF = NP5， 则 该 类 NPE 门 coNP2 就 
有 完全 问题 )。 而 其 他 论 示 EE 下， 则 没有 完全 问题 。 见 

oO M. Sipser. “On relativization and the existence of complete sets,” Proc. 9th Int. Collgu. On Automa- 
ta, Languages, and Progamming, pp. 523-531, Lecture Notes in Computer Science Vol. 140, Springer 
Verlag, 1982. 

对 其 他 “语义 ”类 ， 辟 如 RP 和 BPP ( 见 11.2 节 )， 和 UP 类 ( 见 12.1 节 ) 也 一 样 。 后面 的 结果 见 

oJ. Hartmanis and L. Hamachandra. “Complexity classes without machines: On complete language 
for UP,” Theor. Computer Sci., pp. 129- 142, 1988. 

14. 5.7 ”按照 定理 14.4 和 定理 14. 5 的 观点 ， 有 可 能 P= 二 NP 和 了 天 NP 紧密 地 联系 在 一 起 : 它们 被 至 
少 一 个 论 示 所 支持 。 然 而 ， 下 面 的 结果 可 以 说 明 : 在 所 有 可 能 的 论 示 中 ， 仅 仅 无 意义 〈 测 度 等 于 0) 的 
部 分 支持 P= 二 NP。 

OC. Bennett and J. Gill. “Relative to a random oracle PNPAcoNP with probability 1,” SIAM J. 
Gomp. ,10 pp; 96- 103, 1981, 

这 就 激发 了 我 们 坚信 P 了 了 关 NP 是 正确 的 答案 。 事 实 上 ,“ 随 机 论 示 假设 ”是 该 论文 P 关 NP 猜想 的 精巧 
推广 : 两 个 复杂 性 类 不 同 ， 当 且 仅 当 几 乎 所 有 的 论 示 使 它们 不 同 。 这 个 猜想 最 终 被 下 面 的 论文 否定 

oS. A. Kurtz. “On the random oracle hypothesis,” Information and Control, 57, pp. 40- 47, 1983. 

Bennet 和 Gill 也 在 上 述 同样 的 文章 中 指出 ， 大 多 数论 示 P 了 二 ZPP 一 RP 隆 NP ( 见 11.2 节 )。 已 经 证 实 : 
RP、ZPP、UP、NP 和 它们 补 的 各 种 包含 的 组 合 ， 和 赁 我 们 贫 交 的 知识 状态 ， 都 可 以 被 适当 的 论 示 支持 。 
至 于 “ 同 构 猜 想 ”( 见 14. 5. 4) ， 对 几乎 所 有 的 论 示 都 是 不 成 立 的 。 
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oS. A. Kurtz, S. R. Mahanney and J. S. Royer. “The isomorphism conjecture fails relative to a ran- 
dom oracle,” Proc. 21st ACM Symp.onithe Theory of Computing, pp.: 157- 166, 1989. 

然而 ， 最 近 对 某 些 论 示 ， 猜 想 是 成 立 的 : 

OS. Fenner, L. Fortnow, and S. A. Kurtz. “An oracle relative to which the isomorphism conjecture 
holds,” Proc. 33rd IEEE Symp. onthe Foundation of Computer Science, pp. 29- 37, 1992. 

14. 5.8 对 空间 界 的 论 示 计算 给 出 正确 的 定义 是 很 具有 挑战 性 的 。 困 难 在 于 : 询问 串 是 否 应 当 计 算 
在 空间 内 ? 或 者 它 应 当 计 算 在 输出 串 内 ? 对 这 件 事 的 讨论 见 

oJ. Hartmanis. “The Structural complexity column: Some observations about relativization of space- 
bounded computations,” Bull. EATCS, 35, pp. 82- 92，1988. 

偶然 地 ， 这 是 Juris Hartmanis 对 复杂 性 方面 一 系列 出 色 评注 的 一 个 ， 这 些 评注 从 Bulletin 的 第 31 卷 
开始 。 

14. 5.9 问题 : 证 明志 有 多 项 式 电路 ， 当 且 仅 当 如 果 对 某 种 稀 朴 语言 A，LE P4 (一 个 非 均 匀 电 路 
仿 非 常 像 稀 朴 论 示 ， 对 每 个 输入 长 度 ， 它 包含 一 个 多 项 式 信 息 ) 。 

14.5. 10 问题 : 定义 一 个 强壮 的 论 示 机 MI 判定 语言 L， 对 所 有 论 示 和 A， 有 L(M4) 二 L。 即 ， 回 答 
总 是 正确 的 ， 与 论 示 无 关 (虽然 机 器 的 步 数 随 着 论 示 而 变化 ) 。 而 且 ， 如 果 MA 是 多 项 式 时 间 的 ,我们 说 
论 示 A 有 助 于 强壮 机 器 M? 。 令 Pi 是 一 类 语言 ， 它 们 被 强壮 论 示 机 在 确定 多 项 式 时 间 内 帮助 判定 : NP 
是 相对 应 的 非 确 定性 机 器 帮助 语言 类 。 

(a) 证 明 P; 二 NP coNP。 

(b) 证 明 NP; 二 NP。( 这 些 概念 和 结果 来 自 

OU. Schioning. “Robust algorithms: A different approach to oracles”, in Theoretical Computer Sci- 
ence, 40, pp. 57-66, 1985.) 

14. 5. 11 长 期 以 来 ,对 任何 单调 函数 的 单调 电路 复杂 性 ,已 知 的 最 好 下 界 是 线性 (对 非 单调 电 路 复 
杂 性 目前 为 止 也 是 如 此 )。 在 杰出 的 突破 里 ，Razborov 于 1985 年 证 明了 对 团 问题 的 超 多 项 式 下 界 ( 见 定 
理 14. 6， 还 不 是 指数 下 界 )， 见 

o A. A. Razborov. “Lower bound on the monotone complexity of some Boolean functions”, Dokl. 
Akad. Nauk SSSR, 281, 4, pp. 798-801, 1985. English translation in Soviet Math. Dokl., 31. pp. 354- 
357 1985; 

通过 更 好 地 使 用 Razborov 的 技术 ,证明 是 真 指 数 下 界 : 

o A. E. Andreev. “On a method for obtaining lower bounds for the complexity of individual monotone 
functions,” Dokl. Akad. Nauk SSSR, 282, 5, pp. 1033-1037, 1985. English translation in Soviet Math. 
Dokl. , 31. 530- 534, 1985. 

oN. Alon and R. B. Boppana. “The monotone circuit complexity of Boolean functions,” Combinator- 
ica, 7; 1, pp. 1- 22, 1987, 

我 们 在 本 书 中 的 叙述 来 自 

oR., B. Boppana and M. Sipser. “The complexity of finite functions,” pp. 758- 804 in The Handbook 
of Theoretical Computer Science, vol.I: Algorithms and Complexity, edited by J. van Leeuwen, MIT- 
Press, Cambrdge, Massachusetts, 1990. 

短期 内 ,我们 可 能 认为 或 许 Razborov 的 技术 可 以 适当 地 推广 到 猜想 B ( 见 11.4 节 ) 和 了 P 天 NP。 例 
如 ， 我 们 知道 任何 计算 单调 函数 的 电路 有 一 个 等 价 的 单调 多 项 式 电 路 ， 因 此 CLIQUE 没有 多 项 式 电路 ， 
无 论 单调 与 否 。 这 个 希望 被 Razborov 自己 打 碎 了 ， 他 指出 即使 多 项 式 问题 ， 例 如 MATCHING ( 节 
1.3)， 都 有 超 多 项 式 单调 复杂 性 : 

oA. A. Razborov. “A Lower bound on the monotone network complexity of the logical permanent”， 
Mat. Zametky, 37, 6, pp. 887-900, 1985. English translation in Russian Math. Notes, 37. pp. 485-493, 
1985. 
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因此 ，NOT 门 可 以 指数 地 表达 布尔 函数 ， 没 有 通用 方法 将 计算 单调 函数 电路 转换 为 等 价 大 小 的 单调 
电路 。 

14. 5. 12 问题 : 承受 表面 的 貌似 类 同 主题 P 关 NP, 现在 有 一 个 重要 定理 ,我们 也 在 这 里 提 及 
TIME (nn) 关 NTIME (n), 它 在 下 文 被 证 明了 

oOoW. J. Paul,, N. Pippenger, E. Szemerédi, and W. T. Trotter. “On determinism versus nondeter- 
minism and relatedproblems,” in Proc. 24th IEEE Symp. onthe Foundation of Computer Science, pp. 429- 
438，1983. 


这 个 结果 ， 像 TIME(n)CSSPACE (二 ) ( 见 问题 7. 4.17) 一 样 ， 使 用 一 个 表示 图 灵机 M 和 图 Gw(z) 


的 块 。 基 本 图 论 事实 〈 类 似 该 问题 的 〈c) 部 分 ) 是 : 在 任何 六 个 结 点 的 一 个 上 带 机 器 的 计算 图 中 ， 有 一 


个 集合 S， 有 O( es ) 个 结 点 ， 对 任何 结 点 vES， 有 O( AN 个 结 点 ES， 使 得 有 一 条 从 到 


的 路 径 ， 这 里 log* N 是 增长 非常 慢 的 函数 ， 它 的 值 是 对 N 取 对 数 的 次 数 ， 使 得 对 数值 小 于 1。 这 样 的 集 
合 叫 作 分 离 器 。 

通过 猜测 和 分 离 器 ， 一 个 非 确定 性 机 器 可 以 模拟 确定 性 机 器 而 节省 log* N 倍 。 但 是 ， 需 要 非 确 定性 
更 强 的 形式 : 在 NP 存在 模式 和 coNP 全 称 模式 之 间 的 替换 ， 见 第 16、17 和 19 章 。 事 实 上 ， 机 器 用 四 次 
交错 模式 节省 log” N 倍 地 模拟 M， 也 计数 原始 的 存在 模式 。 它 建立 TIME(nlog* n)， 它 包含 在 我 们 叫 作 
>,TIME(n) 的 类 中 ， 后 面 的 类 抓 住 以 上 这 个 “四 重 ” 非 确定 性 〈 沿 着 这 个 方向 ，P 的 扩展 参见 17. 2 节 ) 。 

现在 给 出 最 后 的 结果 : 容易 看 出 ， 如 果 TIME(m) 一 NTIME(z) ， 则 也 有 TIME(nlog* 四 二 >4NTIMECnlog 7) 
(在 定理 17. 9 中 证 明 这 个 推理 )， 从 而 包含 在 ,TIME(n) 内 。 这 与 十 分 精细 的 非 确 定性 时 间 谱 系 相 矛盾 
( 见 第 7 章 中 的 参考 文献 ， 它 涉及 非 确 定性 时 间 更 强 的 变种 ) 。 

14. 5. 13 线性 规划 和 TSP 把 问题 提成 线性 不 等 式 的 集合 ， 然 后 去 解答 它们 ， 这样 的 途径 被 证 实 为 
对 付 组 合 优化 问题 的 非常 有 效 的 传统 途径 〈 见 11. 5. 34 节 的 讨论 ) 。 例 如 ，TSP(D) 可 以 形成 变量 x 的 
线性 不 等 式 集合 ， 如 果 最 佳 回 路 通过 城市 i 到 城市 i}， 则 zj 二 1; 否则 ，zs 二 0。 不 难看 到 ， 这 样 的 线性 
规划 存在 ,但 不 幸 的 是 ,它们 被 证 实 涉及 指数 多 个 不 等 式 。 

一 个 可 能 的 补 数 方 法 是 引入 新 变量 yy ,… ,yx 和 表达 TSP(D) 为 诸多 zj 和 ys 的 线性 不 等 式 集合 。 
预先 假定 ， 这 些 线 性 不 等 式 是 对 称 的 ， 也 就 是 说 ， 这 些 不 变量 在 任何 城市 的 置换 中 不 变 。 如 果 这 可 以 通 
过 额外 多 项 式 个 的 变量 和 不 等 式 实 现 ， 就 有 P 二 NP。 

事实 上 ，1986 年 提出 了 这 样 一 个 构造 

oFE. R. Swart, “P=NP”, Technical Report, University of Guelph, 1986; revised 1987. 

像 预期 的 那样 ， 此 论文 引起 同行 非常 激动 ， 它 被 很 多 学 者 核查 过 ， 不 幸 的 是 ， 还 是 发 现 了 错误 。 

不 久 以 后 ，Mihalis Yannakakis 出 色 地 证 明了 : TSP 没有 比 指数 规模 小 的 对 称 线性 规划 ; 

Oo M. Yannakakis. “Expressing combinatorial optimization problems by linear programs,” Proc. 20th 
ACM Symp. om the Theory of Computing, pp. 223- 228, 1988; also, J. CSS 43, pp. 441- 466，1981. 5 

有 些 与 Razborov 定理 有 趣 的 和 并 行 的 联系 。 首 先 Yannakakis 指出 有 一 个 TSP(D) 特别 难 的 情形 ， 它 写 
成 一 个 一 般 而 非 对 称 的 多 项 式 线性 规划 (报告 图 是 否 有 哈密 顿 回 路 ， 见 定理 9.7 和 它 的 推论 )， 该 规划 存在 
当 且 仅 当 NP 有 多 项 式 电路 。 因 此 ， 在 某 种 意义 下 ， 对 称 规划 是 对 电路 的 限制 ， 另 一 叫 法 就 是 单调 电路 。 
而 且 ， 此 技术 可 以 推广 到 对 一 般 非 二 分 匹配 的 多 项 式 时间 问 题 被 证 明 有 指数 下 界 ， 回 顾 1. 4.14， 就 像 
Razborov 的 定理 推广 到 二 分 匹配 上 一 样 。( 非 二 分 性 是 必要 的 ， 因 为 ， 如 我 们 所 知 ， 对 二 分 匹配 有 一 个 多 项 
式 规模 对 称 线性 规划 : 把 它 看 成 最 大 流 问题 就 是 了 ， 见 9. 5. 14 节 ， 它 是 容易 表示 成 线性 不 等 式 的 ) 。 

附带 地 ，Yannakakis 的 结果 是 仅 有 的 我 们 所 知 的 NP 完全 问题 的 指数 下 界 ， 那 是 在 一 个 限制 的 计算 
模型 下 ， 在 该 模型 下 ， 有 一 个 严厉 ， 可 能 是 致命 的 对 P 了 二 NP 证 明 的 攻击 。 





日 ” 译 者 认为 应 当 是 1991 年 。 一 一 译 者 注 


| 第 四 部 分 


Computational Complexity 


P 内 部 的 计算 复杂 性 类 


有 点 讽刺 ， 但 并 不 令 人 感到 惊奇 的 是 : 随 着 计算 能 力 在 过 去 50 年 的 
飞 束 发展， 计算 机 科学 家 对 什么 是 一 个 问题 的 “计算 上 邻 人 满意 的 解 ” 的 
要 求 不 仅 没 有 放松 ， 反 而 更 加 苛刻 。 在 数字 计算 机 出 现 之 前 ， 当 时 流行 的 
观点 是 递归 函数 是 计算 上 令 人 满意 的 。 当 20 世纪 50 年 代 计 算 机 出 现 之 
后 ， 有 些 递归 问题 变 得 明显 不 能 算是 计算 上 令 人 满意 的 了 ， 递 归 函 数 的 一 
大 子 类 则 取而代之 : Grzegorczyk 谱系 中 的 一 类 函数 。 随 着 计算 能 力 和 野 
心 在 20 世纪 60 年 代 进 一 步 扩 大 ， 对 一 些 实际 上 难 的 问题 认真 研究 之 后 ， 
令 人 温 表 的 结果 导致 我 们 把 多 项 式 时 间 计 算 定义 为 计算 上 令 人 满意 的 一 一 
这 一 思想 的 影响 在 本 书 中 随处 可 见 。 

带 有 大 量 处 理 器 的 并 行 计 算 机 的 出 现 ， 使 得 我 们 对 令 人 满意 的 计算 解 
的 范围 进一步 缩小 。 多 项 式 时 间 不 再 足够 好 了 ， 因 为 不 是 所 有 快速 的 串 行 
算法 能 够 被 大 规模 并 行 化 。 我 们 必须 更 深层 地 探索 卫 类 (以 及 我 们 的 大 
脑 ) 来 发 现 新 的 概念 和 模型 以 适应 这 一 现实 状况 。 
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第 15 章 | 


Computational Complexity 


并 行 计 算 





在 科学 中 的 一 些 最 无 法 理解 的 领域 (比方 说 ， 在 物理 学 、 经 济 学 或 者 计算 学 中 )， 似 
乎 都 涉及 大 量 实体 的 并 发 交互 。 
15. 1 并 行 算法 

在 过 去 的 20 年 中 ， 并 行 一 直 在 深 深 地 改变 着 计算 理论 与 实践 一 一 从 最 初 作为 未 来 一 
个 不 太 靠 谱 的 可 能 性 ， 到 现在 作为 一 个 最 具 挑 战 的 现实 性 。 目 前 并 行 计 算 机 拥有 数量 极其 
巨大 的 处 理 器 ， 这 些 处 理 器 之 间 相 互 合 作 来 求解 同一 个 问题 实例 。 为 了 便于 思考 ,我 们 假 
设 一 台 并 行 计算 机 具有 大 量 相互 独立 的 处 理 器 ， 每 台 处 理 器 能 够 执行 自己 的 程序 ， 并 且 通 
过 一 个 大 的 共享 内 存 与 其 他 处 理 器 进行 瞬时 的 和 同步 的 通信 。 换 句 话 说， 所 有 处 理 顺 一 起 
执行 它们 各 自 的 第 一 条 指令 ， 然 后 交换 信息 ， 然 后 再 执行 它们 各 自 的 第 二 条 指令 ， 以 此 类 
推 。 尽 管 这 不 是 唯一 的 一 类 并 行 计 算 机 ， 但 相 较 于 其 他 并 行 计 算 机 ， 在 这 类 并 行 计算 机 上 
设计 并 行 算法 是 最 容易 的 (副作用 是 ， 当 真 的 需要 建造 以 及 进一步 扩展 一 台 具 有 很 多 处 理 
器 的 并 行 计算 机 时 ， 这 类 并 行 计算 机 是 最 难 建造 的 )。 

当 设 计 针 对 这 类 计算 机 的 算法 时 ， 很 显然 ， 我 们 希望 最 小 化 并 发 计算 开始 和 结束 之 间 
的 时 间 一 一 因为 这 是 真正 进行 并 行 计算 的 时 间 。 而 且 我 们 希望 并 行 算法 比 相 应 的 串 行 算法 
快 很 多 。 稍 后 我 们 将 看 到 我 们 是 怎样 形式 化 这 一 目标 的 。 此 外 并 行 算法 也 不 应 该 需要 许多 
处 理 器 。 ， 
但 是 ,在 进一步 介绍 并 行 计算 之 前 ， 理 解 并 行 性 〈 它 的 能 力 、 它 的 复杂 性 以 及 它 的 局 
限 性 ) 的 最 好 方法 是 先 通 俗 地 介绍 一 些 各 种 并 行 计 算 的 例子 ， 如 第 1 章 介绍 串 行 算法 
那样 。 

矩阵 乘法 

由 于 有 更 多 的 问题 和 参数 需要 考虑 ， 所 以 设计 并 行 算法 通常 比 串 行 算法 难 很 多 。 然 
而 ， 有 时 候 情形 却 相 当 简 单 ， 原来 的 串 行 程序 可 以 很 容易 地 并 行 化 。 

这 种 情形 的 一 个 很 好 的 例子 就 是 矩阵 乘法 。 假 设 给 定 两 个 nXn 的 矩阵 4 和 B， 我 们 
要 计算 它们 的 乘积 C 二 4，B。 也 就 是 说 ， 我 们 要 计算 n? 次 下 面 形式 的 求 和 


Ci,; = DAx * Bg 197 = 工 ,n 
k=1 


很 显然 ， 这 个 问题 能 够 串 行 地 在 Ol(w3) 次 算术 运算 内 求解 〈 尽 管 存 在 渐 近 意义 下 比 72 更 
快 的 聪明 且 复 杂 的 算法 ， 但 这 里 我 们 忽视 这 一 点 ) 。 

简单 地 通过 从 串 行 算 法 中 提取 尽 可 能 多 的 并 行 ， 我 们 可 以 获得 一 个 令 人 满意 的 并 行 算 
法 。 假 设 拥 有 ni 个 处 理 器 ， 因 此 这 m3 次 乘法 Ax， Bi 能够 被 不 同 的 处 理 器 独立 计算 。 我 
们 把 计算 Ax， Bw 的 处 理 器 标记 为 处 理 器 (i,k, 站 。 然 后 ， 对 于 个 标记 为 (i,1,;7) 的 处 理 
器 ， 收 集 对 应 于 Ci 的 剩余 的 2 一 1 个 乘积 〈 假 设 处 理 器 之 间 的 通信 是 瞬时 的 ) ， 并 进行 ”一 
1 次 加 法 运算 。 
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在 ww 个 处 理 器 上 的 总 运行 时 间 是 n 次 算术 运算 的 时 间 。 将 复杂 度 从 nm 降 到 n 当然 是 
很 有 意义 的 ， 但 是 这 样 的 改进 仍然 不 值得 我 们 建造 多 处 理 器 计算 机 。 我 们 想 要 看 到 的 是 在 
时 间 上 某 种 指数 级 的 下 降 ， 比 方 说 并 行 时 间 为 log n (或 者 至 少 是 多 重 对 数 的 并 行 时 间 ， 
例如 log? nn 或 者 log3 n)。 

矩阵 乘法 就 存在 着 这 样 的 并 行 算 法 : 区 别 于 上 述 并行 算 法 中 让 一 个 处 理 器 执行 n 一 1 
次 加 法 运算 ， 我们 将 安排 这 些 处 理 器 按照 二 叉 树 来 进行 加 法 。 用 这 个 方法 ,我 们 可 以 在 


log n 的 并 行 步 内 完成 所 有 的 加 法 。 具 体 地 说 ， 在 第 ; 步 ， 处理 器 (i,2" | 徊 |,j 收集 处 理 咒 


( ,27 | 大 | ,j | 的 运算 结果 ， 并 与 自身 的 运算 结果 相 加 ， 其 中 ;的 范围 从 0~[Tlog n 1 一 1。 


最 后 ， 处 理 器 (i,1,;7) 将 会 和 前 面 一 样 得 到 Cr 。 所 以 总 的 并 行 步 是 log n 十 1， 所 用 到 的 
处 理 顺 数目 是 mm 。 

我 们 的 目标 就 是 要 设计 这 样 对 数 的 ， 或 者 至 少 是 多 重 对 数 的， 例如 logs n， 并 行 算法 。 
类 似 于 突破 串 行 计算 中 指数 和 多 项 式 时 间 之 间 的 障碍 ， 这 就 是 我 们 希望 在 并 行 计算 机 中 所 
获得 的 在 复杂 度 上 指数 级 的 下 降 。 同 样 重要 的 是 ， 处 理 器 的 数目 应 该 是 多 项 式 的 一 一 因为 
指数 个 的 处 理 器 比 指数 级 的 执行 时 间 更 加 不 可 行 。 

在 这 个 例子 中 ,我 们 自然 地 将 矩阵 中 元 素 间 的 一 次 算术 运算 看 做 是 一 步 。 如 果 这 些 元 
素 都 是 长 整数 ， 那 么 我 们 就 必须 考虑 如 何 将 在 这 些 长 整数 上 的 算术 运算 分 解 成 位 运算 并 且 
并 行 地 执行 (本 节 后 面 将 讨论 它 )。 但 是 我 们 很 快 将 会 看 到 ， 即 使 是 布尔 矩阵 ， 和 矩阵 乘法 
问题 仍然 是 相当 有 趣 的 ， 而 且 它 所 需要 的 运行 步 数 可 以 精确 地 计算 出 来 。 

我 们 能 做 得 更 好 吗 ? 不 难看 出 ， 在 最 宽泛 的 假设 和 模型 下 ， 对 和 矩阵 乘法 来 说 ,log nn 
的 并 行 步 数 是 必需 的 。 那 所 需要 的 处 理 器 数目 呢 ? 既然 并 行 算法 是 基于 一 个 明显 的 O(n) 
的 串 行 算法 ， 那 么 并 行 算法 的 总 工作 量 必须 至 少 和 串 行 算法 的 一 样 大 ‘“ 总 工作 量 ” 指 的 
是 所 有 处 理 器 上 的 执行 步 数 之 和 )。 理 由 是 基于 一 条 如 此 显然 但 又 非常 重要 的 原理 : 一 个 
问题 并 行 算法 的 总 工作 量 不 可 能 小 于 最 好 的 串 行 算法 的 时 间 复 杂 度 (在 这 个 例子 中 ， 我 们 
所 考虑 的 最 好 的 串 行 算法 指 的 是 和 m 的 算法 )， 因 为 任何 并 行 算法 显然 可 以 被 串 行 算法 模 
拟 ， 而 且 该 串 行 算法 的 复杂 度 和 并 行 算法 的 总 工作 量 一 样 。 

明显 任何 需要 至 少 mw 工作 量 而 且 能 达到 log ”的 最 优 并 行 时 间 的 并 行 算法 需要 


。 问 题 是 ， 在 不 过 多 增加 并 行 时 间 的 前 提 下 ， 能 将 算法 所 需要 的 处 理 





至少 





og 
器 数目 从 mw? 降 到 最 优 值 汪 





吗 ? 


logn 





方法 如 下 : 我 们 并 不 是 像 前 面 那样 在 一 入 帮 所 机 证 你 风 训 -| 个 处 


理 器 运行 log n“ 轮 ”来 计算 nw 个 乘积 。 对 于 在 原来 算法 中 需要 使 用 超过 一 





个 处 理 器 的 


证 





前 log log ”个 并 行 的 加 法 步骤， 我 们 还 使 用 |j 忆 -| 个 处 理 器 通过 多 轮 来 完成 。 这样， 总 的 





并 行 步 数 不 超 过 2log w， 所 用 处 理 器 数目 为 j 志 ， 因 此 将 基于 OCw#) 品行 算法 的 并 行 化 


从 各 方面 都 打造 到 了 最 优 一 一 误差 不 超过 两 倍 。 这 个 将 所 需 处 理 器 数目 降 到 最 优 值 〈 给 定 
总 的 工作 量 和 并 行 时 间 的 前 提 下 ) 的 重要 技术 相当 普遍 和 重要 ， 称 为 Brent 原理 。 
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将 算法 所 需 处 理 器 的 数目 用 ”的 函数 来 表示 看 上 去 可 能 会 觉得 奇怪 ， 毕 葛 并 行 计算 机 
的 处 理 器 数目 都 是 固定 的 ， 而 且 不 管 什么 样 的 和 什么 规模 的 实例 都 得 在 上 面 求解 。 比 方 
说 ， 在 带 有 己 个 处 理 器 {P 比 记 一 小 很 多 ) 的 并 行 计算 机 上 进行 ?X 的 矩阵 乘法 时 怎么 办 
呢 ? 事实 上 ， 一 旦 我 们 找到 了 达到 最 优 并 行 时 间 的 算法 ， 我 们 就 可 以 将 该 算法 所 需要 的 处 
理 器 数目 缩减 到 计算 机 本 身 所 能 提供 的 范围 。 在 这 个 例子 中 ， 我 们 可 以 将 原先 算法 中 每 一 


个 并 行 步 所 要 执行 的 任务 分 配 到 了 个 处 理 器 上 ， 并 执行 | 六 oz 轮 。 这 时 ， 总 的 运行 时 





间 是 2  。 很 显然 ， 这 是 这 个 并 行 算法 在 已 个 处 理 器 上 所 能 获得 的 最 快 时 间 。 


偶然 地 ， 这 也 从 另 一 方面 说 明了 为 什么 我 们 那么 希望 在 并 行 算法 中 最 小 化 处 理 器 的 数 
目 : 如 果 在 最 初 的 算法 中 使 用 了 太 多 的 处 理 器 ， 那 么 将 该 算法 运行 在 处 理 器 数目 固定 的 计 
算 机 上 最 终 会 大 大 增加 并 行 时 间 。 

图 的 可 达 性 

接 下 来 讨论 REACHABILITY 问题 。 它 在 串 行 计算 中 是 那样 基本 ,这 里 我 们 从 并 行 
性 的 观点 来 看 这 个 问题 例证 了 如 下 关于 并 行 算法 的 严峻 事实 : 要 设计 一 个 问题 的 并 行 算 
法 ， 我 们 通常 不 得 不 忘记 关于 这 个 问题 所 有 已 知 的 囊 行 算法 ,然后 从 头 开 始 ， 进 行 完全 不 
同 的 思考 。 在 本 节 的 各 种 例子 中 ， 我 们 将 一 次 又 一 次 地 看 到 这 种 情形 。 

针对 REACHABILITY 问题 ( 见 1.1 节 ) 的 搜索 算法 无 法 很 容易 地 并 行 化 : 即使 我 
们 有 办 法 让 处 理 器 从 栈 (或 队列 ) S 中 获得 图 的 结 点 ， 并 且 同 时 处 理 这 些 结 点 使 混乱 不 会 
发 生 ， 并 行 的 步 数 仍然 至 少 与 从 起 点 到 终点 的 最 短路 径 长 度 一 样 一 一 而 这 条 路 径 的 长 度 可 
能 是 n 一 1， 比 方 说 所 给 的 图 就 是 一 条 路 径 。 事 实 上 ， 我 们 猜想 深度 优先 搜索 是 那些 具有 固 
有 串 行 性 的 问题 之 一 ， 它 无 法 在 对 数 多 项 式 时 间 内 并 行 化 。 所 以 ， 我 们 将 不 再 沿 着 搜索 的 
思路 ， 我们 应 该 寻找 一 个 完全 不 同 的 方法 。 

一 个 有 趣 的 方法 使 用 了 前 面 已 经 成 功 解决 的 问题 ， 和 矩阵 乘法 。 给 定 一 个 图 ， 将 图 上 每 
个 结 点 加 上 自 环 ， 并 用 邻接 矩阵 A 来 表示 。 显 然 ， 对 所 有 的 i，Ai; 二 1。 计 算 A 和 它 自己 
的 布尔 乘积 人 2 一 A。A， 其 中 

人 = VAr NA 
短 短 的 思考 之 后 ， 我 们 会 发 现 A 二 1 当 且 仅 当 从 结 点 i 到 结 点 j 存在 一 条 长 度 小 于 等 于 2 
的 路 径 。 

别 停 。 通 过 计算 A! 二 A?。A?， 我们 得 到 了 所 有 长 度 不 大 于 4 的 路 径 ， 然 后 As ， 得 到 

了 所 有 长 度 不 超过 8 的 路 径 ， 等 等 。 在 经 过 [ log n 1] 次 布尔 矩阵 乘法 后 ， 我 们 得 到 了 


A2liog"| A 的 传递 闭 包 的 邻接 短 阵 。 而 这 个 传递 闭 包 恰 恰 集中 反映 了 所 给 图 的 所 有 可 
达 的 点 对 。 从 而 这 个 图 的 传递 闭 包 可 以 在 O(log? n) 的 并 行 步 内 用 O(nilog n〉 的 工作 量 
来 得 到 。 注 意 ， 这 个 结果 正 是 我 们 一 直 寻 找 的 结果 : 并 行 时 间 是 对 数 多 项 式 的， 而 且 总 工 


作 量 是 多 项 式 的 (而 且 ， 根 据 Brent 原理 ， 所 需 的 处 理 器 数目 是 of je) )。 
算术 运算 





假设 有 nn 个 整数 z1，… ,zxs， 对 于 所 有 的 j 二 1,…,n， 要 计算 >) ri。 这 个 问题 称 为 前 置 


1 一 ] 
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求 和 问题 。 它 很 容易 通过 ”一 1 次 加 法 来 顺序 地 求解 一 一 先 计 算 zi 十 x2， 然 后 再 计算 zi 十 
Xz 十 Ta3， 这 样 直 到 zi 十 x2 十 … 十 Xs。 遗憾 的 是 ， 这 个 算法 太 顺 序 了 以 至 于 不 适合 并 行 化 。 

前 置 求 和 并 行 算法 最 好 用 递归 来 描述 。 假 设 n 是 2 的 某 个 舞 次 一 一 否则 ， 在 数列 的 最 
后 添加 足够 多 无 伤 大 雅 的 0。 为 了 计算 x，… ,zn 的 前 置 和 ， 首 先 分 别 计算 (zi 十 x2)， 
(Zz3 十 Z4) 《zn-1 十 Tn) 的 和 (一 个 并 行 步 )。 然 后 递归 地 计算 这 个 新 数列 的 前 置 和 。 可 
以 发 现在 子 递 归 调 用 结束 后 我 们 得 到 了 所 需 的 一 半 回 答 一 一 那些 在 偶数 位 置 的 前 置 和 。 科 
下 一 半 的 奇数 位 置 的 前 置 和 可 以 通过 数列 中 奇数 位 置 上 的 数 再 加 上 在 它 前 面 的 偶数 位 置 的 


前 置 和 在 一 个 并 行 步 内 获得 。 故 而 计算 一 个 长 度 为 n 的 数列 的 前 置 和 比 计算 一 个 长 度 为 六 
的 数列 的 前 置 和 只 需要 多 两 个 并 行 步 〈 一 个 在 子 递归 调用 前 ， 一 个 在 子 递 归 调 用 后 ) 。 所 
以 ， 总 的 并 行 步 是 2log n 





这 是 最 快 的 算法 ,即使 我 们 只 计算 > ,zi 而 所 需 的 总 工作 量 
i=1 





为 n 十 如 十 如 十 …<2n 一 一 因此 ， 根 据 Brent 原理 ， 所 需 的 处 理 器 数目 仅 是 


logn”® 

事实 上 ， 不 难 论证 一 个 更 通用 的 问题 也 可 以 同样 解决 : 前 面 在 前 置 求 和 中 所 涉及 的 
“十 ”不 必 是 整数 加 法 ， 可 以 是 在 任意 域 上 满足 结合 律 的 运算 ， 即 ac 十 (8 十 c) 王 (Ca 十 50) 十 c。 
我 们 接 下 来 在 二 进 制 加 法 的 并 行 算法 中 将 用 到 这 个 推广 的 前 置 求 和 的 思想 。 

两 个 ”位 长 的 二 进 制 数 的 加 法 是 又 一 个 串 行 容 易 实现 〈 小 学 所 学 的 算法 用 了 O(n) 的 


布尔 运算 ) 并 行 困难 的 例子 。 给 定 两 个 二 进 制 数 a = >)ai 2 和 2 二 》)b; 2 我 们 希望 得 
i=0 i=0 


到 它们 的 和 < 二 pe 其 中 ， 所 有 的 ai、bi\ci 都 是 0 或 1， 并且 a, 二 b 二 0。 为 了 计算 ci， 


我 们 不 得 不 计算 第 i 一 1 位 上 的 进位 x;-;1。 如 果 我 们 已 经 得 到 了 所 有 位 上 的 进位 ， 那 么 
ci 二 《ai 十 bi 十 zi-1) mod 2， 所 以 我 们 可 以 在 两 个 并 行 步 内 得 到 所 有 位 上 的 结果 。 问 题 是 
进位 是 传递 的 ， 以 至 于 看 上 去 计算 进位 z; 必须 先 计算 zi;-1。 

zi 的 计算 公式 是 什么 ?根据 定义 ， 当 (a) a; 和 4 都 是 1; 或 者 〈b) 至 少 它们 中 有 一 
个 是 1， 且 前 面 的 进位 是 1 时 ， 进 位 zx; 才 是 1。 也 就 是 说 ， 如 果 定 义 gi 二 a; 人 bi 为 第 i 个 
位 置 上 的 进位 生成 位 ，pi 二 ai V bi 为 进位 传递 位 ， 则 


zi = gi V (pi MN zi1) (15=1) 
假设 z-1 二 0。 在 式 (15-1) 中 用 zx;-1 的 计算 公式 替换 z;_-1， 得 到 
z= Lg; V (pi A gi) V (Lp;: A pi A zz) (15~ 2) 


注意 式 (15-2) 虽然 看 上 去 是 一 个 从 zi;-z 获 得 z; 的 公式 ,但 它 与 式 (15- 1) 是 同一 
个 类 型 ， 除 了 gi 换 成 了 [gi;V (pi 人 gi-1)j] 以 及 pi 换 成 了 [pi; 人 pi;-1]」 外 。 设 计 一 个 分 
量 为 2 的 位 向 量 间 的 @ 运 算 ， 定义 如 下 : 
(abOla,b)= (a V(b Ma),b Mb) 
不 难 证 明 铝 是 一 种 满足 结合 律 的 运算 。 于 是 S 


i 二 i 
(zx, TI#;) = (zi , [I p;) © Cgi,p:) 一 ((zi2, 1 #;)©O gi ,pii) ) © (gi ,pi) 
j=0 j=0 j=0 


日 原 书 叙 述 不 清楚 ， 译 者 作 了 较 大 修改 。 一 一 译 者 注 
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记 2 
=(Lg; V (pi A gi)] V (Lp;: A Bi-ij MN ziz) (开户 和信 pr ) 和 人 pi ) 一 
j=0 


= D DOBgo po Og pO (gi,pi) = Cogo po Og1,p1))%)O gi, pi) 

所 以 ,计算 所 有 的 进位 就 是 对 位 向 量 序列 (go,po), (gi1,p1), (gz sp2)s* (gn1， 
pn-1) 在 运算 下 进行 “推广 的 前 置 求 和 ”。 利 用 前 面 的 算法 ， 我们 可 以 在 2log n 的 并 行 
光 内 守 浊 所 用 前 洲 往 坟 或 者 ， 由 于 需要 花费 三 个 基本 运算 ， 所 以 是 6log n 的 并 行 布 
尔 运算 ， 以 及 O(n) 的 总 的 工作 量 。 计 算 最 后 的 结果 ， 两 个 位 的 二 进 制 数 之 和 ， 仅 仅 需 
要 额外 的 两 个 并 行 步 。 我 们 的 结论 是 我 们 能 够 在 O(log n) 的 并 行 步 内 ， 以 O(z) 的 总 开销 
计算 两 个 ”位 长 的 二 进 制 数 之 和 。 

接着 讨论 乘法 一 一 一 个 无 疑 更 难 并 行 化 的 问题 。 假 设 我 们 要 计算 两 个 位 长 的 二 进 制 
数 的 乘法 一 一 比方 说 ，a X65 二 1001101110 X1011010011。 这 其 实 就 是 至 多 nn 个 数 的 相 加 ， 
即 1001001110 十 10011011100 十 10011011100000 十 1001101110000000 十 10011011100000000 十 
1001101110000000000。 其 中 的 每 一 项 是 a 乘 以 2 的 某 宕 次 ， 其 宕 次 数 为 所 对 应 的 2 中 值 
为 1 的 位 置 。 不 难 发 现 这 些 项 可 以 在 对 数 的 并 行 时 间 和 @(z ) 的 硬件 开销 内 从 a 和 2 中 获 
得 (一 个 方法 是 先 通 过 前 置 求 和 生成 所 有 的 a,2a,4a,…,2"a， 然 后 再 并 行 地 “屏蔽 ”那些 
对 应 5 中 位 值 为 0 的 那些 项 )。 所 以 ,为 了 能 并 行 地 求 n 位 二 进 制 数 的 乘法 ， 只 要 研究 怎 
样 并 行 地 对 n 位 或 少 于 2n 位 的 二 进 制 数 求 和 即 可 。 

我 们 可 以 通过 所 谓 的 二 替 三 技巧 来 实现 。 假 设 a， b,c 是 三 个 需要 求 和 的 2n 位 的 二 
进 制 数 ，ai ,bi ,ci 分 别 表示 它们 的 第 i 位 。 如 果 将 这 三 位 相 加 ， 我 们 得 到 了 一 个 两 位 的 数 
ai 十 bi 十 ci 三 2，pi; 十 qi;， 其 中 ，p; 和 ai 也 都 表示 人 位。 那么 所 有 的 p; 和 qi 就 构成 了 两 个 n 
位 的 数 ，p 和 gq， 即 a 十 b 十 c 二 2，p 十 qg。 因 此 ， 用 1 步 , 我们 就 将 三 个 数 的 相 加 规约 到 了 
两 个 数 的 相 加 一 一 g 以 及 在 尾部 添加 1 个 0 的 p。 

nn 位 或 少 于 2n 位 的 二 进 制 数 求 和 算法 如 下 : 将 这 些 数 划分 为 三 元 组 〈 忽 略 最 后 剩 下 
的 数 )， 用 1 个 并 行 步 将 每 一 个 三 元 组 中 的 三 个 数 蔡 换 成 两 个 2n 十 1 位 的 二 进 制 数 。 即 每 


一 个 并 行 步 后 ， 所 要 相 加 的 二 进 制 数 的 数目 将 乘 以 也 。 在 经 过 至 多 log} 2n 步 后 ， 我 们 只 


剩 下 一 两 个 数 需 要 相 加 了 。 所 以 乘法 可 以 在 O(log n) 的 并 行 时 间 内 ， 花 O(zzlog n) 的 工 
作 量 来 完成 。 更 快 的 方法 也 已 为 人 知晓 〈 见 参考 文献 ) 。 

最 大 流 

MAX FLOW 问题 最 好 地 展示 了 并 行 的 局 限 性 。 在 网 络 N 中 寻找 最 大 流 的 串 行 算法 
( 见 1. 2 节 ) 并 行 化 的 最 大 障碍 是 这 个 算法 是 分 阶段 的 。 在 每 一 个 阶段 ， 从 一 个 流 f 开始 
(在 第 一 个 阶段 有 一 个 处 处 为 0 的 流 )， 然 后 努力 改进 它 。 出 于 这 个 目的 ， 我们 构造 了 新 的 
网 络 NC(f) 来 反映 网 络 N 中 的 每 条 弧 在 流 f 下 被 改进 的 潜力 ， 并 试图 在 NCAP) 中 从 源 点 s 
到 汇 点 t 之 间 寻 找 一 条 路 径 。 如 果 我 们 成 功 了 ， 那 么 我 们 改进 了 流 。 如 果 我 们 失败 了 ， 那 
么 当前 流 就 是 最 大 流 。 

不 难看 出 每 一 个 阶段 都 可 以 被 最 大 并 行 化 。 在 足够 多 的 硬件 下 ， 我 们 可 以 在 一 个 并 行 
步 内 构造 出 NGC/ 一 一 而 且 从 本 节 前 面部 分 我 们 知道 如 何 快速 并 行 地 寻找 路 径 。 所 以 ， 每 
一 个 阶段 可 以 在 O(log? n) 的 并 行 时 间 和 Olm?)〉 的 总 工作 量 内 完成 。 其 中 ,nn 是 网 络 中 节 
点 的 数目 。 问 题 是 每 一 个 阶段 都 得 在 前 一 个 阶段 完成 后 才能 执行 ， 而 总 的 阶段 数 可 能 非常 
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大 一 一 当然 要 超过 ”的 多 重 对 数 了 。 

一 如 既往 ， 我 们 可 以 试 着 设计 完全 不 同 的 算法 一 一 那些 更 加 容易 并 行 化 的 算法 ， 而 不 
是 改造 这 个 明显 的 串 行 算法 。 例 如 ， 我 们 可 以 合并 连续 的 阶段 ， 使 它们 能 够 同时 并 行 地 执 
行 一 一 我 们 可 以 尝试 每 次 寻找 多 条 增 广 路 径 ， 比 方 说 ， 所 有 具有 相同 长 度 的 可 能 增 广 路 
径 。 事 实 上 ， 这 样 的 策略 在 某 些 情形 下 可 以 成 功 地 将 阶段 数 降 到 n， 或 者 甚至 是 Va， 但 是 
降 不 到 多 重 对 数 。MAX FLOW 问题 成 为 一 个 多 项 式 时 间 可 解 的 并 且 看 上 去 具有 固有 串 行 性 
的 经 典 例子 。 稍 后 的 小 节 将 正式 地 证 明 ， 在 某 种 严格 意义 上 ， 它 确实 是 。 

旅行 商 问题 

我 们 目前 为 止 对 并 行 算法 的 讨论 澄清 了 另 一 个 重要 观点 : 并 行 算法 不 是 像 我 们 本 来 天 
真 地 期 望 的 那样 ， 是 NP 完全 问题 的 解 ， 它 不 是 那 种 使 得 指数 算法 变 得 可 行 的 技术 上 的 突 
破 。 障 碍 就 在 下 面 的 方程 中 。 

工作 量 二 并 行 时 间 X 处 理 器 数目 

如 果 一 个 问题 已 知 的 最 快 的 串 行 算法 需要 指数 时 间 (正如 目前 所 有 的 NP 完全 问题 )， 那 
么 对 任何 的 并 行 算 法 ， 或 者 并 行 时 间 必 须 是 指数 的 ， 或 者 处 理 器 数目 必须 是 指数 的 〈 或 者 
两 者 都 是 ) 。 人 类 不 太 可 能 制造 具有 天 文 数字 处 理 器 的 计算 机 一 一 这 个 限度 比 我 们 耐心 的 
限度 更 严格 。 | 

这 并 不 意味 着 并 行 计算 机 对 求解 难 的 问题 没有 用 处 。 并 行 计算 ,配合 以 巧妙 的 指数 算 
法 、 快 速 的 处 理 器 和 巧妙 的 编程 技巧 ， 可 以 帮助 解决 NP 完全 问题 越 来 越 大 的 实例 。 我 们 
的 观点 是 光 靠 并 行 化 无 法 铲除 NP 完全 和 指数 这 个 幽灵 。 

行列 式 和 逆 

最 后 我 们 用 一 个 基本 的 问题 来 结束 本 节 。 这 个 问题 乍 看 上 去 具有 固有 的 品行 性 ， 但 实 
际 上 存在 着 一 个 相当 复杂 的 快速 并 行 算法 一 一 这 个 问题 就 是 计算 整数 矩阵 的 行列 式 。 

在 11.1 节 ， 我 们 已 经 知道 利用 高 斯 消去 法 ， 行 列 式 可 以 用 O(z ) 次 算术 运算 得 到 。 
而 高 斯 消去 法 是 一 个 非常 顺序 的 算法 一 一 它 必 须 一 行 一 行 地 处 理 和 矩阵。 当然 ， 对 每 一 行 的 
处 理 可 以 容易 地 并 行 化 ， 但 总 的 并 行 步 数 仍然 是 ”或 者 更 多 。 

通过 将 这 个 问题 和 另 一 个 困难 的 问题 〈 珑 阵 求 送 ) 联系 起 来 ， 一 个 不 同 的 方法 可 以 同 
时 解决 这 两 个 问题 。 让 我 们 解释 行列 式 和 道 和 矩阵 的 关系 。 假 设 A 是 一 个 矩阵 ，A[ 门 表示 
忽略 A 的 前 n 一 i 行 和 nn 一 i 列 后 所 剩 下 的 矩阵 ， 即 A[i 是 A 的 右 下 角 iXi 的 和 矩阵。 考察 
这 个 矩阵 的 逆 A[ 让 -1， 以 及 它 的 第 一 个 元 素 (A[ 让 -1)11。 克 莱 姆 法 则 告诉 我 们 


(4[ 订 155i = WA 


这 对 于 i 二 n,n 一 1,…,2 都 成 立 。 回 溯 这 些 方程 ， 因 为 ALn] 二 A， 所 以 我 们 得 到 
det A = (TT ca )1) (15- 3) 
i=1 


我 们 将 利用 这 个 奇怪 的 公式 来 并 行 地 计算 行列 式 。 也 就 是 说 ,我 们 将 首先 并 行 地 计算 众多 
和 矩阵 的 逆 ， 然 后 将 它们 左上 和 角 的 元 素 相 乘 ， 最 后 再 求 这 个 结果 的 倒数 。 

但 还 有 一 个 问题 : 我 们 不 是 将 这 个 方法 直接 用 在 矩阵 A 上 ， 而 是 用 在 从 A 衍生 的 一 
个 符号 矩阵 。 当 然 ， 我 们 从 11. 1 节 知 道 计算 符号 行列 式 是 在 自 找 麻烦 。 幸 运 的 是 ， 符 号 
矩阵 只 有 一 个 变量 : 我 们 将 利用 式 〈15-3) 计算 矩阵 TI 一 zA 的 行列 式 。 而 计算 形 如 I 一 xA 
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矩阵 的 逆 被 证 明 是 容易 的 。 
计算 (I 一 xA)”! 的 想法 来 自 于 当 A 是 1X1 算 阵 的 情形 ， 即 把 A 看 作 实数 : 它 的 形 
式 宪 级 数 为 


(1—zA)T! = >) CrA) (15-4) 
= 


所 以 为 了 计算 (I 一 xA[ij)“1， 我 们 只 要 并 行 地 对 xzALi] 的 所 有 办 次 求 和 (利用 前 级 
求 和 ) 。 

但 是 怎么 处 理 式 (15-4) 中 复杂 的 无 限 求 和 呢 ? 既然 我 们 只 是 想 计 算 1 一 zxA 的 行列 
式 ， 而 这 个 行列 式 是 关于 xz 的 n 次 多 项 式 ， 所 以 我 们 可 以 通过 删除 乱 级 数 中 x" 之 后 的 项 
来 完成 对 式 (15-4) 的 计算 。 也 就 是 说 ， 所 有 计算 只 涉及 元 素 为 n 次 多 项 式 的 矩阵 。 因 
此 ， 对 式 (15-4) 的 求 和 将 在 第 n 次 加 法 之 后 停止 。 所 以 ,通过 对 任意 i 并行 地 计算 出 
(xA[ 记 )imod zx"+! (mod zf 用 于 提醒 我 们 忽略 那些 高 于 x” 的 项 )， 并 将 它们 相 加 ， 我 
们 就 可 以 并 行 地 得 到 所 有 的 (I 一 xA)》[i] !。 

一 旦 得 到 所 有 的 (I 一 xA)[i] 1， 就 可 以 获得 它们 左上 角 的 元 素 ， 将 它们 相 乘 并 模 
zf+1， 就 可 以 得 到 一 个 关于 z 的 ?次 多 项 式 ， 它 可 以 写成 co(1 十 zp(z))， 其 中 co 为 某 个 
不 等 于 0 的 数 〈 如 果 这 个 多 项 式 的 常数 项 为 0， 那么 接 下 来 的 计算 稍 做 修改 即 可 )。 根 据 
式 (15-3)， 这 个 多 项 式 就 是 det(T 一 zA) 的 倒数 。 接 着 ， 通 过 求 这 个 多 项 式 的 倒数 ， 我 
们 可 以 计算 行列 式 一 一 再 次 利用 倒数 的 震级 数 ， 并 且 删 除 x” 之 后 的 项 : 


(oll+ pz) = ED zp(z))’ mod zt 
0 j=0 


因此 我 们 计算 det(I 一 xzA)。 当 然 , 我 们 所 感 兴趣 的 是 det A。 但 这 很 容易 获得 ， 因 为 
det(1 一 xA) 中 xz? 的 系数 是 ; 如果 对 是 奇数 ， 那 么 再 乘 以 一 1〈 在 证 明 中 ， 可 以 考虑 当 工 趋 


向 于 无 穷 大 时 ， ydet(1—zA) 的 极限 )。 以 上 就 是 我 们 对 计算 行列 式 的 并 行 算法 的 描述 。 
例 15. 1 假设 我 们 要 用 这 个 方法 来 计算 


的 行列 式 。 从 


这 1 一 8% 


开始 。 对 于 i 二 1，2， 要 计算 ((I 一 xzA)[ij-!)1n 的 值 。 


;二 1 的 情形 总 是 容易 的 。 和 矩阵 zA[1] 就 是 (3z)， 所 以 5) CxA[1]): mod x3 = (1 十 


3z 十 9z2)。 当然 ， 这 个 矩阵 左上 角 的 元 素 就 是 1H3z+9z2。 
为 计算 (1 一 xzA)[2]-!1， 需 要 计算 震 次 


1 2 
(xA[2T = (。 


和 (CzA[2])1 = 人 2 Caf La] = ES 


由 于 模 zs ， 因 此 所 有 更 高 的 知 次 将 被 忽略 。 将 这 些 加 在 一 起 ， 得 到 
1 十 zx 一 之 ? 2zx 8x? 


CT 一 2 = | 
A)[2] 一 ZX 一 4x? 1 十 3zx 十 7x? 


)moa 苑 8 
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因此 ((I1 一 xA)[2]-1)1==1 十 x 一 zx?。 将 ((I 一 xA)[1]1)i 和 ((I 一 xA)[2]-!)n 相 乘 ， 得 到 
(1 十 3x 9z)(l+z 一 xz: 二 1 古 4x 斗 11lx* 二 1 站 z(4 二 11x) mod 2% 
现在 我 们 必须 求 这 个 多 项 式 在 模 zs3 的 倒数 。 所 以 我 们 不 得 不 计算 
1 一 (4 和 十 1lz27 十 (4z 十 1lz2)2 =1—4z+5zx modx? 
从 这 个 式 子 中 xz? 前 的 系数 ， 我 们 可 以 读 出 A 的 行列 式 的 值 一 一 答案 是 5。 (正如 我 们 已 经 
知道 的 那样 …… ) 回 

这 个 复杂 算法 中 三 个 阶段 的 每 一 阶段 〈 求 逆 矩 阵 、 左 上 和 角 元 素 相 乘 、 对 结果 求 倒 数 ) 
都 能 够 在 O(log? n) 的 并 行 步 内 完成 。 所 需 的 总 工作 量 是 可 旦 的 ， 但 仍 是 多 项 式 的 : 第 一 
个 阶段 是 要 求 最 高 的 ， 它 需要 n 次 并 行 的 矩阵 乘法 ,或 O(n*) 的 总 工作 量 。 但 是 ， 抢 阵 
中 的 元 素 不 是 数字 ， 而 是 关于 xz 的 n 次 多 项 式 。 容 易 看 出 多 项 式 间 的 每 一 次 算术 运算 可 以 
用 O(log n) 步 并 行 基本 算术 运算 和 Olm*) 的 总 工作 量 来 完成 。 

我 们 还 没 结 束 : 如 果 最 初 矩阵 A 中 的 元 素 是 2 位 的 整数 ， 那 么 不 难 发 现 这 些 多 项 式 的 
系数 有 O(nb) 位 ， 每 次 基本 算术 运算 需要 O(log n 十 log 6) 次 位 运算 和 OCn26?) 的 总 开 
销 。 因 此 ， 我 们 可 以 在 O(log n(log nn 十 log 6)) 的 并 行 步 和 OCnsb?) 的 总 工作 量 内 对 nX 
n 且 每 个 元 素 为 5 位 整数 的 矩阵 求 行列 式 。 虽 然 这 些 结 果 大 得 不 切实 际 ， 但 仍然 符合 理论 
上 的 要 求 ， 它 是 输入 大 小 为 (2 0) 的 多 重 对 数 的 并 行 时 间 和 多 项 式 的 总 工作 量 。 


15.2 计算 的 并 行 模型 


第 2 章 介 绍 了 一 些 相关 的 计算 模型 : 图 灵机 、 它 的 多 带 变种 、RAM， 以 及 非 确定 性 
图 灵机 。 前 三 个 毫 无 疑问 是 串 行 的 : 它们 最 根本 的 特征 是 所 谓 的 冯 。 诺 依 曼 性 质 ， 即 在 每 
一 步 只 有 数量 有 限制 的 计算 行为 会 发 生 。 而 非 确定 性 图 灵机 显示 出 了 并 行 计算 的 某 些 属 
性 ， 如 果 我 们 把 计算 树 ( 见 图 2.9) 的 每 一 层 看 做 是 数量 不 受 限 制 的 并 发 行为 。 但 它 只 是 
并 行 的 一 个 较 弱 的 形式 ， 因 为 不 同 的 进程 只 在 最 后 以 一 个 受 限 制 的 “一 致 性 表决 ”的 形式 
来 进行 通信 。 在 第 16 章 ， 我 们 将 看 到 对 非 确定 性 的 一 个 推广 ， 它 最 忠实 地 反映 了 并 行 性 。 

但 我 们 已 经 看 到 了 一 个 真正 并 行 的 模型 : 在 4. 3 节 介 绍 并 在 11. 3 节 和 14. 4 节 进 一 步 研 
究 的 布尔 电路 。 布 尔 电路 没有 “程序 计数 器 ?”， 所 以 它 的 计算 行为 可 以 在 多 个 门 上 并 发 地 进行 。 

布尔 电路 将 成 为 并 行 算 法 的 基本 模型 。 既 然 我 们 对 任意 规模 的 实例 都 要 求解 ， 所 以 我 
们 将 考察 布尔 电路 禾 ， 如 11. 3 节 所 介绍 的 那样 ， 一 个 电路 针对 一 种 输入 规模 。 一 个 电路 
徐 是 一 个 布尔 电路 序列 C 二 (Co ,Cl ,…)， 其 中 Ci 有 i 个 输入 。 为 了 避免 滥用 簇 以 至 于 构造 
出 像 性 质 11. 2 的 证 明 中 可 以 求解 不 可 判定 问题 的 电路 徐 ， 我 们 将 只 考虑 具有 一 致 性 的 电 
路 簇 。 也 就 是 说 ， 存 在 一 个 图 灵机 ， 当 输入 1"” 时 ， 这 个 图 灵机 能 够 在 对 数 空间 内 输出 C, 。 
直观 上 ， 这 意味 着 这 个 艇 里 的 所 有 电路 具有 同样 的 算法 思想 ， 表 示 的 是 同一 个 算法 。 

例 15.2 我 们 在 例 11. 3 中 看 到 多 项 式 电 路 的 一 致 性 复 ， 称 它 为 C1 ， 它 可 以 解决 
REACHABILITY 问题 。 这 个 簇 中 的 第 nn 个 电路 大 小 为 0(mw3 )， 并 且 基 于 求解 图 的 传递 闭 
包 的 一 个 递归 。 

在 上 一 节 我 们 看 到 了 一 个 求解 传递 闭 包 的 算法 (所 以 可 以 用 于 求解 REACHABILITY 
问题 ) 更 适合 用 于 并 行 计 算 : 邻接 矩阵 重复 平方 log n 次 。 这 个 算法 可 以 容易 地 按 下 述 方 
法 改造 成 一 个 一 致 性 电路 徐 : 首先 ， 对 于 任意 mn， 设计 一 个 有 x 个 输入 和 xn? 个 输出 的 电 
路 Q， 使 得 输出 布尔 矩阵 是 输入 矩阵 的 平方 。 现 在 求 传递 闭 包 的 电路 只 需要 将 [ log n | 个 Q 
串联 在 一 起 即 可 ， 其 中 上 一 个 Q 的 输出 是 下 一 个 Q@ 的 输入 。 我 们 把 这 个 电路 簇 称 为 C; 。 口 
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在 第 2 章 中 , 一旦 定义 了 图 灵机 ， 我 们 紧 接着 就 定义 了 计算 所 需要 的 时 间 和 空间 。 在 
并 行 计算 中 ,我 们 将 有 两 个 新 的 重要 的 复杂 性 测度 : 并 行 时 间 和 工作 量 。 

定义 15. 1 假设 C 是 一 个 布尔 电路 ， 即 有 向 无 环 图 ， 图 中 每 个 结 点 是 一 个 门 ， 并 有 
相应 的 入 度 与 之 匹配 (C 可 能 有 多 个 输出 。 在 这 种 情形 下 ， 它 计算 的 是 从 {0,1)” 到 {0， 
1) 的 一 个 函数 ， 而 不 是 一 个 谓词 ) 。 一 如 既往 地 ，C 的 大 小 就 是 电路 中 门 的 总 数 。C 的 深 
度 就 是 C 中 最 长 路 径 上 结 点 的 个 数 。 

现在 假设 C= 二 {Co ,C1,…) 是 一 个 一 致 性 电路 徐 ，/(n) 和 g(n) 是 从 整数 到 整数 的 
两 个 函数 。 我 们 说 C 的 并 行 时 间 至 多 是 f(n) 当 且 仅 当 对 于 所 有 的 n，C 的 深度 至 多 是 
f(n)。 我 们 说 C 的 总 工作 量 至 多 是 g(n) 当 且 仅 当 对 所 有 nn 宇 9，C 的 大 小 至 多 是 gg(n)， 

最 后 定义 PT/WK(f(n),g(n)) 为 某 语 言 类 LSS{10,1}" ， 使 得 对 于 这 个 类 中 的 任意 语 
言 工 ， 存 在 一 个 一 致 性 电路 复 C 可 以 以 O(f(n)) 的 并 行 时 间 和 O(g(z)) 的 工作 量 来 判定 工 。 
注意 ， 在 没有 针对 并 行 时 间 和 工作 量 的 “线性 加 速 定理 ”的 情况 下 ,通过 记号 O(，), 我 
们 所 定义 的 并 行 复杂 性 类 明显 忽略 了 常 倍数 。 

例 15. 2 (继续 ) 求解 REACHABILITY 问题 的 一 致 性 电路 簇 C, 表明 REACHABILITY 
问题 属于 PT/WK (n,n ) 由 于 递归 ,这些 电路 的 深度 都 是 n。 另 一 方面 C, 表明 
REACHABILITY 问题 属于 PT/WK(log? n,nilog n)，。 口 

注意 ， 虽 然 在 串 行 计算 中 ， 我 们 对 时 间 和 空间 的 研究 是 相当 脱节 的 ， 但 在 并 行 计 算 中 ， 
我 们 同时 约束 并 行 时 间 和 工作 量 。 一 个 理由 是 ， 正 如 我 们 在 上 一 节 研 究 和 矩阵 乘法 的 并 行 复杂 
性 时 所 看 到 的 那样 ， 工 作 量 和 并 行 时 间 是 互相 关联 的 ， 在 某 种 程度 上 甚至 是 可 互 换 的 ， 就 像 
在 具有 较 少 的 处 理 器 的 情况 下 ， 更 高 的 工作 量 需 求 将 转变 成 较 少 处 理 器 更 长 的 完成 时 间 。 

但 对 这 样 的 谨慎 还 有 一 个 更 深层 的 原因 ， 或 许 已 经 为 读者 所 知 : 就 是 因为 这 个 关于 并 
行 计算 的 理论 是 由 当前 非常 流行 且 重 要 的 技术 所 触发 和 驱动 的 一 个 年 轻 的 而 不 稳定 的 领 
域 ， 它 在 风格 上 倾向 于 更 加 得 谨慎 和 保守 一 一 不 那么 轻视 常数 和 指数 ， 模 型 更 加 符合 实 
际 ， 不 太 可 能 每 次 只 关注 于 一 个 问题 而 忽略 其 他 问题 。 

并 行 随机 存 取 机 

作为 计算 模型 ， 图 灵机 和 电路 一 样 ， 编 写 一 点 儿 程 序 都 是 棘手 和 麻烦 的 。 在 第 2 章 
中 ， 通 过 证 明 图 灵机 可 以 在 不 大 幅度 降低 效率 的 前 提 下 模拟 RAM ( 见 2.6 节 ) 这 类 真正 
现实 的 模型 ， 我 们 增加 了 对 图 灵机 作为 计算 通用 模型 的 信心 。 

现在 我 们 将 进行 类 似 的 做 法 。 我 们 将 定义 RAM 的 一 个 并 行 版 本 ， 它 将 相当 准确 和 令 
人 信服 地 刻画 并 行 计算 机 ， 然 后 证 明 它 的 并 行 计算 能 力 和 电路 能 力 密切 相关 。 

定义 15.2 回顾 2.6 节 ，RAM 程序 是 一 个 有 限 的 指令 序列 五 = (ri,，…,xm)， 这 些 指 
令 的 类 型 如 图 2.6 所 示 (READ、ADD、LOAD、JUMP 等 )， 并 带 有 表示 寄存 器 内 容 的 
参数 (内存 地 址 )。 寄 存 器 0 是 RAM 的 累加 器 ， 当 前 运算 的 结果 就 存储 在 那里 。 在 每 一 
步 ，RAM 执行 程序 计数 器 < 所 指 的 那 条 指令 ， 根 据 指令 的 需要 对 寄存 器 进行 读 、 写 。 我 
们 同时 还 有 一 组 输入 寄存 器 [一 (2,… ,in)。 

我 们 现在 将 它 推广 到 (针对 并 行 随机 存 取 机 的 ) PRAM 程序 。PRAM 程序 是 一 个 
RAM 程序 序列 ，P= (Ti ,IT,… ,I )， 其 中 每 一 个 是 对 应 于 g 个 RAM 的 某 个 机 器 。 假 设 
这 中 间 的 每 个 机 器 执行 它 自己 的 程序 ， 有 它 自己 的 程序 计数 器 ， 有 它 自己 的 累加 器 (第 i 
个 RAM 的 累加 器 是 寄存 器 i)， 但 它们 共享 (能 够 同时 读 和 写 ) 所 有 的 寄存 器 。 事 实 上 ， 
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假设 每 个 RAM 也 可 以 读 、 写 其 他 RAM 上 的 累加 器 。 这 里 没有 寄存 器 0。 

PRAM 程序 中 RAM 的 数目 g 一般 不 是 常数 ， 而 是 函数 ql(m,n)， 其 中 ，m 是 输入 工 
中 整数 的 个 数 ， 而 n 是 这 些 整 数 的 总 长 度 4(T)。 事 实 上 ， 这 些 程序 的 内 容 是 与 m 和 nn 有 关 
的 。 也 就 是 说 ， 对 每 个 m 和 nn， 我 们 有 一 个 不 同 的 RAM 数目 的 PRAM 程序 P,,， 其 中 包 
含 不 同 数量 的 RAMg(m，n)， 从 而 构成 PRAM 程序 的 一 个 2 维 徐 也 二 (Pn:ms,n 宇 0)。 为 了 
避免 滥用 ,我 们 将 只 考察 具有 一 致 性 的 PRAM 程序 徐 。 即 存在 一 个 图 灵机 ， 当 输入 1%01” 
后 ， 它 能 够 在 对 数 空间 内 生成 gC(m,n) 个 处 理 器 和 程序 Py,, 二 (m,n,0 了 nl ,n,n,g0msn )。 

注意 ， 在 PRAM 中 处 理 器 的 数目 同时 依赖 于 输入 整数 的 个 数 和 它们 的 总 长 度 。 这 是 因 
为 对 某 些 问 题 ， 当 整数 很 大 时 ，PRAM 可 能 需要 进一步 并 行 。 通 常 ，g(m,n) 只 取决 于 mm。 

PRAM P,, 的 一 个 格局 是 一 个 元 组 (xi ,ks , ,kotmm ，R)， 它 包含 了 所 有 RAM 的 程 
序 计 数 器 ， 以 及 所 有 寄存 器 当前 内 容 的 一 个 描述 尺 〈 见 针对 RAM 的 对 应 定义 )。 在 每 一 
步 ， 第 i 个 RAM 执行 程序 计数 器 ci 所 指 的 那 条 指令 ， 并 以 该 指令 所 涉及 的 寄存 器 内 容 或 
者 自身 累加 器 、 寄 存 器 i 的 内 容 作 为 该 指令 的 参数 。 只 有 一 个 地 方 比较 微妙 ， 既然 我 们 允 
许多 个 RAM 对 任意 寄存 器 进行 读 和 写 ， 所 以 我 们 必须 决定 如 果 有 多 个 处 理 器 要 更 新 同一 
个 寄存 器 (或 者 通过 STORE 指令 ， 或 者 如 果 这 个 寄存 器 就 是 某 个 RAM 自己 的 累加 器 ， 
就 通过 算术 指令 ),, 该 怎么 办 。 我 们 规定 让 具有 最 小 索引 的 RAM 将 它 的 值 写 到 这 个 寄存 
器 上 (参见 参考 文献 中 其 他 的 方法 ， 并 比较 它们 和 此 处 约定 的 区 别 )。 

最 后 ,假设 下 是 一 个 从 有 限 的 整数 序列 映射 到 有 限 的 整数 序列 (对 应 于 判定 问题 ， 这 
个 输出 序列 允许 只 有 0 或 1) 的 函数 ; 也 二 (Pwr:m,n 宇 0) 是 一 个 一 致 性 的 PRAM 程序 
徐 。f 和 g 都 是 从 正 整 数 到 正 整 数 的 函数 。 我 们 说 全 用 并 行 时 间 f 和 g 个 处 理 器 可 以 计算 
下 ， 如 果 对 于 任意 mm，n 宇 0，Pw,n 具 有 下 述 性 质 : 首先 ， 它 有 glm,n) 二 gln) 个 处 理 器 。 


其 次 ， 当 这 个 PRAM 的 输入 为 I 三 ( 计 ,…,imn) 且 这 m 个 整数 的 总 长 度 4(1) 二 n 时， 所 有 
ql(msn) 个 RAM 将 在 至 多 jz) 步 之 后 到 达 终 止 指令 ， 并 且 前 &A 委 cg( 72) 个 寄存 器 包含 
了 输出 结果 (ii in) 一 (ol ok)。 加 


或 许 值 得 再 讨论 一 下 PRAM 的 定义 。 首 先 ，PRAM 是 一 个 非常 忠实 地 反映 我 们 “ 心 
目 中 并 行 机 器 ”的 模型 ;在 前 面 的 小 节 里 ， 我 们 已 经 在 这 上 面 设 计算 法 解决 了 各 种 问题 。 
它 是 极其 强大 〈 某 种 程度 上 不 太 现 实 ) 的 并 行 计算 机 。 它 的 处 理 器 可 以 通过 共享 内 存 进 行 
即时 通信 〈 现 实 中 只 有 处 理 器 非常 少 的 并 行 计 算 机 有 这 种 功能 。 当 处 理 器 数目 己 很 大 的 时 
候 ， 通 信和 通过 网 络 来 实现 ， 并 且 伴 有 至 少 P 的 对 数 级 别 的 通信 延迟 )。 事 实 上 ，PRAM 处 
理 器 还 可 以 对 同一 块 内 存 进行 写 操作 ， 而 这 用 硬件 在 一 个 原子 步骤 内 实现 是 有 问题 的 〈 当 
然 ， 我们 总 是 可 以 通过 先 将 要 进行 写 操作 的 这 些 处 理 器 的 内 容 写 到 它们 各 自 的 寄存 器 中 ， 
然后 再 一 次 通过 对 数 的 延迟 挑选 出 哪个 处 理 器 可 以 有 写 的 权限 来 实现 )。 

换 句 话说 ,我 们 的 PRAM 是 一 个 最 理想 的 和 强大 的 并 行 计算 模型 。 鉴 于 此 ， 它 和 电 
路 〈 一 种 最 原始 和 现实 的 模型 ) 的 紧密 关系 应 该 再 次 得 到 保证 。 接 下 来 ， 我 们 将 给 出 两 个 
方面 的 结果 。 首 先 ， 毫 不 意外 ，PRAM 可 以 轻松 地 模拟 电路 。 

定理 15.1 如 果 LC{0,1}* 属于 PT/WK(f(n),g(n))， 么 存在 一 个 一 致 性 的 


PRAM 能 够 用 O( 恬 加 ) 个 处 理 器 在 OC7(a)) 的 并 行 时 间 内 计算 从 {0,1)* 映射 到 {0,1) 


的 相应 函数 Fi。 
证 明 : 利用 在 对 数 空间 内 生成 第 个 电路 C; 的 机 器 ， 我 们 将 按 如 下 方法 生成 对 应 的 
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PRAM (参见 性 质 8.2 关于 如 何 将 两 个 对 数 空间 的 机 器 组 合成 一 个 对 数 空间 的 机 器 的 证 
明 ) 。 对 C, 中 的 每 个 门 g;， 我们 有 一 个 不 同 的 RAM I1; (我 们 将 在 稍 后 概述 如 何 将 处 理 器 





数目 减少 到 O[ 吧 2) ) ) 。 


;上 的 程序 非常 简单 : 首先 ， 它 等 待 3d 步 ，d 是 从 所 有 输入 门 到 g; 中 最 长 路 径 的 长 
度 。 这 个 数字 很 容易 在 对 数 空间 内 从 C, 获得 (严格 地 讲 ， 虽然 RAM 的 指令 表 中 没有 
NOOP 指令 (一 条 什么 都 不 做 的 指令 )， 但 读者 可 以 想 出 许多 方法 来 模拟 它 )。 之 后 ，II; 
在 3 步 之 内 计算 g;， 并 将 它 存储 到 它 的 累加 器 ， 寄 存 器 i。 例 如 ， 如 果 gi; 是 一 个 带 有 输入 
gj 和 gi 的 AND 门 ,那么 RAM 三 的 程序 将 是 : 


3d 十 1. LOAD; 

3d 十 2. JZERO 3 十 5 

3d 十 3，LOADK 

3d 十 4. JUMP 3d 十 6 

3d+5. LOAD = 0 

3d 十 6. HALT 

对 于 OR 门 和 NOT 门 也 是 类 似 的 。 输 入 门 和 常数 门将 更 容易 实现 ， 只 要 通过 一 条 

READ 或 者 LOAD== 指 令 即 可 。 通 过 对 4 进行 归纳 ， 可 以 轻松 地 证 明 执 行 完 这 些 指 令 之 
后 ， 寄 存 器 i (处 理 器 i 的 累加 器 将 包含 门 g; 的 正确 值 。 我 们 确保 输出 门 总 是 g1 。 这 样 
寄存 器 1 就 是 最 后 的 结果 。 


为 获得 更 好 的 处 理 器 数目 ， 我 们 将 再 次 使 用 Brent 原理 :我 们 首先 计算 gC) 一 | 和 |， 


对 每 个 不 同 的 &g， 我 们 列 出 那些 链接 到 所 有 输入 门 的 最 长 路 径 的 长 度 为 & 的 门 。 然 后 我 们 
尽 可 能 均匀 地 将 这 些 门 分 配 到 gC(n) 个 处 理 器 上 去 模拟 。 这 时 ， 这 些 门 的 结果 不 能 保存 在 
累加 器 上 ， 而 只 能 保存 在 不 同 的 寄存 器 上 。 口 

令 人 感到 惊奇 的 是 ， 电 路 可 以 相当 有 效 地 模拟 PRAM : 

定理 15.2 假设 函数 下 可 以 被 一 个 一 致 性 的 PRAM 用 g() 个 处 理 器 在 f(n) 的 并 行 
时 间 内 计算 出 ， 其 中 f(n) 和 g(n) 可 以 用 对 数 空间 从 1" 来 获得 。 那 么 存在 一 个 深度 为 
OCfln) (log fn) 十 log n))， 规 模 为 OC(g (Cn) fn) Gm) 十 gn))(fOn) 十 nw**))9 的 一 致 性 
电路 徐 可 以 计算 出 下 的 二 进 制 表示 。 其 中 nt 是 对 数 空间 图 灵机 输入 1" 后 输出 这 个 簇 的 第 
n 个 PRAM 所 花 的 时 间 上 界 。 

证 明 : 对 于 一 个 大 小 为 n 的 二 进 制 输入 ， 对 应 的 PRAM 有 至 多 g (nw) 个 处 理 器 。 就 像 
我 们 在 针对 RAM 的 定理 2. 5 中 所 论证 的 (参见 证 明 中 的 声明 )，PRAM 寄存 器 中 整数 的 
二 进 制 长 度 至 多 为 〖(n) 二 nn 十 f(n) 十 5?， 其 中 ,6b 是 PRAM 程序 中 显 式 调用 的 最 长 整数 的 
长 度 一 一 当然 至 多 是 x*， 因 为 所 有 这 样 的 整数 必须 在 输入 n 的 对 数 空间 内 生成 。 同 样 ， 每 
个 RAM 程序 中 指令 的 总 数 也 至 多 是 n 的 多 项 式 。 因 为 我 们 有 至 多 g(n) 个 RAM 工作 至 
多 f(n) 个 并 行 步 ， 所 以 在 整个 计算 过 程 中 最 多 会 有 Faz)g(C2z) 个 寄存 器 会 受到 影响 。 

因此 ，PRAM 的 格局 C= 二 (ki ykz ，… skgcom,m) ，R) 可 以 用 OC(g(n)fln)log n) 位 来 编码 。 
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R 以 (地 址 ， 内 容 ) 的 形式 包含 这 些 寄存 器 的 内 容 。 所 有 的 整数 都 以 二 进 制 形 式 编码 ， 并 
且 前 面 添加 了 足够 多 的 0 以 获得 最 大 的 4(n) 位 。 因 此 ，C 就 是 一 个 位 序列 ， 而 且 我 们 事 
先知 道 哪些 位 对 应 第 i 个 程序 计数 器， 哪些 位 包含 R 中 第 r 对 (地 址 ， 内 容 ) 信息 。 

问题 是 ， 我 们 怎么 从 当前 的 格局 计算 出 下 一 个 格局 的 编码 。 我 们 将 证 明 这 将 并 行 地 快 
速 实现 一 一 用 一 个 具有 和 较 小 深度 的 电路 来 实现 。 我 们 看 看 任意 一 条 指令 。 比 方 说 ,假设 我 
们 知道 RAM i 的 当前 指令 是 “1: ADD ;”， 而 且 我 们 知道 寄存 器 i 和 j 的 内 容 在 被 编码 格 
局 中 的 具体 位 置 。 那 么 我 们 可 以 用 log 4 的 并 行 时 间 和 OC(L) 的 工作 量 计 算 这 两 个 整数 的 
和 ,并 用 它 来 蔡 换 i 中 的 内 容 。 这 里 有 三 个 问题 : 第 一 ， 我们 不 知道 RAM i 当前 执行 的 
是 哪 条 指令 ， 我们 必须 从 包含 在 格局 中 的 程序 计数 器 k; 寻找 答案 。 第 二 ， 我 们 不 知道 格 
局 中 的 哪 一 对 (地 址 ， 内 容 ) 包含 了 7 的 内 容 ， 我 们 必须 检查 R 中 所 有 的 对 。 第 三 ， 其 他 
RAM 可 能 也 要 抢 着 对 寄存 器 i 进行 写 操作 ， 那 么 最 后 必须 是 索引 最 小 的 那个 RAM 胜出 。 

前 两 个 问题 有 一 个 比较 笨拙 的 解决 办 法 : 对 于 前 面 例子 中 的 “t: ADD 7” 指 令 ， 对 于 
任意 7 三 f(n)g(n)， 有 如 下 算法 : 

“如 果 程 序 计数 器 ki 等 于 上 ， 而 且 如 果 在 编码 尺 中 的 第 r 对 是 (j,X)， 那 么 寄存 器 i 递 
增 Ze” 

该 算法 中 的 两 个 测试 可 以 容易 地 用 两 个 logl 深度 和 O(2) 规 模 的 电路 来 实现 一 一 这 些 电 
路 用 当前 格局 所 对 应 的 位 作为 输入 ， 基 本 上 进行 按 位 比较 ， 然后 计算 布尔 输出 。 如 果 它 们 的 
输出 都 是 真 ， 就 执行 加 法 电路 。 注 意 ， 对 每 一 个 RAM 程序 中 的 每 一 条 指令 以 及 每 一 对 (地 
址 ， 内 容 )， 都 必须 要 有 这 样 的 电路 ， 所 以 总 共有 OC 了 (mg(n)) 个 电路 。 其 中 m* 对 应 于 
PRAM 程序 中 总 的 指令 数 ， 其 上 界 是 图 灵机 构造 PRAM 所 花 的 时 间 。 

我 们 所 确认 的 第 三 个 问题 〈 写 一 写 冲突 ) 可 以 如 下 解决 。 首 先 以 〈 地 址 ， 要 进行 写 操 
作 的 RAM 编号 ， 内 容 ) 的 格式 将 当前 步 内 的 所 有 写 操作 (最 多 g(n) 次 ) 记录 下 来 ， 然 
后 用 g2? (n) 个 整数 比较 ， 它 们 每 个 的 深度 为 logl(n)， 来 解决 冲突 。 

用 解释 指令 “ADD ;” 的 类 似 方 式 ， 我 们 可 以 实现 所 有 其 他 的 RAM 指令 。 间 接地 址 
指令 (例如 “ADD 人 j”) 可 以 用 两 步 来 实现 (首先 找到 寄存 器 j 的 内 容 ， 然 后 再 找 出 以 
那个 内 容 为 地 址 的 寄存 器 的 内 容 )。READ 指令 则 要 寻找 电路 的 输入 。 

因此 ， 存 在 一 个 深度 为 O(log l) = O(log fln) 十 log n)、 大 小 为 OCg(Cz) (ntf(n) 十 
g(n))(f() 十 w*))9 的 电路 ， 对 于 一 个 给 定 的 PRAM 格局 的 编码 ， 计 算 下 一 个 格局 的 编 
码 。 最 后 ， 由 f(n) 个 这 样 的 电路 串联 所 构成 的 电路 C; 就 可 以 模拟 所 给 的 输入 长 度 为 nn 
的 PRAM 程序 。 口 


15.3 NC 类 


现在 定义 
NC = PT/WK(logt n,nt)S 
为 可 以 在 多 重 对 数 的 并 行 时 间 和 多 项 式 的 总 工作 量 内 求解 的 所 有 问题 的 集合 。 与 P 和 NP 
一 样 ，NC 类 包括 了 所 有 的 指数 上， 从 而 确保 相对 于 这 个 模型 的 其 他 变种 ， 这 个 类 总 是 稳 
定 的 。 例 如 ， 从 定理 15.1 和 15.2 可 知 ，NC 就 是 PRAM 用 多 重 对 数 的 并 行 时 间 和 个 数 以 
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多 项 式 表 示 的 处 理 器 所 能 求解 问题 的 集合 。 我 们 将 在 下 一 小 节 中 看 到 NC 在 归 约 下 也 是 封 
闭 的 。 

就 像 了 类 所 声称 的 那样 反映 了 我 们 对 在 串 行 环境 中 所 谓 有 效 计算 的 直观 理解 ， 我 们 论 
证 了 NC 刻画 着 我 们 直观 上 的 那些 “并 行 计算 机 所 能 够 令 人 满意 地 求解 的 问题 ”。 

但 是 ， 这 里 的 论证 远 不 够 令 人 信服 ， 当 然 也 没有 像 了 那样 被 大 家 广泛 接受 。 其 中 一 
个 问题 是 : 在 串 行 计算 中 ， 多 项 式 和 指数 时 间 算 法 之 间 的 差别 是 真实 而 且 剧 烈 的 ， 即 前 
者 要 比 后 者 快 一 个 指数 的 量 级 。 例 如 对 于 极其 常见 的 数值 ， 比 方 说 xn 二 20，2" 就 要 比 到 
大 很 多 。 相 反 ， 虽 然 在 理论 上 ，log: n 从 渐进 上 要 比 Vn 小 得 多 ,但 这 个 差别 要 在 n= 
102 时 才 会 有 感觉 。 而 对 于 这 么 大 的 ”， 所 谓 的 “多 项 式 数目 的 处 理 器 ”是 没有 任何 实 
际 意 义 的 。 

NC 定义 的 另 一 个 问题 是 ， 它 是 语言 类 。 从 15. 1 节 可 以 看 到 ， 在 并 行 计算 中 那些 令 人 
感 兴趣 的 问题 通常 需要 大 量 的 输出 〈 而 正如 这 节 稍 后 将 要 看 到 的 那样 ， 在 并 行 计算 中 ， 这 
类 问题 和 它们 所 对 应 的 判定 问题 在 复杂 性 上 是 不 相等 的 )。 事 实 上 ， 很 多 作者 把 NC 定义 
为 在 多 重 对 数 的 并 行 时 间 和 多 项 式 的 工作 量 内 可 以 计算 的 函数 集合 ， 而 不 是 可 判定 语言 
集合 。 

相反 ， 我 们 将 用 “NC 算法 ”一 词 来 表示 满足 这 些 复杂 度 界 的 且 可 能 会 有 大 量 输出 的 
并 行 算法 类 。 

并 行 复杂 性 更 精细 的 定义 可 以 通过 定义 下 面 一 系列 重要 的 NC 子 类 获得 : 

NC; = PT/WK(Clog n, n*) 

也 就 是 说 ，NC; 是 NC 中 并 行 时 间 限 定 为 O(log; n)〉 的 这 个 子 类 。 自 由 参数 表明 我 们 允 
许 任 意 多 项 式 的 总 工作 量 。 例 如 ， 我们 在 15. 1 节 所 给 的 并 行 算法 表明 REACHABILITY 
问题 在 NC* 中。 事实 上 ，NCz 是 “有 效 的 并 行 计算 ”概念 的 另 一 个 , .而 且 是 更 加 保守 的 
定义 。 注 意 所 有 的 NC; 构成 了 一 个 潜在 的 复杂 性 类 谱系 。 我 们 记得 在 串 行 计算 中 ， 所 有 的 
复杂 性 类 TIME(ni) 构成 一 个 真 包含 的 谱系 〈 见 问题 7. 4. 8) 。 而 对 于 NC 谱系 ， 这 个 相应 
的 性 质 仍然 是 一 个 重要 的 、 尚 未 证 明 的 猜想 。 

既然 根据 定义 ，NC 中 任何 问题 可 以 用 多 项 式 的 工作 量 来 解决 ， 那么 自然 NCSP。 但 


是 否 NC=P? 这 个 重要 的 未 解决 的 问题 是 P 二 NP 难题 在 并 行 计算 中 的 对 应 版 本 。 在 这 两 
个 问题 中 我 们 都 在 问 ， 是 否 计算 上 令 人 满意 的 这 类 问题 〈 在 串 行 计算 中 是 P， 在 并 行 计算 
中 是 NC) 是 更 大 类 的 一 个 真子 类 ， 即 我 们 野心 (当初 是 NP， 现 在 是 P) 的 极限 是 什么 。 
就 像 P 二 NP 问题 一 样 ， 直 觉 和 经 验 看 上 去 都 在 暗示 着 一 个 否定 的 回答 ， 如果 所 有 多 项 式 
时 间 可 解 的 问题 都 可 以 大 规模 并 行 化 ， 那 真 的 将 是 不 同 凡响 。 对 P 中 一 些 相当 简单 的 问题 
(比方 说 前 面 小 节 中 的 最 大 流 问 题 ) 设计 NC 算法 的 屡屡 失败 意味 着 存在 某 些 问题 具有 国 
有 的 串 行 性 ， 即 NC 尖 P。 不 幸 的 是 ， 目 前 还 未 看 到 这 样 的 证 明 。 因 此 ， 为 了 确认 可 能 的 
“具有 内 在 串 行 性 的 问题 *， 我 们 必须 再 一 次 求助 于 规约 和 完全 问题 。 


P 完全 
在 了 的 所 有 问题 中 ，P 完全 问题 是 最 不 可 能 在 NC 中 的 一 一 最 有 可 能 是 “固有 串 行 


的 ”。 但 是 要 论证 这 一 点 ， 我 们 必须 首先 证 明 对 数 空 间 规约 保持 并 行 复杂 性 。 这 是 关于 空 
间 和 并 行 时 间 的 更 通用 原理 〈 并 行 计算 论题 ) 的 一 个 实例 (参见 定理 16. 1) : 
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定理 15. 3 ”如 果 工 可 以 规约 到 L'ENC, 那么 LENC。 

证 明 : 假设 尺 是 从 工 到 二 的 对 数 空 间 的 规约 。 不 难 发 现存 在 一 个 对 数 空间 的 图 灵机 
R' 接 受 输入 (zx,i) (是 不 超过 |R(Cz) | 的 整数 的 二 进 制 表 示 )〉 当 和 且 仅 当 R(x) 的 第 i 位 是 
1。 通 过 在 输入 为 (zx,i) 的 R' 的 格局 图 上 求解 可 达 性 问题 ,我们 可 以 计算 R(xz) 第 i 位 的 
值 。 所 以 ， 如 果 我 们 对 所 有 的 输入 利用 NCs 电路 并 行 地 求解 ， 那 么 我 们 可 以 计算 出 R(z) 
的 所 有 位 。 一 旦 我 们 得 到 了 RCz)， 我 们 就 可 以 利用 判断 三 的 NC 电路 来 判断 是 否 xzEL。 


而 所 有 这 些 电路 都 在 NC 中 。 回 
注意 我 们 的 证 明 隐 含 着 上 述 定理 的 一 个 更 精准 的 表述 ， 
推论 ”如果 工 可 以 规约 到 L ENCi ， 其 中 J) 人 2, 那么 LENCi 。 加 


正如 我 们 在 15. 1 节 中 所 发 现 的 那样 ， 在 网 络 中 计算 最 大 流 看 上 去 是 一 个 具有 固有 串 
行 性 的 任务 。 我 们 将 证 明 下 面 的 问题 是 P 完全 的 : 

ODD MAX FLOW: 给 定 一 个 网 络 N==(V,E,s,t,c)， 最 大 流 的 值 是 奇数 吗 ? 

显然 ， 如 果 我 们 无 法 在 NC 中 判断 这 个 问题 ， 那 么 就 不 存在 计算 最 大 流 的 值 的 NC 算 
法 。 注 意 ， 这 里 我 们 不 是 用 熟悉 的 MAX FLOW(D) 一 一 判断 最 大 流 的 值 是 否 大 于 一 个 给 
定 的 目标 ， 而 是 用 了 一 个 非 标准 的 判定 问题 来 蔡 代 优化 问题 。 通 过 一 个 更 复杂 的 规约 ， 可 
以 证 明 MAX FLOW(D) 也 是 卫 完 全 的 ， 见 问题 15. 5. 4。 就 像 我 们 将 在 下 一 小 节 中 所 看 
到 的 那样 ， 在 并 行 计算 中 优化 问题 和 它们 相应 的 判定 问题 在 复杂 性 上 的 等 价 性 以 一 种 最 有 
趣 的 方式 失效 一 一 所 以 没有 使 用 MAX FLOW(D) 作为 例子 就 没有 什么 好 遗憾 的 了 。 

定理 15.4 ODD MAX FLOW 是 P 完全 的 。 

证 明 : 我 们 知道 它 是 属于 P 了 的 ( 见 1.2 节 )。 为 了 证 明 完 全 性 ,我 们 将 从 MONOTONE 
CIRCUIT VALUE 规约 到 ODD MAX FLOW 问题 。 

给 定 一 个 单调 电路 C。 假 设 C 的 输出 门 是 一 个 
OR 门 ， 而 且 C 中 所 有 门 的 输出 数 不 超过 2。 后 者 
可 以 通过 如 下 方法 得 以 保证 : 对 于 每 一 个 出 度 & 之 2 
的 门 引 入 & 一 2 个 OR 门 ， 并 构成 一 棵 树 。 这 些 新 引 
入 门 的 另 一 个 输入 为 假 〈 见 图 15. 1) 。 而 且 我 们 候 信 
设 C 中 所 有 的 门 分 别 标 上 0,…,n， 并 且 保 证 每 一 个 
门 的 标号 比 它 祖 先 的 标号 小 。 因 此 ， 输 出 门 的 标号 
是 0， 较 大 的 标号 都 分 配给 了 输入 门 〈 见 图 15. 2a) 。 

我 们 的 构造 是 这 样 的 : 网 络 N 一 (V,E,s,ti'c) 
中 的 结 点 包括 了 C 中 所 有 的 门 0,…,n， 外 加 两 个 结 点 s 和 zt ( 源 和 汇 )。 接 下 来 我 们 将 描述 
边 的 构成 ， 以 及 它们 的 容量 。 首 先 ， 从 ; 到 每 一 个 值 为 真 的 输入 门 i 有 一 条 边 ， 它 的 容量 
是 d2i i 为 这 个 值 为 真 的 输入 门 的 标号 ，d 为 这 个 门 的 出 度 。 从 每 一 个 输入 门 i 到 它 的 
每 一 个 后 继 门 有 一 条 容量 为 2 的 边 。 从 输出 门 到 顶点 + 有 一 条 容量 为 1 的 边 。 

考虑 任意 一 个 AND 门 或 者 OR 门 i。 它 已 经 有 一 些 输入 边 和 输出 边 。 注 意 它 至 多 有 两 
条 容量 为 2 的 输出 边 ， 而 它 输入 边 的 容量 至 少 是 它 输 出 边 容量 的 两 倍 〈 它 的 前 趋 结 点 的 标 
号 严格 大 于 袜 ， 所 以 它 的 输入 容量 会 有 盈余 ， 记 为 5S(i)。 如 果 i 是 一 个 AND 门 ， 那么 从 i 到 
t 有 一 条 容量 为 S(i) 的 边 (i, 四 ; 如 果 i 是 一 个 OR 门 ， 那么 从 i 到 :有 一 条 容量 为 S(i) 的 
边 (i,s)。 这 就 是 整个 的 构造 过 程 。 图 15. 2a、b 是 一 个 构造 的 例子 。 注 意 我 们 的 构造 中 有 边 
流向 s。 虽 然 我 们 知道 这 样 的 边 在 最 大 流 问 题 中 是 多 余 的 ， 但 有 利于 接 下 来 的 证 明 。 


图 15.1 减少 门 的 输出 数 
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图 15.2 网 络 的 构造 


对 于 固定 的 流 /， 一 个 门 称 为 满 的 ， 如 果 它 所 有 指向 它 后 继 门 的 边 的 流量 是 满 的 ， 如 
果 所 有 这 些 边 的 流量 都 是 0， 那 么 这 个 门 称 为 空 的 。 流 f 称 为 标准 的 ， 如 果 所 有 值 为 真 的 
门 是 满 的 ， 所 有 值 为 假 的 门 是 的 空 的 〈 见 图 15. 3， 满 的 门 用 粗 体 表示 以 示 区 别 )。 

我 们 断言 标准 流 总 是 存在 的 ， 而 且 事实 上 它 就 是 最 
大 流 。 为 了 构造 一 个 标准 流 ， 首 先 将 从 出 来 的 边 的 流 
量 都 填充 满 。 接 着 从 输入 门 开 始 处 理 所 有 的 门 ， 最 后 处 
理 输出 门 。 所 有 值 为 真 的 输入 门 有 足够 多 的 流量 以 确保 
它 是 满 的 (因为 输入 边 的 容量 为 &2)， 而 所 有 值 为 假 的 
输入 门 显然 必定 是 空 的 (没有 输入 流 )。 在 此 基础 上 我 们 
对 门 的 深度 进行 归纳 。 根 据 归 纳 ， 所 有 值 为 真 的 或 者 门 
至 少 有 一 条 输入 边 的 流量 是 满 的 ， 从 而 有 足够 的 流量 填 
满 它 的 输出 边 ， 或 者 还 会 有 部 分 流量 通过 那 条 盈余 边 回 
流 到 *。 对 于 所 有 值 为 假 的 OR 门 ， 根 据 假设 ， 因 为 它 的 
前 趋 都 是 空 的 ， 所 以 它 没 有 输入 的 流量 ， 自 然 也 是 空 的 。 
对 于 所 有 值 为 真 的 AND 门 ， 因 为 所 有 的 输入 边 都 是 满 的 ， 所 以 有 足够 的 流量 填 满 输出 边 
(以 及 指向 的 瑶 余 边 )。 最 后 ， 对 于 所 有 值 为 假 的 AND 门 ， 至 多 只 有 1 条 输入 边 的 流量 
是 满 的 ， 而 它 可 以 直接 通过 盈余 边 流出 〈 根 据 构造 ， 那 条 盈余 边 有 足够 的 容量 对 付 ) 。 

接 下 来 我 们 断言 这 条 标准 流 f 是 最 大 的 。 在 证 明 中 ,我 们 将 N 中 的 结 点 分 成 两 组 : 
第 一 组 包含 所 有 和 所 有 值 为 真 的 门 ， 第 二 组 包括 上 和 所 有 值 为 假 的 门 。 我 们 说 这 个 割 的 
容量 等 于 f， 从 而 f 是 最 优 的 。 而 这 一 点 很 容易 验证 从 第 一 组 指向 第 二 组 的 边 可 以 分 为 
两 种 ， 要 么 〈a) 从 值 为 真 的 OR 门 、AND 门 或 者 输入 门 指向 值 为 假 的 AND 门 ; 要 么 
(b) 从 值 为 真 的 AND 门 或 者 输出 门 指向 :。 两 种 类 型 的 边 在 f 中 都 是 满 的 ， 所 以 这 个 割 
的 容量 等 于 f 的 流量 。 从 而 f 是 最 大 流 ( 见 最 大 流 最 小 制定 理 ， 问 题 1. 4. 11) 。 

最 后 ， 注 意 在 这 个 标准 流 中 ， 所 有 的 流量 都 是 偶数 ,除了 从 输出 门 到 霸 的 流量 的 奇偶 性 
不 确定 。 因 此 ， 最 大 流 为 奇数 当 且 仅 当 这 个 输出 门 是 满 的 ， 也 就 是 这 个 输出 门 的 值 为 真 。 口 


15.4 RNC 算法 
了 完全 问题 数量 可 观 ， 并 且 还 在 不 断 增加 (参见 参考 文献 )。 既 然 这 些 问题 被 认为 基 





图 15.3 标准 流 
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本 上 不 可 能 存在 有 效 的 并 行 算法 ， 非 常 类 似 于 NP 完全 问题 ， 所 以 对 这 些 问 题 的 并 行 算法 
的 研究 也 开始 朝 着 不 那么 宏伟 的 目标 转向 了 : 并 行 近似 算法 、 对 某 些 特例 的 并 行 算法 和 并 
行 启发 式 算法 。 

有 一 个 重要 的 问题 是 我 们 知道 是 最 大 流 问题 的 特例 判断 一 张 图 是 否 存 在 完美 匹配 
( 见 1.2 节 图 1.6 的 构造 )。 不 幸 的 是 ， 我们 不 知道 MATCHING 是 否 属于 NC。 然 而 ， 我 
们 已 经 具备 了 设计 匹配 问题 的 随机 并 行 算法 的 所 有 要 素 : 只 要 对 基于 行列 式 〈 见 11. 1 区 ) 
的 匹配 问题 使 用 蒙特 卡 洛 算法 其 中 我 们 用 NC 算法 来 计算 行列 式 ( 见 15.1 节 )。 因 此 ， 
判断 一 个 二 分 图 是 否 存 在 完美 匹配 属于 如 下 所 定义 的 RNC 一 一 一 个 随机 版 本 的 NC ( 相 较 
于 P 和 了 RP)。 

定义 15.3 语言 荆 属于 RNC， 如 果 存 在 一 个 具有 如 下 性 质 的 一 致 性 NC 电路 复 : 首先 ， 
如 果 问 题 的 输入 长 度 为 x， 则 电路 CG, 有 nn 十 m(n) 个 输入 门 ，m(n) 是 一 个 多 项 式 一 一 直观 
上 这 些 额 外 的 输入 门 其 实 就 是 这 个 算法 所 需要 的 随机 位 。 如 果 长 度 为 ”的 字符 串 z 属于 
LL 那么 2™…" 个 长 度 为 m(n) 的 字符 串 y 中 至 少 有 一 半 满 足 : 对 输入 xz;y，C, 输出 真 。 如 
果 xFL， 那 么 对 于 所 有 的 y， 当 输入 为 z;y 时 C 输出 假 。 口 

接 下 来 我 们 继续 探讨 匹配 问题 。 我 们 可 以 有 效 并 行 地 判断 一 个 二 分 图 是 否 存 在 完美 匹 
配 。 但 这 还 不 能 令 人 满意 ， 因 为 我 们 实际 上 想 要 的 是 求 出 这 个 完美 匹配 ， 而 不 仅仅 是 确保 
它 的 存在 。 研 究 判 定 问题 的 唯一 理由 是 它们 通常 等 价 于 对 应 的 搜索 问题 。 也 就 是 说 ， 给 定 
一 个 判断 解 的 存在 性 的 有 效 算 法 ， 如 果 解 存在 ， 那 么 我 们 有 一 个 通用 的 “动态 规划 技术 ” 
( 详 见 关 于 3SAT 问题 的 例 10. 3 和 关于 TSP 问题 的 例 10.4) 事实 上 可 以 计算 出 这 个 想 要 
的 解 。 这 个 方法 的 隐患 是 它 是 固有 串 行 的 。 我 们 没有 一 个 通用 有 效 的 并 行 方法 来 将 判定 算 
法 转化 成 搜索 算法 。 

幸运 的 是 ， 对 于 匹配 问题 ， 我 们 有 一 个 聪明 的 办 法 可 以 做 到 。 为 了 更 好 地 描述 它 ， 我 们 
转 而 讨论 一 个 更 通用 的 问题 ， 最 小 权 的 完美 匹配 问题 。 假 设 每 一 条 边 (wi,v;)EE 带 有 一 


权重 wj; 。 我 们 不 仅 要 寻找 一 个 完美 匹配 ， 而 且 这 个 完美 匹配 x 的 权重 之 和 zw(r) 一 > ruivntp 
i=1 


要 最 小 。 我 们 有 一 个 NC 算法 来 求解 这 个 问题 ， 前 提 是 这 个 问题 要 满足 下 面 两 个 条 件 : 首先 ， 
所 有 的 权重 要 小 到 至 多 是 n 的 多 项 式 ; 其 次 ， 最 小 权 的 完美 匹配 必须 是 唯一 的 。 

这 个 算法 利用 了 匹配 与 行列 式 之 间 的 关系 。 我 们 定义 矩阵 Ac 。 如 果 (wi,v;) 有 边 ， 
那么 这 个 矩阵 的 第 〈z,7) 元 素 为 2% ; 否则 ， 这 个 元 素 的 值 为 0。 也 就 是 说 , .矩阵 Ac” 的 
元 素 zi 是 2 的 相应 边 的 权重 次 备 (这 就 是 为 什么 我 们 需要 权重 是 多 项 式 的 )。A 人 “的 行列 
式 是 多 少 呢 ?还 记得 


det AG'w = = Dew TA A 
首先 ， 注意 那些 由 不 完美 匹配 所 构成 的 项 都 是 0。 所 以 ， 这 个 公式 其 实 就 是 对 所 有 完美 匹 
配 的 项 求 和 。 其 次 ， I a ) 就 是 2 ”。 换 句 话 说 ，det Ac ”是 2 的 短 次 的 和 (也 有 可 能 


是 负 的 ， 因 为 oCx) 因子 )， 其 中 这 些 指数 上 的 值 表示 的 是 完美 匹配 的 权重 。 
既然 最 小 权 的 完美 匹配 是 唯一 的 ， 所 以 不 妨 假设 它 的 权重 是 w* 。 因 此 ，det A 的 


所 有 项 都 是 2” 的 倍数 。 而 且 除了 1 项 外 ， 所 有 的 其 他 项 都 是 2” 的 偶数 倍 。 也 就 是 说 ， 
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存在 某 个 k (也 许 是 负 的 ) 使 得 det A 二 2* (1 十 2k)。 因 此 ，2” 是 能 够 整除 det Ac'm 的 
2 的 最 高 次 乔 。 基 于 这 个 事实 ,我 们 可 以 如 下 有 效 地 并 行 计算 w* : 我 们 首先 用 NC 算法 
来 计算 det A6'* (因为 所 有 的 权重 都 是 多 项 式 的 ， 所 以 这 个 数 至 多 有 多 项 式 的 位 )。 
det A6'w 结 果 的 二 进 制 表示 中 末尾 0 的 个 数 S 就 是 ww* 。 

一 旦 我 们 有 了 w* ， 我 们 就 可 以 按照 如 下 方法 来 判断 边 (wi ,v;) 是 否 在 最 小 权 的 完美 
匹配 中 : 我 们 从 G 中 删除 这 条 边 以 及 它 的 两 个 结 点 ， 在 剩 下 的 图 中 计算 最 小 权 的 完美 匹 
配 。 显 然 , 边 (ui,vj) 在 G 的 最 小 权 完 美 匹配 中 当 且 仅 当 这 个 新 的 最 小 权 是 芭 ”一 zi 。 
我 们 并 行 地 对 所 有 边 进行 判断 即 可 。 

到 目前 为 止 ， 我 们 所 证 明 的 是 ， 如 果 最 小 权 的 完美 匹配 存在 而 且 唯 一 ， 那 么 它 可 以 被 
有 效 并 行 地 获得 。 而 且 我 们 知道 如 何在 RNC 中 判断 完美 匹配 是 否 存在 。 但 怎么 保证 最 小 
权 的 完美 匹配 是 唯一 的 呢 ? 这 就 是 随机 的 用 处 所 在 : 我 们 证 明了 如 果 对 每 条 边 随 机 地 赋予 
较 小 的 权重 ， 那 么 这 个 图 将 以 较 高 的 概率 存在 唯一 的 最 小 权 完 美 匹 配 : 

引 理 15. 1 (分 离 引 理 ) ”假设 EE 中 每 条 边 的 权重 是 从 1 一 2| 瑟 | 中 独立 且 随 机 地 选取 。 


如 果 完 美 匹配 存在 ， 那 么 以 至 少 亏 的 概率 ， 这 个 图 的 最 小 权 完美 匹配 是 唯一 的 。 


明 : 一 条 边 称 为 坏 的 ， 如 果 它 在 某 一 个 最 小 权 完美 匹配 中 ， 但 不 在 另 一 个 最 小 权 的 
完美 匹配 中 。 显 然 ， 最 小 权 完 美 匹配 是 唯一 的 ， 当 且 仅 当 这 个 图 中 不 存在 坏 的 边 。 

现在 考察 某 一 条 边 e 一 (wuj )， 并 且 假设 除了 这 条 边 外 ， 其 他 所 有 边 的 权重 都 已 经 
好 了 。 令 mm* [2] 表示 不 包含 的 最 小 权 完美 匹配 的 权重 ，w* i i 
匹配 中 权重 最 小 的 权重 ， 再 减 去 e 的 权重 。 考 察 A 一 w" [2] 一 w* [e]。 显 然 ， 根据 定义 ， 
A 的 值 和 e 的 权重 没有 关系 。 

接 下 来 ， 我 们 选取 e 的 权重 wy 。 我 们 断言 e 是 坏 的 ， 当 且 仅 当 w; 二 A。 原 因 是 简单 
的 : 如 果 wi 二 A， 那 么 每 一 个 最 小 权 的 完美 匹配 必然 都 包含 e; 如 果 wi 之 A， 那么 没有 最 
小 权 的 完美 匹配 包含 e。。 这 两 种 情形 e 都 不 是 坏 的 。 当 wi 二 A 时 , e。 是 坏 的， 因为 此 时 存 
在 两 个 最 小 权 的 完美 匹配 ， 一 个 包含 <， 而 另 一 个 不 包含 e。 


从 而 prob[e is 坏 的 ] 祥 下 E[ ， 因 为 这 就 是 从 1~2|E| 之 间 随 机 选取 一 个 整数 恰好 等 于 
A 的 概率 一 记号 “小 于 等 于 ”提醒 我 们 A 有 可 能 完全 超出 了 1~2|E| 这 个 范围 。 所 以 ， 
这 个 图 中 存在 坏 边 的 概率 至 多 是 这 个 不 等 式 上 界 的 |E| 倍 ， 从 而 不 超过 一 半 ， 

顺便 说 一 下 ， 注 意 这 个 引 理 的 证 明和 匹配 其 实 没有 什么 关系 :对 于 我 们 想 从 任意 一 
子 集 马 中 分 离 出 一 个 子 集 ， 这 个 引 理 都 是 成 立 的 。 

本 中 的 天 一个 生 着 阳 因 基 党 可 村 了 对 全 基 近 风 扩 略 生 个 痪 入 当 
后 运行 计算 最 小 权 的 完美 匹配 算法 。 如 果 完美 匹配 存在 ， 那 么 以 至 少 去 的 概率 ， 这 个 算法 


将 返回 正确 的 解 。 

较 小 的 容量 

我 们 用 一 个 关于 MAX FLOW 的 有 趣 的 讨论 来 结束 本 章 : 为 了 证 明 MAX FLOW 是 了 
完全 的 ， 我 们 不 得 不 使 用 指数 大 的 容量 。 另 一 方面 ， 我 们 刚 看 到 匹配 问题 (可 以 看 做 是 单 

















日 ”严格 地 讲 ， 我 们 应 该 并 行 地 计算 det A5% 结 果 的 二 进 制 表示 中 最 后 0 的 个 数 ， 但 这 可 以 通过 前 置 求 和 轻松 获得 。 
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位 容量 的 最 大 流 问 题 〈 见 图 1.6)) 可 以 (在 随机 的 帮助 下 ) 有 效 并 行 地 解决 。 这 就 产生 了 

一 个 问题 ， 如 果 容 量 都 是 用 一 进 制 表示 ， 那么 MAX FLOW 是 否 存 在 一 个 RNC 算法 ? 接 
下 来 我 们 将 看 到 这 样 的 算法 确实 是 存在 的 。 事 实 上 ， 它 导致 了 一 个 求解 MAX FLOW 的 

RNC 近似 方案 (参见 问题 15. 5. 8， 注 意 与 背包 问题 的 显著 不 同 ， 见 9.4 节 和 13.1 节 )。 





图 15.4 从 单位 容量 的 最 大 流 问 题 到 匹配 问题 


假设 有 一 个 网 络 ， 它 的 容量 是 用 一 进 制 来 表示 的 。 等 价 地 ， 我 们 可 以 假设 所 给 网 络 中 
的 所 有 边 都 是 单位 容量 的 〈 大 于 1 的 容量 可 以 通过 多 边 来 实现 ) 。 我 们 从 上 到 * 添加 & 条 平 
行 的 边 ， 其 中 上 是 想 要 获得 的 流量 的 值 ( 见 图 15. 4) 。 
现在 创建 1 个 二 分 图 。 图 中 两 边 的 端点 集合 就 是 所 给 网 络 的 边 的 集合 (包括 条 新 增 
加 的 边 ， 见 图 15. 4)。 在 二 分 图 中 有 一 条 边 (e,e) 当 且 仅 当 。 的 头 就 是 e 的 尾 。 同 时 ， 对 
原先 网 络 中 的 每 一 条 边 e， 我 们 在 二 分 图 中 添加 边 〈e,e) (直观 上 ， 这 将 允许 最 初 网 络 中 
的 边 上 的 流量 为 0， 但 不 允许 在 网 络 上 新 增加 的 边 的 流量 为 0) 。 不 难 验证 ， 在 相应 的 二 分 
图 中 存在 一 个 完美 匹配 当 且 仅 当 在 原先 的 网 络 中 存在 值 为 的 流 ( 见 图 15.4)。 自 然 ， 既 
然 我 们 知道 怎样 在 RNC 中 求解 判定 问题 ， 那 么 通过 二 分 查找 就 可 以 找到 最 优 解 。 384 


15.5 注解 、 参 考 文献 和 问题 
15. 5.1 类 综 览 





15. 5.2 为 了 解 更 多 的 并 行 算法 ,以 及 通用 的 并 行 化 ， 参 见 
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oS. Akl. The Design and Analysis of Parallel Algorithms, Prentice Hall, Englewood Cliffs, 1989. 
oJ. JaJd. An Introduction to Parallel Algorithms, Addison- Wesley, Reading, Massachusetts, 1992. 
oR. M. Karp and V. Ramachandran. “Parallel algorithms for shared- memory machines”, pp. 870- 
941 in The Handbook of Theoretical Computer Science, Vol. I: Algorithmsand Complexity, edited 
by J. van Leeuwen, MIT Press, Cambridge, Massachusetts, 1990. 

以 及 其 他 一 些 书 和 综述 。15. 1 节 中 所 描述 的 求 行列 式 的 算法 来 自 

oA. L. Chistov. “Fast parallel evaluation of the rank of matrices over a field of arbitrary characteris- 
tic”, Fund. of Computation Theory, Lecture Notes in ComputerScience, Volume 199, Springer 
Verlag, Berlin, pp. 63- 79, 1985. 

基于 类 似 于 今天 的 大 规模 并 行 计 算 机 的 并 行 计算 模型 上 的 并 行 算法 的 一 个 形式 化 的 以 及 全 面 的 介绍 ， 
请 参见 

oF. T. Leighton. Parallel Algorithms and Architectures, Morgan- Kaufman, San Mateo, California, 1991. 

15. 5.3 问题 : 证 明 如 果 NCi+1 一 NC;， 那么 NC 二 NC;。 也 就 是 说 ， 如 果 NC 谱系 的 连续 两 层 重 
合 ， 那 么 整个 谱系 将 雪 塌 到 这 一 层 (与 定理 17.9 做 比较 。 事 实 上 ， 这 两 个 定理 的 证 明 并 不 是 没有 
关系 的 ) 。 

15.5.4 我 们 曾经 说 过 一 个 布尔 表达 式 可 以 看 做 是 一 个 特别 的 电路 ， 其 中 每 个 门 至 多 只 能 用 作 另 一 
个 门 的 输入 。 显 然 ， 一 般 的 电路 比 表 达 式 更 加 简洁 和 经 济 ， 但 问题 是 简洁 多 少 呢 ? 比方 说 ， 任 何 一 个 电 
路 是 否 存在 一 个 等 价 的 布尔 表达 式 ， 而 且 这 个 表达 式 的 大 小 至 多 是 该 电路 的 多 项 式 倍 ? 这 个 问题 被 证 明 
是 一 个 关于 并 行 计 算 的 基本 问题 的 复述 ! 

问题 : 证 明 一 个 语言 可 以 被 一 个 具有 多 项 式 大 小 的 一 致 性 的 表达 式 簇 所 计算 当 且 仅 当 它 是 在 NCI 中 
的 。( 这 首先 是 由 下 文 所 发 现 的 

oP. M. Spira. “On time- hardware complexity tradeoffs for Boolean functions”, Proc. 4th Hawaii 

Conference on Systems Sciences, pp. 525- 527, 1971. 

对 于 任意 一 个 多 项 式 大 小 的 表达 式 ， 即 使 它 的 深度 是 多 项 式 的 ， 我们 也 可 以 对 它 进行 “调整 "， 使 调 
整 后 的 表达 式 的 深度 是 对 数 的 。 参 阅 下 文 对 这 一 重要 技术 的 一 个 更 通用 的 应 用 

oR. P. Brent. “The parallel evaluation of general arithmetic expressions”, J. ACM 21, pp. 201-206, 

1974. ) 
所 以 ， 除非 二 NC! ， 否则 电路 不 可 能 被 大 小 只 是 它 的 多 项 式 售 的 表达 式 所 模拟 。 
对 于 任意 多 项 式 大 小 的 表达 式 可 以 在 NCi 的 某 个 变种 中 所 计算 的 一 个 直接 的 证 明 参 阅 
oS. R. Buss. “The Boolean formula value problem is in ALOGTIME”, Proc. 19th ACM Symp. on 
the Theory of Computing, pp. 123- 131, 1987. 

对 于 NCi 的 另 一 个 令 人 惊奇 的 刻画 ， 参 见 

oD. Barrington. “Bounded- width polynomial size branching programs recognize exactly those langua- 
ges in NCi”, Proc. 18th ACM Symp. onthe Theory of Computing, pp. 1-5, 1986. 

15.5.5 我 们 对 于 电路 中 门 的 扁 入 端 数 是 有 限制 的 〈 即 每 个 门 至 多 有 两 个 输入 )， 但 对 于 扇 出 端 数 却 
是 没有 限制 的 《每 个 门 可 以 作为 其 他 任意 多 个 的 门 的 输入 ) 。 

问题 : 证 明 大 小 和 深度 只 需要 线性 地 增加 ， 任 意 电 路 就 可 以 转化 成 一 个 扇 出 端 数 为 2 的 电路 。 (问题 
来 自 

oH. J]. Hoover, M. M. Klawe, and N. Pippenger. “Bounding fan-out in logical networks”, J. ACM 

31, pp. 13-18, 1984.) 

15.5.6 AC 谱系 接 下 来 我 们 来 讨论 前 面 那个 问题 的 反面 ， 即 电路 中 的 OR 门 和 AND 门 的 遍 入 端 
数 是 没有 限制 的 。 也 就 是 说 ，OR 门 可 以 有 多 个 输入 ， 而 且 用 一 步 就 可 以 计算 出 所 有 这 些 输入 的 OR; 对 
于 AND 门 也 是 一 样 的 。 例 如 ， 虽 然 在 通常 的 模型 中 计算 位 的 或 需要 对 数 深度 的 电路 ,但 在 扇 人 端 数 不 
受 限制 的 模型 中 只 需要 深度 1 就 可 以 实现 。 现 在 ， 对 于 这 0， 定 义 AC; 为 所 有 可 以 由 扇 人 端 数 不 受 限制 
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的 、 多 项 式 规模 的 、 深 度 为 O(log':2) (所 以 当 ;i=0 的 时 候 ， 深 度 为 常数 ) 的 一 致 性 电路 簇 所 判定 的 语言 
集合 。 定 义 AC 是 所 有 AC; 的 并 集 。 

(a) 证 明 NCISEACICNCiHI。 并 证 明 AC 二 NC。 

(Cb) 证 明 如 果 ACi+1 二 AC;， 那 么 对 于 所 有 7;，ACi 一 AC; ( 见 问题 15. 5. 3) 。 

(c) 证 明 AC; 就 是 由 具有 多 项 式 处 理 器 和 O(logi n) 的 并 行 时 间 的 一 致 性 PRAM 程序 所 判定 的 语言 
集合 (问题 来 自 

DL. J]. Stockmeyer and U. Vishkin. “Simulation of parallel random access machines by circtits”, 

SIAM J, Computing, 13s-pp. 409-423，1984) 。 
与 NC; 不 同 ，AC 谱系 的 第 0 层 是 一 个 有 趣 的 类 : ACu 包含 了 所 有 可 以 由 常数 深度 、 多 项 式 大 小 和 输 
入 端 数 不 受 限制 的 电路 所 判定 的 语言 (没有 大 小 的 限制 ,，P 中 所 有 的 语言 都 可 以 被 判定 ， 见 关于 合 取 范 
式 的 定理 4. 1)。 关 于 奇偶 性 语言 (所 有 有 奇数 个 1 的 位 串 ) 不 属于 ACo 的 一 个 有 趣 的 证 明 ， 参见 
Oo M. Furst, J]. Saxe and M. Sipser. “Parity, circuits, and the polynomial hierarchy”, Math. Systems 
Theory, 17, pp. 13-27, 1984. 

有 趣 的 是 ， 相 同 语言 看 上 去 也 很 难 用 神经 网 络 来 解决 ， 参 见 

oJ]. Hertz, A. Krog, and R. G. Palmer. Introduction to the Theory of Neural Computation, Addi- 
son- Wesley, Reading, Massachusetts, 1991. 

15. 5.7 PRAM 模型 ”依赖 于 对 内 存 的 各 种 访问 模式 ，PRAM 模型 有 很 多 变种 。 既 然 我 们 所 描述 的 
PRAM 模型 允许 多 个 处 理 器 同时 读 取 同 一 块 内 存 地 址 ， 甚 至 可 以 对 它 同 时 进行 写 操 作 ， 所 以 这 个 模型 称 
为 CRCW PRAM (“ 并 发 地 读 ， 并 发 地 写 ”) 。 一 个 较 弱 的 模型 叫 作 CREW,“ 并 发 地 读 ， 独 占 地 写 ”。 它 
允许 并 发 地 读 ， 但 在 每 一 步 每 个 地 址 只 允许 一 个 处 理 器 对 它 进行 写 操 作 。 最 后 ，EREW 模型 不 管 是 读 操 
作 还 是 写 操作 都 不 允许 并 发 进行 。 

这 3 个 模型 一 个 比 一 个 更 加 真实 地 反应 了 用 硬件 实现 同时 内 存 访问 的 现实 状况 。 事实 上 ， 根 据 在 众 
多 的 对 一 个 地 址 同时 进行 写 操作 的 处 理 器 中 选取 一 个 处 理 器 方式 的 不 同 ，CRCW PRAM 模型 也 有 3 个 类 
型 。 我 们 已 经 讨论 过 的 PRIORITY CRCW PRAM 是 根据 处 理 器 编号 来 选取 胜 者 。 一 个 较 弱 的 但 更 现实 
的 机 制 是 ARBITRARY CRCW PRAM 模型 ， 这 个 机 制 在 众多 的 进行 写 操作 的 处 理 器 中 任意 选 一 个 作为 
胜 者 (所 以 程序 也 要 做 相应 的 准备 以 应 对 有 众多 输出 的 情形 )。 最 后 ， 在 COMMON CRCW PRAM 模型 
中 ， 所 有 对 同一 个 地 址 同时 进行 写 操作 的 处 理 器 所 写 的 内 容 必 须 相 同 。 因 此 ， 我 们 有 5 个 PRAM 模型 ， 
它们 按照 计算 能 力 从 弱 到 强 排列 如 下 : 

EREW CREW COMMON CRCW ARBITRARY CRCW PRIORITY CRCW 

如 果 我 们 忽略 处 理 器 数目 之 间 的 多 项 式 的 差别 ， 那 么 最 后 3 个 模型 被 证 明 是 等 价 的 : 

问题 : 证 明 一 个 运行 时 间 为 :， 处 理 器 数目 为 p 的 PRIORITY CRCW PRAM 程序 可 以 被 一 个 运行 时 
间 为 O(O) ， 处 理 器 数目 为 O(p?) 的 COMMON CRCW PRAM 程序 所 模拟 。 

结果 表明 ， 在 某 些 情形 下 ,前 3 个 模型 中 的 每 个 模型 都 比 它 前 一 个 模型 更 强 ， 参 见 下 一 个 问题 以 及 
前 面 所 引用 的 Karp 和 Ramachandran 的 综述 中 的 第 3 节 。 然 而 ， 这 5 个 机 器 模型 中 任意 两 个 的 计算 性 能 
至 多 相差 对 数 倍 ， 

问题 :证 明 一 个 运行 时 间 为 +:， 处 理 器 数目 为 的 PRIORITY CRCW PRAM 程序 可 以 被 一 个 运行 时 
间 为 O(tlog p)， 处 理 器 数目 为 0(p) 的 EREW PRAM 程序 所 模拟 。 

15.5.8 CROW PRAM (允许 并 发 地 读 ， 但 只 允许 自己 写 ) 模型 允许 并 发 地 读 ， 但 每 个 寄存 器 只 属 
于 某 一 个 处 理 器 。 只 有 这 个 寄存 器 的 拥有 者 可 以 对 它 进 行 写 操作 。 在 前 面 的 那个 谱系 中 ，CROW PRAM 
应 该 放 在 什么 位 置 ? (CROW PRAM， 可 以 说 是 最 接近 现实 的 模型 ， 是 由 

oP. W. Dymond and W. L. Ruzzo. “Parallel RAMs with owned memory and deterministic context- 

free language recognition” . Proc. 13th Intern. Conf. on Automata, Languages, and Program- 

ming， pp. 95- 104, 1986. 

提出 并 研究 的 。 借 助 于 确定 性 上 下 文 无 关 语言 ， 对 它 的 计算 能 力 还 有 一 个 令 人 惊奇 的 刻画 。) 
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15. 5.9 (a) 假设 我 们 想 要 用 PRAM 来 计算 nn 位 的 , 或 证 明 CRCW PRAM 可 以 用 O(n) 个 处 理 器 ， 
在 O(1) 的 时 间 内 完成 ; 而 CREW PRAM 可 以 用 O(n) 个 处 理 器 在 O(log n) 的 时 间 内 完成 。 
(b) 证 明 CREW PRAM 计算 位 的 或 需要 至 少 Q(log n) 步 即使 每 个 处 理 器 执行 关于 自身 寄存 
器 的 任意 函数 只 需要 单位 时 间 (问题 来 自 
OS. A. Cook, C. Dwork, and R. Reischuk. “Upper and lower bounds for parallel random access ma- 
chines without simultaneous writes”, SIAM J. Comp., 15, pp. 87-97, 1986. 
定义 什么 叫 一 个 输入 位 在 时 刻 上 影响 一 个 处 理 器 或 寄存 器 。 通 过 对 上 的 归纳 ， 试 证 明 在 时 刻 :， 对 处 
理 器 或 寄存 器 有 影响 的 输入 位 的 数目 不 超过 c+。 有趣 的 是 ,，c 必须 大 于 2) 。 
15. 5. 10 在 文献 中 有 大 量 的 关于 并 行 化 的 形式 化 模型 。 在 20 世纪 70 年 代 中 期 , 一 系列 体现 并 行 化 
思想 的 强 有 力 的 计算 模型 由 一 些 研究 者 独立 地 提出 。 其 中 包括 了 图 灵机 的 扩展 
o W. J. Savitch. “Recursive Turing machines”, Intern. J. Compo Math., 6, pp. 3-31，1977. 
具有 “向 量 处 理 ” 能 力 的 随机 存 取 机 
oOV. R. Pratt and L. J. Stockmeyer. “Characterization of the power of vector machines”, J.CSS, 
12, pp. 198- 221, 1976. 


oJ. Trahan, V. Ramachandran, and M. C. Loui. “The power of random access machines with augmented 





instruction sets”, in Proc. 4th Annual Conf. on Structurein Complezity Theory, pp. 97- 103, 1989., 

交替 图 灵机 (参见 第 16 章 的 参考 文献 )， 以 及 其 他 。 所 有 这 些 模型 都 有 一 个 稀奇 的 特性 ， 多 项 式 可 

解 的 语言 类 和 不 确定 性 多 项 式 可 解 的 语言 类 一 致 ! 实质 上 ,这些 模型 的 上 述 两 个 语言 类 就 是 
PSAPCE 一 一 并 行 计算 论题 的 一 个 表现 形式 ， 参 见 第 16 章 。 与 现在 商用 的 大 规模 并 行 计 算 机 更 相近 的 并 
行 的 形式 化 模型 (它们 对 待 处 理 器 间 的 通信 延迟 要 比 PRAM 慎重 得 多 )， 参 见 

oP. W. Dymond and S. A. Cook. “Hardware complexity and parallel complexity”, Proc. 21st IEEE 
Symp. onthe Foundations of Computer Science, pp: 360- 372, 1980. 

OL, G. Valiant. “General purpose parallel architectures”, pp. 953-97]1 in The Handbook of Theoreti- 
cal Computer Science, vol. I: Algorithms and Complerity, editedby J. van Leeuwen, MIT Press， 
Cambridge, Massachusetts, 1990. 

oC. H. Papadimitriou and M. Yannakakis. “Towards an architecture-independent analysis of parallel 
algorithms”, Proc. 20th ACM Symp. onthe Theory of Computing, pp. 510-513, 1988, 

和 前 面 提 到 的 Tom Leighton 的 书 。 还 可 以 参见 ， 

oP. van Emde Boas, “Machine models and simulations”, pp. 1-61 in The Handbook of Theoretical 
Computer Science, vol. I: Algorithmsand Complexity, edited byJ. van Leeuwen, MIT Press, Cam- 
bridge, Massachusetts, 1990. 

这 是 一 篇 对 各 种 计算 模型 进行 全 面 比较 的 综述 ， 其 中 也 包括 了 并 行 模型 。 

15.5. 11 NC 类 为 什么 被 看 做 是 可 行 的 并 行 计算 的 讨论 ， 参 见 

© N. Pippenger. “On simultaneous resource bounds”, Proc. 20th IEEE Symp. onithe Foundations of 
Computer Science, pp. 307-311, 1979. a 

0S. A. Cook. “Towards a complexity theory of synchronous parallel computation”, Enseign. Math.,， 
27, pp. 99- 124，1981. 

OS. A. Cook. “A taxonomy of problems with fast parallel algorithms”, Inform. and Control, 64, 
pp: 2-22, 1985; 

15. 5. 12 我们 知道 在 一 个 图 中 寻找 最 大 独立 集 是 NP 完全 的 。 现在 假设 我 们 想 寻 找 的 是 极 大 独立 

集 。 这 个 当然 可 以 通过 “贪心 算法 ”快速 地 完成 : 从 G 中 不 断 地 添加 结 点 到 集合 中 。 每 添加 一 个 结 点 ， 
就 在 G 中 删除 这 个 结 点 以 及 它 的 邻居 ， 直 到 G 中 没有 结 点 为 止 。 不 幸 的 是 ， 这 个 算法 太 串 行 了 。 事 实 
上 ，Les Valiant 猜测 极 大 独立 级 问题 本 身 具 有 固有 的 串 行 性 。 

然而 考虑 下 述 “ 套 人 ”贪心 算法 的 方法 。 在 每 一 步 ， 我 们 不 是 在 正在 构造 的 独立 集中 添加 当前 图 中 
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的 某 一 个 结 点 ， 而 是 套 入 某 整 个 独立 集 S。 我 们 怎么 选择 S 呢 ? 下 面 这 个 想法 来 自 
o M，Luby. “A simple parallel algorithm for the maximal independent set”, SIAM]J. Comp., 15, pp. 
1036- 1053, 1986. 


首先 ， 将 G 中 的 每 个 结 点 以 概率 二 放 人 S 中 ， 其 中 d 是 这 个 结 点 的 度数 。 然 后 检查 两 个 端点 都 在 S 


中 的 那些 边 。 对 于 每 条 边 ， 将 度数 最 小 的 那个 结 点 从 S 中 去 掉 ， 任意 地 断 开 链 接 。 如 果 这 两 个 端点 的 度 
数 一 样 ， 则 随意 去 除 哪个 点 。 最 后 将 S 的 剩余 结 点 添加 到 正在 构造 的 极 大 独立 集中 ， 并 在 G 中 去 掉 这 些 
结 点 和 它们 的 邻居 。 整 个 过 程 重复 进行 ， 直 到 G 为 空 。 


问题 : (a) 证 明 在 每 一 步 ，S 中 删除 的 边 的 期 望 数 至 少 是 G 的 边 数 的 于 。 


(b) 证 明 上 述 算法 是 求 极 大 独立 集 问题 的 一 个 RNC 算法 。 

事实 上 Mike Luby 证 明了 这 个 算法 并 不 需要 随机 性 : 我 们 所 需要 的 仅仅 是 插入 S 的 结 点 必须 是 两 两 
独立 的 ， 而 这 一 点 很 容易 得 到 保证 。 算 法 中 的 随机 实验 是 对 一 个 多 项 式 大 的 样本 进行 采样 ， 而 这 可 以 用 
穷 举 计 数 来 代替 。 因 此 ， 这 个 算法 转化 成 一 个 确定 性 的 NC: 算法 。 从 并 行 的 和 角度， 对 这 个 去 随机 技术 的 
进一步 求 精 ， 可 以 参见 

o M. Luby. “Removing randomness from parallel computation without processor penalty”, Proc. 29th 

TEEE Symp. on ithe Foundations of Computer Science, pp. 162-173, 1988. 
Oo B. Berger, J]. Rompel. “Simulating log’ n- wise independence in NC”, Proc. 30th IEEE Symp. on 
the Foundations of Computer Science, pp. 2-7, 1989. 
o R. Motwani, J. Naor, and M. Naor. “The probabilistic method yields deterministic parallel algo- 
rithms”, Proc. 30th TIEEE Symp. on the Foundations of Computer Science, pp. 8-13, 1989., 
然而 ， 贪心 算法 比 Luby 算法 有 一 个 优势 : 假设 每 次 都 是 插入 标号 最 小 的 结 点 ， 则 它 可 以 得 到 字典 
序 优先 的 极 大 独立 集 。 很 明显 ， 这 个 问题 不 可 能 并 行 地 快速 获得 : 

(c) 证 明 在 图 上 寻找 字典 序 最 小 的 极 大 独立 集 是 P 完 全 的 (可 以 从 MONOTONE CIRCUIT VALUE 
规约 到 这 个 问题 。 每 一 个 门 用 一 条 边 来 表示 ， 图 中 其 余 的 边 ， 以 及 结 点 的 相关 次 序 则 用 来 体现 这 个 电路 
的 结构 )。 

15.5. 13 比较 电路 (a) 证 明 带 有 NAND 门 的 电路 的 CIRCUIT VALUE 问题 是 了 完全 的 。 

(b) 证 明 只 有 AND 门 的 电路 的 CIRCUIT VALUE 问题 属于 NC; 。 对 于 合 ( 异 或 门 );， 也 请 证 明 同 样 
的 性 质 。 

一 个 比较 门 有 两 个 输入 : zi 和 zs。; 还 有 两 个 输出 ; (zi1V xz) 和 (zl 人 zz)。 

(c) 设计 一 个 有 4 个 输入 ，4 个 输出 ， 只 有 比较 门 的 电路 ， 其 功能 是 对 输入 进行 排序 。 

虽然 所 有 其 他 可 以 想象 的 电路 求 值 问 题 (例如 前 面 的 (a) 和 (b)) 要 么 是 了 完全 的 ， 要 么 是 NC， 
但 带 有 比较 门 的 电路 的 求 值 问 题 看 上 去 在 这 两 者 之 间 。 例 如 ， 这 个 问题 可 以 在 并 行 时 间 Vn 内 计算 出 ,但 
目前 已 知 的 了 完全 间 题 没有 一 个 是 可 以 在 这 个 时 间 内 求解 的 。 参 见 

oFE. W. Mayr and A. Subramanian. “The complexity of circuit value and network stability”, Proc. 

4th Annual Conf. on Structure in Complezxity Theory, pp. 114-123, 1989. 
(d) 证 明 在 一 个 图 中 寻找 字典 序 最 小 的 极 大 匹配 问题 (这 个 问题 等 价 于 在 一 个 线 图 中 寻找 字典 序 最 
小 的 极 大 独立 集 问题 ， 见 问题 15. 5. 12 和 问题 9. 5. 17) 等 价 于 比较 门 的 电路 求 值 问题 。 
15. 5. 14 定理 15.4 来 自 
oL. M. Goldschlager, R. A. Shaw, and J. Staples. “The maximum flow problem is log space com- 
plete for P”, Theor. Comp Science 21, pp. 1073- 1086, 1982. 

问题 : 证 明 MAX FLOW(D) 是 了 完全 的 〈 这 是 来 自 

oT. Lengauer and K. W. Wagner. “The binary network flow problem is log space complete for P”, 
Theor. Comp Science 75, pp. 357- 363, 1990)。 
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15. 5. 15 关于 早期 的 P 完 全 的 结果 ， 参见 

OS. A. Cook. “An observation on time-storage trade-of{fs”, Proc. 5th ACM Symp. onthe Theory of 
Computing, pp. 29-33, 1973; also, J.CSS, 9, pp. 308- 316. 

oN. D. Jones and W. T. Laaser. “Complete problems for deterministic polynomial time”, Theor. 
Computer Science 3, pp. 105-118, 1976. 

其 中 两 个 是 : (a) 一 个 路 径 系 统 是 一 个 三 元 组 TEV3 的 集合 一 一 一 个 有 向 图 的 推广 。 我们 说 结 点 i 
是 可 达 的 ,或 者 i 二 1, 或 者 有 两 个 (递归) 可 达 的 结 点 j, 了 了 满足 (j,j ,让 ET。 问题 PATH 是 :“ 给 定 
一 个 路 径 系 统 ， 结 点 n 是 否 可 达 ?” 证 明 这 个 问题 是 P 了 完全 的 。 

(Cb) 回忆 问题 3. 4. 2 中 关于 上 下 文 无 关 文 法 的 定义 。 问 题 CONTEXT-FREE EMPTINESS 是 : “给 
定 一 个 上 下 文 乱 关 的 语言 G， 该 语言 是 否 会 生成 空 ?” 证 明 该 问题 是 了 完全 的 。 

15.5. 16 更 多 关于 P 完全、 并 行 计算 和 复杂 性 的 论述 ， 参 见 

oR. Greenlaw, H. J. Hoover, and W. L. .Ruzzo. A Compendium of Problems Complete for P, 

Oxford Univ. Press, in press, 1993. 
本 书 类 似 于 Grary 和 Johnson 的 那 本 书 , 但 主题 是 P 完全 (并且 包 含 了 一 个 广泛 的 P 了 完全 问题 的 列 
表 )。 然 而 证 明 P 完全 的 一 般 方法 不 像 证 明 NP 完全 〈 见 第 9 章 ) 那么 深奥 。 规 约 通常 是 从 CIRCUIT 
VALUE 问题 的 标准 形式 开始 ， 进 行 相当 普通 的 器 件 构造 。 
问题 : 证 明 CIRCUIT VALUE 问题 仍然 是 了 完全 的 ， 即 使 (1) 电路 中 除了 输入 门 外 ， 其 他 所 有 的 
门 是 扇 人 端 数 和 扇 出 端 数 都 等 于 2 的 OR 门 或 AND 门 ; (2) 所 有 的 门 按照 层 来 排列 ， 第 0 层 是 输入 门 ， 
剩 下 的 每 一 层 AND 门 和 OR 门 交替 出 现 。 
15.5.17 问题 证 明 下 面 两 个 问题 是 了 完全 的 :“ 给 定 一 个 图 ,是否 存 在 一 个 导出 子 图 满足 : (a) 最 
小 的 度数 至 少 是 &; (b) 顶点 连通 度 至 少 是 &?”“ 导 出 子 图 ”是 指 如 果 原 图 中 边 的 两 个 结 点 都 在 这 个 子 图 
中 ,那么 这 条 边 也 在 这 个 子 图 中 ;， 一 个 图 的 “顶点 连通 度 ” 是 指 要 让 图 不 连通 所 需要 删除 的 最 少 的 点 的 
数目 。(a) 来 自 
oR. J. Anderson and E. W. Mayr. “Parallelism and greedy algorithms”, in Advances in Computing 
Research, vol. 4, pp. 17- 38, 1987. 

而 (b) 来 自 

oL. M. Kirousis, M. J. Serna, and P. Spirakis. “The parallel complexity of the subgraph connectivi- 
ty problem”, Proc. 30th IEEE Symp. on the Foundations of Computer Science, pp: 163- 175， 
1988. 

15. 5. 18 ”我们 所 展示 的 匹配 问题 的 RNC 算法 来 自 

oK，Mulmuley，U，V，YVazirani，and V. V. Vazirani. “Matching is as easy as matrix inversion”, 
Proc. 19th ACM Symp. onthe Theory of Computing, pp. 345-354，1987; also, Combinatorica 7， 
pp. 105-113, 1987. 

匹配 问题 也 被 证 明 属 于 coRNC: 

oH. Karloff. “A Las Vegas algorithm for maximum matching”, Conibinatorica 6, pp, 387- 392, 1986. 

问题 : (a) 带 权 的 匹配 问题 是 在 RNC 中 的 ,其 中 权重 至 多 是 多 项 式 的 。 

(b) 对 MAX FLOW， 设计 一 个 RNC 近似 方案 。 

权重 不 受 限制 ， 而 且 二 进 制 表示 的 匹配 问题 的 并 行 复杂 性 仍然 是 个 未 解决 的 问题 。 

15.5.19 通信 复杂 性 。 假 设 第 12 章 中 出 现 的 Alice 和 Bob 想 要 计算 一 个 布尔 函数 /(X,Y)， 其 中 
X 王 (zz 和 Y= 一 1 ye) 是 两 个 不 相交 的 布尔 变量 的 集合 。 他 们 彼此 的 计算 能 力 不 受 任何 限 
制 ， 而 且 他 们 都 真心 希望 能 够 得 到 (X,Y) 的 正确 结果 。 问 题 是 Alice 只 知道 X 中 这 些 变量 的 值 ， 而 
Bob 只 知道 Y 中 的 。 他 们 之 间 的 通信 是 需要 开销 的 。 

他 们 着 手 如 下 的 通信 协议 : Alice 首先 计算 一 个 任意 复杂 的 布尔 函数 ai(X)， 并 将 位 ai 发 送 给 Bob; 
Bob 计算 一 个 任意 的 布尔 函数 bi(Y,al)， 并 将 位 发 回 给 Alice。 在 第 计 1 轮 ，Alice 计算 w+1(CX， 
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0)，Bob 计算 541(Y ,yal,…,ait1)。k 上 轮 之 后 (我 们 希望 & 尽 可 能 地 小 )， 双 方 有 足够 的 信息 可 以 
计算 f(XX,Y)。 这 个 最 小 的 上 就 称 为 有 的 通信 复杂 性 。 

(a) 下 述 函 数 的 通信 复杂 性 是 多 少 ? 

(1) f(X,Y)==1 当 且 仅 当 X=Y; (2) f(X,Y) 返回 和 X 和 YY 中 1 的 总 数 ; (3) f(X,Y) 是 和 和 YY 中 1 
的 总 数 模 2 的 值 。 

(b) 现在 假设 在 得 到 输入 变量 的 值 并 运行 协议 之 前 ，Alice 和 Bob 先决 定 如 何 将 XUY 中 的 位 一 分 为 
二 ， 从 而 使 得 通信 复杂 性 最 小 。 在 这 个 前 提 下 ， 重 复 问 题 (a)。 

(c) 我 们 现在 定义 非 确定 性 的 通信 协议 为 Alice 和 Bob 每 次 不 确定 地 选择 布尔 函数 。 就 像 任何 其 他 的 
函数 非 确定 性 计算 ， 某 些 计 算 可 能 失败 ， 但 所 有 成 功 的 计算 都 产生 了 正确 的 结果 ， 而 且 至 少 有 一 个 计算 
是 成 功 的 。 对 于 不 确定 性 的 通信 复杂 人 性， 重复 问题 (a) 。 

通信 复杂 性 是 由 

OA. C.-C. Yao. “Some complexity questions related to distributive computing”, Proc. llth ACM 

Symp. onthe Theory of Computing, pp. 294- 300, 1979. 

提出 的 ， 它 刻画 了 用 集成 电路 来 计算 布尔 函数 的 困难 程度 。 而 且 通 信 复杂 性 的 下 界 可 以 在 下 面 的 领 
域 轻松 得 到 解释 : 

oT. Lengauer. “VLSI Theory”, pp. 837- 868 in The Handbook of Theoretical Computer Science, 

vol. T: Algorithmsand Complezity, edited by J. van Leeuwen, MIT Press, Cambridge, Massachu- 
setts, 1990., 

令 人 惊奇 的 是 ,确定 性 与 非 确 定性 的 通信 复杂 性 就 相差 一 个 平方 ， 非 常 类 似 于 空间 复杂 性 的 相关 结 
果 。 参 见 

oA. V. Aho, J. D. Ullman, and M. Yannakakis. “On notions of information transfer in VLSI circuits”, 

Proc. 15th ACM Symp. onthe Theory of Computing, pp. 133- 139, 1983. 
然而 ， 当 我 们 最 小 化 输入 中 的 所 有 划分 下 的 通信 复杂 性 〈 如 前 面 的 〈b) 部 分 )， 则 存在 一 个 指数 的 
差距 ， 参 见 
oC. H. Papadimitriou and M. Sipser. “Communication complexity”, Proc. 14th ACM Symp. on the 
Theory of Computing, pp.: 196-200, 1982; also, J.CSS, 28 pp. 260-269, 1984. 

并 行 于 时 间 复 杂 性 ， 对 通信 复杂 性 的 一 个 易于 接受 的 综合 讨论 ， 参见 

Oo B. Halstenberg and R. Reischuk. “Relations between communication complexity classes”，J. CSS， 
41, pp. 402- 429, 1990. 

在 通信 复杂 性 和 并 行 复杂 性 之 间 有 一 个 意 想不到 的 关系 : 假设 我 们 想 用 并 行 计算 一 个 及 个 输入 和 
1 个 输出 的 函数 下。 现在 我 们 进行 下 面 的 实验 : 给 Alice 一 个 令 F(CX)= 真 的 输入 X 一 {zl,…，zo}; 给 
Bob 一 个 令 F(Y)= 假 的 输入 了 =={y1,… ,yn}。 他 们 必须 给 出 一 个 令 到 天 的 下 标 i (根据 我 们 的 假设 ， 
这 样 的 i 一 定 存在 )。 | 

(d) 证 明 这 个 问题 的 通信 复杂 性 是 (ds )， 其 中 dr 是 计算 下 的 最 浅 的 布尔 电路 (或 表达 式 ， 因 为 
对 大 小 没有 限制 ， 所 以 两 者 是 等 价 的 ) 的 深度 证 明 怎样 用 布尔 电路 的 每 一 层 来 模拟 通信 协议 的 每 一 步 ， 
反之 也 是 )。 

这 个 结果 ， 以 及 关于 单调 电路 的 深度 和 扇 入 端 数 不 受 限制 的 电路 的 深度 的 类 似 结果 出 现在 

oM. M. Klawe, W. J. Paul, N. Pippenger, and M. Yannakakis. “On monotone functions with restricted 

depth”, Proc. 16th ACM Symp. onthe Theory of Computing, pp. 480- 487, 1984. 
Oo M. Karchmer and A. Wigderson. “Monotone circuits for connectivity require superlogarithmic. depth”， 
Proc. 20th ACM Symp. onithe Theory of Computing, pp. 539- 550, 1988. 

在 第 二 篇 论文 中 ， 这 个 联系 被 用 来 证 明 关 于 空间 受 限 计 算 的 类 似 于 Razborov 定理 (定理 14.6) 的 结 
果 ,， 即 REACHABILITY (显然 是 一 个 关于 邻接 矩阵 的 单调 函数 ) 不 能 用 深度 小 于 clog? n 的 单调 电路 来 
求解 ， 其 中 < 是 某 个 大 于 0 的 常数 。 
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第 16 章 | 


Computational Complexity 


对 数 空 间 





非 确定 性 对 空间 的 影响 不 像 非 确定 性 对 时 间 的 影响 那么 具有 戏剧 性 一 一 这 个 问题 就 像 
是 P 和 NP 问题 的 一 个 偿 远 的 回声 。 但 在 历史 上 这 个 问题 却 是 在 这 方面 第 一 个 被 研究 的 
问题 。 


16.1 工 三 NL 问题 
正如 我 们 所 看 到 的 ，P 的 内 部 充满 着 关于 复杂 性 的 有 趣 问 题 ， 这 其 中 最 经 典 的 都 与 对 


数 空间 有 关 。 在 对 数 空 间 中 ， 是 否 非 确定 性 比 确定 性 更 加 强大 ， 即 是 否 工 二 NL,， 仍然 是 
另 一 个 重要 的 未 解决 的 问题 。 

但 是 ， 我们 知道 L 和 NL 都 落 在 NC 内。 事实 上 ， 我 们 可 以 几乎 精确 地 了 解 对 数 空间 
类 和 并 行 复杂 性 类 之 间 有 趣 的 缠绕 关系 : 

定理 16.1 NC1 CLENLENC;. 

证 明 : 第 二 个 包含 是 简单 的 。 第 三 个 包含 关系 可 以 通过 可 达 性 方法 ( 见 7.3 节 ) 获 
得 : 为 了 判定 是 否 输入 工 被 一 个 非 确定 性 的 对 数 空间 图 灵机 N 所 接受 ,我们 只 需要 构造 
六 关于 输入 z 的 格局 图 ， 然 后 在 NCz 内 判定 从 初始 结 点 是 否 可 以 到 达 一 个 接受 结 点 〈 从 
第 15 章 可 知 REACHABILITY 是 在 NC 中 的 ) 。 

现在 考虑 第 一 个 包含 关系 。 我 们 必须 给 出 一 个 算法 在 对 数 空 间 内 计算 任意 一 个 对 数 深 
度 的 一 致 性 电路 徐 。 我 们 的 算法 是 3 个 对 数 空间 算法 的 复合 (而 从 性 质 8.2， 我 们 已 经 知 
道 怎样 在 对 数 空间 内 复合 对 数 空间 的 算法 )。 第 一 个 算法 就 是 生成 所 给 定 的 一 致 性 电路 簇 
的 电路 。 我 们 假设 电路 是 用 门 的 列表 来 表示 ， 其 中 每 个 门 包含 它 的 种 类 信息 以 及 它 的 前 趋 
( 即 有 边 指 向 该 门 的 那些 门 )。 真 和 假 门 没有 前 趋 ，NOT 门 只 有 一 个 前 趋 。OR 门 和 AND 
门 的 两 个 前 趋 是 按 次 序 排 列 的 ， 所 以 我 们 能 够 区 分 第 一 个 和 第 二 个 前 趋 。 这 个 列表 中 的 第 
一 个 门 是 输出 门 。 

在 电路 中 ， 一 个 门 的 出 度 可 能 大 于 1 〈 也 就 是 说 ， 它 可 能 是 多 个 门 的 前 趋 。 事 实 上 ， 
这 种 “共享 公共 子 表 达 式 ”的 性 质 使 得 电路 和 表达 式 有 所 差别 ， 可 参见 4. 3 节 )。 第 二 个 
对 数 空间 的 算法 将 这 个 电路 转变 成 一 个 等 价 的 所 有 出 度 都 为 1 的 电路 〈 本 质 上 转变 成 了 一 
个 表达 式 ) 。 这 可 以 通过 下 述 方法 获得 : 我 们 考察 在 原先 电路 中 的 所 有 可 能 的 从 输出 门 到 
输入 门 的 路 径 。 我 们 不 是 用 在 这 条 路 径 中 所 遇 到 的 门 的 名 字 来 表示 这 条 路 径 〈 这 将 需要 
log? n 的 空间 ) ， 而 是 用 和 这 条 路 径 等 长 的 位 串 来 表示 。 这 个 位 串 中 的 每 一 位 表示 在 这 条 
路 径 中 下 一 个 要 访问 的 门 是 上 一 个 门 的 第 一 个 前 趋 还 是 第 二 个 前 趋 (NOT 门 的 唯一 前 趋 
用 0 来 表示 )。 注 意 既 然 所 给 电路 的 深度 是 对 数 的， 那么 这 些 路 径 的 长 度 也 是 对 数 的 。 

现在 ， 通 过 用 这 些 路 径 来 表示 门 ， 我 们 构造 出 一 个 等 价 的 树 状 电路 。 也 就 是 说 ， 输 出 
门 标记 为 空 串 s。 它 的 第 一 个 前 趋 标记 为 0， 第 二 个 前 趋 标记 为 1，1 的 第 一 个 前 趋 标记 为 
10， 等 等 〈 见 图 16. 1) 。 一 个 门 若 有 多 条 路 径 可 达 ， 则 它 就 有 多 种 表示 方法 。 这 个 新 电路 
的 门 可 以 一 个 接 一 个 耐心 地 通过 反复 利用 空间 来 生成 。 最 后 ， 我 们 就 获得 了 一 个 等 价 的 树 
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状 电路 〈 见 图 16. 1b)， 其 中 每 个 门 由 对 数 长 的 位 串 所 标记 。 也 就 是 说 ,我 们 的 新 电路 是 
由 一 个 位 串 的 列表 来 表示 ， 每 个 位 串 表示 一 种 门 。 

我 们 的 第 三 个 算法 计算 这 个 树 状 电路 的 输出 门 。 要 计算 一 个 标记 为 字符 串 g 的 AND 
门 ， 该 算法 递归 地 计算 它 的 第 一 个 前 趋 g0。 如 果 结 果 是 假 ， 那 么 我 们 就 不 需要 计算 第 二 
个 前 趋 : 我 们 已 经 可 以 知道 这 个 门 的 值 为 假 。 但 如 果 第 一 个 前 趋 的 值 为 真 ， 那 么 我 们 还 必 
须 计 算 第 二 个 前 趋 gs1。 对 于 OR 门 ， 只 需要 将 前 面 的 真 和 假 颠 倒 一 下 就 可 以 了 。 对 于 
NOT 门 ， 我 们 只 需要 计算 它 的 唯一 的 输入 ， 然 后 返回 相反 的 结果 。 对 于 值 为 真 或 假 的 输 
入 门 则 什么 都 不 用 做 。 一- 旦 某 个 门 的 计算 结束 ， 则 对 它 的 后 继 〔 即 唯一 的 那个 将 它 作 为 前 
趋 的 门 ， 因 为 我 们 所 要 计算 的 是 一 个 树 状 的 电路 ) 的 计算 将 继续 进行 。 这 个 后 继 的 标记 可 
以 简单 地 通过 删除 当前 标记 的 最 后 一 位 来 获得 。 当 我 们 结束 对 输出 门 的 计算 时 ， 我 们 就 知 
道 了 整个 电路 的 值 。 





000 001 010 011 
a) b) 


图 16.1 一 个 电路 a) 和 一 个 等 价 的 树 状 电路 b) 


100 101 110 111 


为 了 完成 这 个 计算 ， 我们 需要 维护 多 少 信息 呢 ?对 于 AND 门 的 第 一 个 前 趋 的 值 的 判 
断 保证 了 所 有 我 们 需要 记 住 的 仅仅 是 当前 所 要 计算 的 门 的 标记 和 它 的 值 ， 如 果 我 们 在 计算 
某 个 门 的 第 二 个 前 趋 ， 那 么 该 事实 正 反 映 了 第 一 个 前 趋 的 值 。 从 而 ， 第 三 个 算法 在 对 数 空 
间 内 正确 地 计算 了 这 个 电路 的 值 。 这 就 是 整个 证 明 。 口 

定理 16. 1 从 一 个 侧面 反映 了 空间 和 并 行 时 间 之 间 显 著 的 紧密 关系 : 它们 是 多 项 式 相 
关 的 。 这 个 重要 的 发 现 称 为 “并 行 计 算 论题 ”。 当 然 ， 它 可 以 被 推广 到 对 数 空间 以 外 : PT/ 
WK(CFGa ,kim )CSPACE(f(n))CNSPACE(f(n))CPT/WK(f(n)?,k1%w )。 但 是 只 有 当 
f(n) 二 log n 时， 总 工作 量 是 多 项 式 的 。 

我 们 用 来 界定 对 数 空间 下 非 确 定性 能 力 的 最 强 结果 是 Savitch 定理 (定理 7.5 的 推 
论 )， 即 NLESPACE(log? n)。 而 用 来 证 明 这 个 结果 以 及 NL 二 coNL (定理 7.6) 的 “可 达 
性 方法 ”体现 了 REACHABILITY 问题 与 非 确定 性 空间 之 间 的 亲密 关系 。 下 面 是 具体 的 
描述 : 

定理 16.2 REACHABILITY 是 NL 完全 的 。 

证 明 : 我 们 已 经 证 明了 REACHABILITY 能 够 用 对 数 的 非 确 定性 空间 来 解决 〈 见 
例 2. 10) 。 

接 下 来 ， 我们 将 展示 如 何 将 任何 语言 LE NL 归 约 到 REACHABILITY。 这 个 构造 其 
实 已 经 隐 含 在 了 可 达 性 方法 中 : 假设 工 可 以 用 对 数 空间 受 限 的 图 灵机 N 来 判定 。 给 定 输 
人 xz， 我 们 用 对 数 空间 来 构造 关于 输入 z 的 图 灵机 N 的 格局 图 ， 记 作 GCN,z) ( 见 7.3 
节 )。 我 们 可 以 假设 GC(N,z) 只 有 一 个 接受 结 点 (每 一 个 接受 格局 都 指向 它 )， 称 为 n。 该 
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格局 图 当然 还 有 一 个 初始 结 点 ， 称 为 1。 显然 ，xEL 当 且 仅 当 这 个 REACHABILITY 的 
实例 有 一 个 “yes” 的 回答 。 口 

下 面 我 们 将 看 到 男 一 个 有 趣 的 NL 完全 问题 

定理 16.3 2SAT 是 NL 完全 的 。 

证 明 : 我 们 知道 ( 见 定理 9.1 的 推论 ) 2SAT 在 NL 中 。 要 证 明 完 全 性 ， 我们 将 从 
UNREACHABILITY (REACHABILITY 问题 的 补 问 题 。 由 于 NL 二 coNL， 所 以 也 是 NL 
完全 问题 〉 归 约 到 2SAT。 首 先 ， 我 们 必须 从 一 个 无 图 图 G 开始 。 容 易 发 现 ， 即 使 对 于 这 
样 的 图 ，REACHABILITY 问题 仍然 是 NL 完全 的 (例如 ， 参 见 接 下 来 的 定理 16.5 的 证 
明 )。 我 们 通过 如 下 方法 将 针对 这 类 图 的 不 可 达 性 问题 归 约 到 2SAT 问题 : 图 中 的 每 一 个 
结 点 变 成 一 个 新 的 布尔 变量 ， 图 中 的 每 一 条 边 (x,y) 用 子 句 (mxV y) 来 代替 。 对 于 开 
始 结 点 s 和 目标 结 点 上 ， 我 们 分 别 用 子 句 (s》 和 一 t 来 代 苦 。 显 然 ， 所 生成 的 2SAT 的 实例 
是 可 满足 的 ， 当 和 且 仅 当 在 所 给 定 的 图 上 没有 从 ; 到 上 的 路 径 。 加 

工 是 否 有 完全 问题 呢 ? 答案 是 肯定 的 ， 但 是 完全 没有 意义 。 只 有 当 某 个 语言 类 在 计算 
上 难于 归 约 时 ， 这 样 的 归 约 才 是 有 意义 的 ， 所 以 在 LL 中， 看 上 去 我 们 已 经 达到 了 使 用 对 数 
空间 归 约 的 极限 ; 工 中 的 所 有 语言 都 是 工 完全 的 。 为 了 进一步 对 世 中 的 语言 进行 分 类 ， 我 
们 需要 对 归 约 的 定义 有 所 弱化 (参见 问题 16. 4. 4) 。 

所 以 ，2SAT 是 在 这 个 复杂 性 类 中 完全 的 可 满足 性 问题 (NP 中 完全 的 可 满足 性 问题 
是 3SAT, P 中 的 是 HORN SAT， 对 于 其 他 的 复杂 性 类 ， 更 多 的 可 满足 性 问题 将 不 断 地 增 
加 进来 ) 。 并 不 意外 ，2SAT 同时 对 NL 给 出 了 一 个 精确 的 逻辑 刻画 ， 就 像 针 对 NP 的 Fagin 
定理 一 样 〈 见 8. 3 节 ) 。 类 似 于 Horn 二 阶 存在 逻辑 的 定义 〈 见 5.7 节 )， 如 果 二 阶 存在 逻 
辑 中 的 某 个 句子 中 的 所 有 一 阶 量 词 都 是 全 称 的 ， 该 句子 是 若干 子 句 的 合 取 形 式 ， 而 且 每 个 
子 句 包含 至 多 两 个 涉及 二 阶 关系 符 的 原子 表达 式 ， 则 我 们 称 该 句子 为 Krom 名 (“Krom 子 
句 ” 是 另 一 个 术语 ， 用 在 逻辑 中 特 指 带 有 两 个 文字 的 子 句 ) 。 类 似 于 定理 8. 3 和 定理 8. 4， 
我 们 有 : 

定理 16.4 ”NL 就 是 那些 可 以 用 带 有 后 继 的 Krom 二 阶 存在 逻辑 表达 的 有 关 图 论 的 性 
质 所 构成 的 类 。 口 

证 明 : 问题 16. 4. 11 。 


16.2 交错 


现在 是 最 佳 时 刻 来 介绍 非 确 定性 的 一 个 重要 推广 ， 交错 。 首 先 ， 让 我 们 给 出 男 一 个 基 
于 格局 的 关于 非 确 定性 的 定义 : 一 个 格局 “导致 接受 ” 当 且 仅 当 它 是 一 个 最 终 接受 格局 ， 
或 者 (递归 地 ) 至 少 它 的 某 个 后 继 导 致 接受 。 也 就 是 说 ， 每 一 个 格局 在 某 种 程度 上 是 它 的 
后 继 格 局 的 一 个 隐 含 的 OR。 相 对 应 地 ， 一 个 判定 该 语言 的 补 集 的 机 器 所 包含 的 格局 就 是 
隐 含 的 AND。 

现在 假设 非 确 定性 机 器 同时 允许 这 两 种 模式 。 也 就 是 说 ， 某 些 格局 是 AND 格局 一 一 
如 果 它 的 所 有 后 继 都 接受 ， 则 它 接 受 ， 而 另 一 些 则 是 OR 格局 如 果 它 的 至 少 某 个 后 继 
接受 ， 则 它 接 受 。 每 一 个 格局 的 模式 (AND 或 OR) 由 该 格局 的 状态 所 决定 。 该 机 器 接受 
某 个 输入 当 且 仅 当 伴 有 该 输入 的 初始 格局 为 接受 格局 。 形 式 化 的 定义 如 下 : 

定义 16. 1 一 个 交错 图 灵机 是 一 个 非 确 定性 图 灵机 N= (K,3,A,s)， 其 中 状态 集合 K 
被 划分 成 两 个 集合 ， 开 三 多 ANp U Kor。 令 工 为 输入 ， 并 考察 N 关于 输入 z 所 得 到 的 计算 
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树 。 这 棵 树 上 的 每 个 结 点 是 这 个 机 器 的 一 个 格局 ， 并 且 包 含 了 计算 的 步 数 。 现 在 ， 我 们 从 
这 个 树 的 叶子 开始 ， 逐 渐 向 上 ， 按 如 下 方式 递归 地 定义 这 些 格 局 的 某 个 子 集 为 最 终 接 受 格 
局 : 首先 ， 所 有 状态 为 “yes” 的 叶子 格局 为 最 终 接 受 格局 。 一 个 状态 在 KANp 中 的 格局 C 
是 最 终 接 受 格局 当 且 仅 当 它 的 所 有 后 继 格局 〈 即 C 通过 一 步 可 以 产生 的 那些 格局 C') 是 
最 终 接受 格局 。 一 个 状态 在 Kor 中 的 格局 C 是 最 终 接受 格局 当 且 仅 当 至 少 它 的 某 个 后 继 格 
局 是 最 终 接受 格局 。 最 后 ， 我 们 说 N 接受 +， 如 果 初 始 格 局 是 最 终 接受 格局 。 我 们 说 一 个 
交错 图 灵机 N 判定 一 个 语言 L， 如 果 N 接受 所 有 的 字符 串 z EL， 并 且 拒 绝 所 有 的 字符 串 
rEL, 

我 们 令 AIIME (f(n)) (交错 时 间 f(n)〉 代表 所 有 由 交错 图 灵机 用 至 多 f(|z|) 步 可 判 
定 的 语言 所 构成 的 类 ; ASPACE(f(n)) (交错 空间 ) 代表 所 有 由 交错 图 灵机 用 至 多 了 (|x|) 
空间 可 判定 的 语言 所 构成 的 类 。 最 后 ， 定 义 AP 二 ATIME (水 ) ， 以 及 AL 一 ASPACE(log n)。 口 

读者 或 许 被 这 些 重要 的 复杂 性 类 的 引入 而 感到 有 所 困扰 。 幸 运 的 是 ， 接 下 来 我 们 将 给 
出 一 个 关于 交错 空间 计算 能 力 的 完整 刻画 : 交错 空间 复杂 性 类 等 价 于 比 它 高 一 个 指数 级 别 
的 确定 性 时 间 复杂 性 类 〈 在 接 下 来 的 两 章 之 后 ， 我 们 将 给 出 关于 交错 时 间 的 非常 类 似 的 刻 
画 一 一 交错 时 间 复 杂 性 类 大 致 等 价 于 确定 性 空间 复杂 性 类 ) 。 一 种 证 明 这 个 重要 结果 的 方 
法 就 是 利用 完全 问题 ， 尤 其 是 MONOTONE CIRCUIT VALUE 问题 ( 见 8. 2 节 ) 。 

定理 16.5 MONOTONE CIRCUIT VALUE 问题 是 AL 完全 的 。 

证 明 : 我 们 首先 证 明 这 个 问题 在 AL 中 。 这 个 交错 图 灵机 的 输入 是 一 个 电路 一 一 即 输 
人 是 一 系列 的 边 以 及 每 个 结 点 的 种 类 。 这 个 机 器 检查 这 个 电路 的 输出 门 。 如 果 它 是 一 个 
AND 门 ， 那么 机 器 进入 一 个 AND 状态 ; 如 果 这 个 输出 门 是 OR 门 ， 那么 这 个 机 器 进 人 
OR 状态 。 不 管 是 哪 种 情形 ， 机 器 找到 这 个 输出 门 的 那 两 个 前 趋 〈 它 通过 检查 所 有 的 边 来 
实现 ) ， 并 非 确 定 地 进行 选择 。 根 据 所 选择 的 门 的 种 类 ， 这 个 机 器 进入 AND 或 OR 状态 ， 
并 继续 寻找 这 个 门 的 前 趋 。 如 此 往复 。 如 果 所 找到 的 门 是 输入 门 ， 并 且 它 是 真 的 ， 那么 这 
个 机 器 进入 接受 状态 ; 否则 ， 这 个 机 器 进入 拒绝 状态 。 注 意 在 我 们 对 交错 图 灵机 的 设计 
中 ， 就 像 我 们 对 非 确定 性 图 灵机 的 设计 一 样 ， 只 有 一 部 分 是 真 的 非 确定 性 选择 。 对 于 剩 下 
的 那些 非 确定 性 选择 ， 我 们 可 以 认为 这 些 选 择 是 对 等 的 。 所 对 应 的 状态 可 能 是 AND 状态 
(由 于 这 两 个 布尔 运算 都 是 寡 等 的 ， 所 以 对 OR 状态 也 同样 成 立 ) 。 

我 们 称 该 机 器 中 用 来 检查 新 门 的 那些 格局 为 门 格 局 。 通 过 对 门 的 高 度 进行 简单 归纳 ， 
并 利用 交错 机 器 关于 最 终 接 受 的 递归 定义 ， 可 以 证 明 一 个 门 格局 是 一 个 最 终 接受 格局 当 且 
仅 当 所 对 应 的 门 的 值 为 真 。 所 以 初始 格局 为 最 终 接受 格局 当 且 仅 当 输出 门 的 乔 为 真 ， 从 而 
这 个 机 器 正确 地 计算 了 所 给 的 电路 。 最 后 ， 显 然 整个 计算 只 需要 对 数 的 空间 : 这 个 机 器 只 
需要 记录 正在 考察 的 门 的 标记 即 可 。 

现在 ， 我 们 必须 证 明 任 何 语言 LEAL 可 以 归 约 到 MONOTONE CIRCUIT VALUE 
问题 。 考 虑 这 样 的 语言 工 ， 它 所 对 应 的 交错 图 灵机 N= 二 (Kanp ,Kor ,5,A,s)， 以 及 某 个 输 
人 z+。 我 们 将 构造 一 个 单调 电路 C 使 得 C 的 输出 为 真 当 且 仅 当 N 接受 x+。 通常 ,假设 N 
的 每 个 选择 恰好 包含 两 个 分 支 。 

这 个 构造 同样 是 直接 的 (这 正体 现 了 单调 电路 和 交错 图 灵机 的 紧密 关系 )。 这 个 电路 
中 所 有 的 门 都 是 形 如 (C,i) 的 二 元 组 ， 其 中 C 是 NN 在 输入 x 上 的 一 个 格局 ,i 代表 了 
“ 步 数 ” 一 一 一 个 从 0 一 |zrl* 之 间 的 整数 。 引 入 “ 步 数 ”的 目的 是 使 得 电路 不 含有 圈 ( 格 
局 图 通常 会 有 圈 ， 而 电路 则 没有 圈 ) 。 从 门 〈Ci,z) 到 门 (Cz ,7) 之 间 有 条 弧 当 且 仅 当 C; 
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由 Ci 通过 一 步 产 生 , 而 且 j 二 i 十 1。 门 (C,i) 的 种 类 取决 于 格局 C 的 状态 : 若 该 状态 在 
Kor 中 ， 则 该 门 是 OR 门 ; 若 该 状态 在 Kanp 中 ， 则 该 门 是 AND 门 ; 若是 “yes” 状 态 ， 
则 该 门 为 真 ; 若是 “no” 状 态 ， 则 该 门 为 假 。 输 出 门 就 对 应 于 关于 输入 zz 的 初始 格局 。 显 
然 ， 利用 前 面 证 明 中 也 使 用 的 同样 的 对 应 关系 ， 可 以 证 明 这 个 电路 的 输出 值 为 真 当 且 仅 当 


TEL, 口 
推论 1 AL==P， 
证 明 : 这 两 个 复杂 性 类 在 归 约 下 都 是 封闭 的 ， 而 且 它 们 拥有 同样 的 完全 问题 ( 见 性 
质 8. 4)。 口 


事实 上 ,利用 同样 的 方法 我 们 可 以 证 明 多 项 式 交 错 空间 复杂 性 类 恰好 就 是 EXP (定理 
20. 2 的 推论 3)， 以 及 更 高 的 复杂 性 类 的 对 应 关系 : 
推论 2 ASPACE(f(n))=TIME(kf" ) 。 


16.3 无 向 图 的 可 达 性 


有 向 图 的 REACHABILITY 问题 是 NL 完全 的 ， 所 以 它 不 被 指望 能 够 在 (确定 性 的 ) 
对 数 空间 内 完成 。 但 对 于 无 向 图 呢 ? 既 然 无 向 图 是 有 向 图 的 特例 ， 这 个 问题 可 能 更 容易 
些 。 而 它 也 确实 如 此 : 尽管 我 们 不 知道 UNDIRECTED REACHABILITY 是 否 在 L 中 ， 
但 我 们 将 证 明 它 能 够 在 随机 的 对 数 空间 内 解决 。 

考虑 语言 LL， 和 一 个 用 如 下 方式 判定 工 的 非 确定 性 对 数 空间 图 灵机 : 首先 ， 对 于 所 有 
的 输入 ， 该 计算 将 在 多 项 式 步 数 后 停机 ， 而 且 从 每 个 格局 将 引出 两 个 非 确定 性 的 选择 一 一 
机 器 本 身 是 明确 的 。 更 重要 的 是 ， 若 zE 工 ， 则 至 少 一 半 的 计算 将 以 “yes” 结 束 ; 着 
工 ， 则 所 有 的 计算 都 将 以 “no” 结 束 。 换 句 话 说， 这 个 机 器 是 一 个 使 用 了 对 数 空间 的 RP 
机 器 。RL 是 由 这 样 的 机 器 所 能 够 判定 的 所 有 语言 的 类 。 

定理 16.6 UNDIRECTED REACHABILITY 在 RL 中 。 

证 明 : 令 G==(V,E) 为 一 个 无 向 图 ， 并 令 1，zEV。 这 个 用 来 判断 是 否 有 一 条 从 1 一 7 
的 无 向 路 径 的 随机 算法 非常 简单 : 它 就 是 一 个 随机 游 走 。 也 就 是 说 ,我 们 从 结 点 1 开始 ， 
从 所 有 从 结 点 1 出 发 的 边 中 随机 地 选择 一 条 边 [1,i]， 然 后 沿 着 这 条 边 移 动 到 结 点 i， 并 
这 样 继续 下 去 S 。 由 于 技术 上 的 原因 hh 我 们 假设 每 一 步 我 们 有 机 会 
人 也 就 是 说 ,我 们 假设 每 一 个 结 点 i 上 有 一 个 自 环 [Li 让。 

ee ta ee wm 二 1。 如果 立 一 区 而 且 [i,jj€EE， 


那么 prob[L vi+1 二 站 = ， 其 中 d; 表示 i 的 度数 ， 即 所 有 和 i 关联 和 的 边 (包括 自 环 ) 的 个 


数 。 最 后 ， le tine eer 显然 ， 在 随机 游 走 
的 最 初 ， 这 些 概率 极 大 地 依赖 于 这 些 结 点 离 结 点 1 的 距离 。 然 而 ， 随 着 整个 过 程 的 进行 ， 
这 些 概率 将 收敛 到 一 个 非常 简单 的 形式 ; 


引 理 16. 1 车 G= 二 (V,E) 是 一 个 连通 图 ， 则 对 于 任意 结 点 i， lim, .piLi a 
这 是 一 个 出 众 的 结论 : 这 说 明 随 机 游 走 在 某 个 特定 时 间 访 问 某 个 结 点 的 概率 和 这 个 





日 在 11.1 节 ,我 们 证 明了 在 一 条 路 径 上 的 随机 游 走 可 以 解决 2SAT 问题 ( 见 定 理 11. 1) 。 我 们 将 看 到 ， 在 一 个 
正则 图 上 ， 随 机 游 走 的 收敛 将 要 花费 更 长 但 也 不 算 太 长 的 时 间 。 
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点 的 度数 呈正 比 〈 至 少 ， 从 渐 近 的 角度 ， 当 随机 游 走 已 经 走 了 很 多 步 之 后 ， 这 句 话 是 成 立 
的 ) 。 换 个 说 法 ， 在 每 一 步 ， 在 每 个 方向 ， 每 条 边 都 以 相同 的 概率 被 遍历 。 

引 理 的 证 明 ， 时 刻 +，p.[ 门 将 会 偏离 所 声称 的 渐 近 值 和 1。 令 S:[ 门 二 [站 一 2 
表示 结 点 i 的 偏 移 量 ， 并 令 A 二 避 ; ev 18 [站 | 表示 时 刻 :的 总 的 绝对 偏 移 量 。 

我 们 怎样 从 pr[ 习 计算 出 pr1[ 疏 呢 ? 既然 随机 游 走 是 以 相同 概率 访问 当前 结 点 的 所 
有 邻居 结 点 ， 我 们 可 以 认为 如 ;是 按照 如 下 方式 从 p, 获得 的 :每 个 结 点 i 将 它 的 p,[ 让 
均 分 成 d; 个 部 分 ,其 中 4 是 结 点 i 的 度数 ， 然 后 将 每 一 部 分 分 别传 给 它 的 邻居 (由 于 自 
环 ， 所 以 也 包括 它 自己 )。 每 个 结 点 i 将 它 从 邻居 收 到 的 部 分 相 加 ， 其 结果 就 是 pn [可 。 


但 是 ， 由 于 p.[ 门 = 入 T 十 .[ 门 ， 这 个 分 割 和 传递 可 以 看 做 是 保留 了 5 伟 那 部分， 而 仅仅 


是 分 割 和 传递 6.[i] 部 分 一 一 分 割 和 传递 了 部 分 将 导致 下 所 | 在 任意 两 个 邻居 之 间 被 交 


换 ， 从 而 互相 抵消 。 
既然 .Li] 在 相 邻 的 结 点 间 互 相交 换 ， 这 些 绝 对 值 的 总 和 将 不 会 增加 。 但 是 ， 如 果 两 
个 带 有 相反 符号 的 8 在 某 个 结 点 相遇 ， 则 总 和 会 减少 。 我 们 将 证 明 这 确实 会 发 生 ， 


显然 ， 既 然 在 时 刻 :， 总 的 绝对 偏 移 量 是 &,， 则 有 一 个 结 点 六 满足 &[]>3， 


Ss 在 六 和 二 之 间 一 定 存在 一 条 长 度 为 偶数 的 路 径 


[让 二 io yi yimo"* yizm 二 i 了”] (证 明 ， 如 果 计 和 守之 间 的 最 短路 径 为 奇数 ， 则 在 这 条 路 
径 上 加 一 个 自 环 。 在 该 证 明 中 ， 自 环 的 作用 仅 限 于 此 )。 来 自 语 的 正 的 偏 移 量 将 经 过 x 步 
来 到 这 条 路 径 的 中 点 ， 并 且 每 走 一 步 ， 要 被 当前 结 点 的 度数 细 分 ;对 于 负 的 偏 移 量 同样 如 


此 。 因此， We 对 于 来 自 反 方向 的 负 偏 移 量 同样 如 


还 有 一 个 结 点 一 满足 2[i 过 一 





此 。 所 以 ， 在 经 过 mn 步 后 > 可 ol oe 从 而 





在 步 之 后 ， 总 的 绝对 偏 移 量 将 从 4, 减少 到 最 多 A,。 (1 一 请 )。 因此， 当 A 一 0 时 ， 


[站 将 收 伍 到 zf 。 口 

然而 ， 这 个 引 理 是 一 个 渐 近 的 结果 ， 事 实 上 可 能 要 花 指数 的 时 间 才 能 收敛， 而 我 们 只 
有 多 项 式 的 时 间 。 但 是 ， 有 一 种 方法 可 以 直接 使 用 这 个 结论 ， 换 一 种 叙述 方式 ， 这 个 引 理 
其 实 是 说 ， 渐 进 地 ， 这 个 游 走 平均 每 2 有 步 将 返回 ji。 或 者 ， 等 价 地 ， 若 也 一 ?， 则 时 刻 :t 


二 


之 后 游 走 第 一 次 返回 i 所 花费 的 期 望 时 间 是 一 一 。 现 在 这 个 结果 仍然 是 渐 近 上 成 立 的 。 但 


必 ， 如 及 所 后 坟 二 抽 省 宪 新 量 到 内 虹 休 届 公 放下 六 二 ， 汪 所 丰 地 下 丽人 
在 游 走 的 最 初 阶段 仍然 成 立 。 从 而 ， 从 一 开始 ， 游 走 连续 两 次 访问 结 点 i 的 期 望 间 隔 时 间 
21E| 
是 


现在 假设 我 们 针对 UNDIRECTED REACHABILITY 的 随机 算法 的 输入 图 G 有 一 条 
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从 1~n 的 路 径 [i 二 1,H,… ,i 二 n] (如 果 这 样 的 路 径 不 存在 ， 则 随机 游 走 永远 不 会 返回 
一 个 误 报 )。 既 然 我 们 从 1 开始 ， 我 们 知道 每 2 疡 步 我 们 将 回 到 1。 所 以 ， 经 过 期 望 值 为 


分 次 的 这 样 的 返回 ( 即 总 的 |E| 步 之 后 ， 游 走 将 走向 正确 的 方向 ) 到 计 1。 现 在 我 们 在 鹿 。 


d, 
同样 ， 我 们 将 平均 每 忆 步 返回 一 次 ， 然 后 经 过 期 望 值 为 雪 次 这 样 的 返回 ， 或 者 |E| 步 ， 


我 们 将 到 达 i 。 以 此 类 推 ， 经 过 少 于 |EEln 的 期 望 步 数 ,我 们 将 到 达 n。 也 就 是 说 ， 随 机 游 
走 从 1 首次 到 达 n 的 期 望 步 数 至 多 是 |Eln.。 

完整 的 随机 算法 就 是 : 

从 结 点 1 开始 运行 随机 游 走 2n|EE| 步 。 

如 果 结 点 nn 曾经 被 访问 过 ， 则 回答 “有 一 条 从 1~n 的 路 径 ”。 

否则 ， 则 回答 “可 能 没有 从 1~n 的 路 径 ”。 


显然 ， 这 个 算法 不 会 有 误 报 ， 而 且 漏 报 发 生 的 概率 至 多 是 过 (因为 算法 运行 的 步 数 是 


期 望 到 达 步 数 的 两 倍 ， 见 引 理 11. 2) 。 最 后 ， 容 易 看 出 这 个 算法 的 每 一 步 计算 都 可 以 在 对 
数 空 间 内 实现 。 口 


16.4 注解 、 参 考 文献 和 问题 
16. 4.2 定理 16. 1 是 在 


16. 4. 1 类 综 览 : 
o A. Borodin. “On relating time and space to size and depth”, SIAM J. Comp. 6, pp.733- 
744，1977. 

中 被 证 明 的 。 

16. 4.3 多重 对 数 空间 和 SC ”对 数 空间 或 许 看 上 去 约束 太 强 了 ， 因 为 正如 我 们 所 知道 的 ， 它 并 不 包 
含 “ 简 单 的 ”问题 ， 比 方 说 REACHABILITY。 一 个 有 兴趣 的 放松 约束 叫 多 重 对 数 空 间 。 定 义 polyL 为 
SPACE(log* n) 〈 表 示 在 所 有 A>0 上 的 并 )。 显 然 ， NLGpolyL， 但 并 不 清楚 polyL 和 PP 的 关系 。 

(a) 证 明 polyL 了 关 P。(polyL 有 完全 问题 吗 ?) 

因为 不 期 望 polyL 在 了 中 ， 所 以 它 不 能 成 为 令 人 信服 的 关于 可 行 计 算 的 定义 。 我 们 该 怎么 补救 呢 ? 
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一 种 思路 是 考虑 polyL 门 P。 然 而 ,一 种 更 好 更 优雅 的 关于 可 行 计算 的 定义 是 类 SCS 。SC 定义 为 如 下 语 
言 的 类 : 每 一 个 语言 可 以 由 确定 性 图 灵机 同时 在 多 项 式 时 间 和 多 重 对 数 空间 内 判定 。 

(b) SC 和 polyLmP 有 关系 吗 ? 为 了 理解 这 两 个 类 的 差别 , 证 明 NLSpolyL 门 P， 并 将 它 与 下 面 的 
(Cd) 部 分 做 比较 。 

我 们 知道 什么 是 一 个 电路 的 深度 。 它 可 以 由 如 下 定义 : 令 So 表示 所 有 输入 门 的 集合 。 对 于 j 二 0， 
令 Si 表示 那些 不 在 SiGi<7) 中 ， 而 所 有 前 趋 在 某 个 Si(i<j) 中 的 门 的 集合 。 现 在 ， 这 个 电路 的 深度 就 
是 所 有 非 空 集合 S; 中 最 大 的 下 标 ; 。 电 路 的 宽度 是 maxi>o1Sj|。 注意 ,在 所 有 Jj>0 上 取 最 大 有 可 能 会 
使 宽度 小 于 输入 门 的 数目 。 

(c) 证 明 SC 与 由 多 项 式 大 小 和 多 重 对 数 宽度 的 一 致 性 电路 簇 所 能 判定 的 语言 构成 的 集合 一 致 (注意 
这 里 古怪 的 反 记忆 法 : NC 表示 的 是 “ 浅 电 路 ”这 两 个 英文 单词 的 首 字母 是 S 和 C)， 而 SC 表示 的 是 
“ 窜 电 路 ”( 这 两 个 英文 单词 的 首 字母 是 N 和 C))。 

(d) 是 否 NLSSC 目前 还 不 知道 。 为 什么 这 不 可 以 利用 Savitch 定理 得 到 呢 ? (在 Savitch 定理 的 证 明 
中 ,“ 中 间 优 先 查找 ”算法 要 花费 多 少时 间 ?) 

但 是 ， 现 在 我 们 知道 RLSSC。 这 个 重要 的 结果 来 自 

oN. Nisan. “RLESC”, Proc, 24th ACM Symp, onithe Theory of Computing, pp. 619-623, 1992. 

16.4.4 为 了 使 L 完 全 问题 成 为 可 能 ， 我们 需要 一 个 更 弱 的 归 约 ， 即 它 所 要 的 计算 比 确定 性 对 数 空 
间 更 受 限制 。 一 个 例子 是 能 用 NCi 电路 完成 的 那些 归 约 。 

问题 : 证 明 在 NCi 的 归 约 下 ， 有 向 树 的 可 达 性 问题 是 工 完 全 的 (关于 这 个 以 及 其 他 的 工 完 全 问题 ， 
参见 

oN. D. Jones, E. Lien, and W. TT. Laaser, “New problems complete for deterministic log space”， 

Math. Systems Theory 10, pp. 1-17，1976， 
oS. A. Cook and P. McKenzie. “Problems complete for logarithmic space”, J. Algorithms, 8, pp. 385- 
394，1987， 

在 文献 中 ， 用 在 该 层 中 的 归 约 要 比 NCI 更 弱 ) 。 

16. 4.5 交错 图 灵机 是 在 

oA. K. Chandra, D. C. Kozen, and L. J. Stockmeyer. “ Alternation”, J. ACM, 28, pp. 114- 

133, 1981. 
中 提出 并 研究 的 。 该 文章 也 指出 了 交错 空间 和 指数 时 间 的 紧密 关系 ( 见 定理 16. 5 的 推论 1)， 以 及 交错 
时 间 和 确定 空间 的 关系 〈 见 第 20 章 )。 交 错 可 以 被 看 做 是 并 行 的 一 个 模型 。 事 实 上 ， 它 可 以 经 过 适当 修 
改 从 而 模仿 一 致 性 电路 〈( 即 PRAMS) ; 假设 我 们 同时 约束 交错 图 灵机 的 时 间 和 空间 (就 像 我 们 在 问题 
16. 4. 3 中 通过 同时 约束 确定 性 图 灵机 的 时 间 和 空间 来 定义 SC 那样 )。 具 体 地 ,我 们 所 感 兴趣 的 是 用 对 数 
空间 和 log' ”时 间 的 交错 图 灵机 。 ， 

问题 : 证 明 这 个 定义 所 对 应 的 复杂 性 类 就 是 NC; 〈 这 个 结果 ， 以 及 一 个 类 似 的 基于 总 的 格局 空间 和 
交错 计算 数目 的 关于 AC; 的 漂亮 的 刻画 ， 都 来 自 

oo W. L. Ruzzo. “On uniform circuit complexity”, J.CSS, 22, pp. 365-383，1981) . 

16.4.6 问题 : 一 个 锤子 是 个 有 2n 结 点 的 图 ， 其 中 个 结 点 形成 一 个 团 ， 剩 下 n 个 结 点 形成 一 条 路 
径 ; 这 个 团 的 某 个 结 点 和 这 条 路 径 的 某 个 端点 之 间 有 一 条 边 相连 。 

证 明 若 随机 游 走 算法 应 用 在 该 锤 上 ， 则 需要 期 望 (3 ) 步 才 能 走 遍 这 个 图 的 所 有 结 点 。 从 而 ， 在 定 
理 16. 6 的 证 明 中 的 那个 界 是 渐 近 最 优 的 。 

16.4.7 问题 : 考虑 一 个 结 点 为 {1,2,…,n}， 边 为 {Givi 十 1),(i,1) ;i 二 1,…,n 一 1} 的 有 向 图 。 从 





昌 SC 代表 的 是 “Steve's class” (这 两 个 英文 单词 的 首 字 母 为 S 和 C)。Nick Pippenger 提出 这 个 术语 用 来 向 
Stephen Cook (第 一 个 定义 并 研究 了 这 方面 的 复杂 性 的 人 ) 致敬 。Cook 也 曾经 将 NC， 见 15. 3 节 ， 这 个 由 
Pippenger 提出 的 关于 可 行 并 行 计算 的 有 影响 的 概念 ， 为 “Nick's class”( 这 两 个 英文 单词 的 首 字母 为 N 和 C)。 
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结 点 工 开始 ， 随 机 游 走 算法 要 花 多 长 时 间 才 能 够 到 达 结 点 n? 

16. 4.8 通用 遍历 序列 令 G 二 (V,E) 为 一 个 无 向 图 ,，V 一 (11,2,…,n)。 假 设 对 于 每 个 结 点 i， 我 们 
将 所 有 与 i 关联 的 边 排 成 一 个 序列 EE; 二 (Li, 广 ]，…,Li,js ])， 其 中 二 n。 从 而 我 们 可 以 认为 G 有 nn 个 从 
V 到 VV 的 映射 Gi,…,G,， 其 中 ， 对 于 kk;，Gi(k) 二 jx ( 即 与 i 关联 的 第 k 条 边 的 另 一 个 结 点 ); 车 有 二 
i，Gi(k) 二 i( 换 名 话说， 我 们 假设 每 个 结 点 的 度数 为 n， 可 能 包含 了 多 条 自 环 )。 

令 口 二 ww umE10,1,…,n) "为 一 个 字符 串 ，G 是 如 上 所 述 的 一 个 图 ,i 是 G 中 的 某 个 结 点 。 我 
们 定义 U(G,i) 为 一 个 结 点 序列 (io ,说 ,…,im)， 其 中 : (a) io 二 i; 而 且 (b) 对 于 所 有 的 j<m， +1 王 
Gi (w+1)。 也 就 是 说 ,UC(G) 是 从 i 出 发 , 沿 着 U 中 当前 符号 所 指 的 那 条 边 前 进 的 这 种 走 法 中 的 所 有 访 
问 到 的 结 点 的 序列 。 我 们 说 U 遍历 了 G， 如 果 G 的 所 有 结 点 出 现在 U(G) 中 。 最 后 , U 是 一 个 nn 个 结 点 
的 通用 遍历 序列 ， 如 果 它 能 够 遍历 所 有 的 个 结 点 的 连通 图 。 

利用 一 个 非 构造 性 的 概率 方法 来 证 明 存 在 一 个 长 度 为 OC(mw) 的 nn 个 结 点 的 通用 遍历 序列 。 

16. 4.9 定理 16.6， 以 及 前 面 的 问题 ， 都 来 自 

oR. Aleliunas, R. M. Karp, R. J. Lipton, L. Lovdsz, and C. Rackoff. “Random walks, traversal 

sequences, and the complexity of maze problems”, Proc, 20th IEEE Symp. on the Foundations of 
Computer Science, pp. 218- 223, 1979. 
16. 4. 10 ”对 称 空间 由 于 无 向 图 方便 的 对 称 性 ， 所 以 无 向 图 的 可 达 性 问题 看 上 去 比 一 般 的 可 达 性 问 
题 简单 〈 比 较 定理 16. 6 和 定理 16. 2) 。 是 否 有 一 种 方法 来 约束 空间 受 限 的 非 确定 性 图 灵机 ， 使 它 正 好 反 
映 了 这 种 可 达 性 ? 
(a) 仔细 定义 一 个 非 确 定性 图 灵机 的 变种 ,使 得 格局 间 “ 通 过 一 步 产 生 ” 的 关系 是 对 称 的 (你 可 能 
需要 定义 一 种 能 够 在 同一 时 刻 扫描 多 个 字符 的 指针 )。 
(b) 证 明 UNDIRECTED REACHABILITY 正 是 由 (a) 中 所 定义 的 机 器 在 对 数 空间 内 所 能 够 判定 的 
语言 构成 的 类 中 的 完全 问题 (这 个 结果 来 自 
oH. R. Lewis and C. H. Papadimitriou. “Symmetric space- bounded computation”, Theor. Comp. 
Science, 19, pp. 161-187，1982) 。 

顺便 说 一 句 ， 根 据 定理 7,6， 我 们 还 不 知道 是 否 对 称 空间 在 补 运 算 下 是 封闭 的 。 这 个 困难 是 在 

o A. Borodin, S. A. Cook, P. W. Dymond, W. L. Ruzzo, and M. L. Tompa. “Two applications of 
inductive counting {or complementation problems”, SIAM J. Comp.., 18, pp. 559-578, 1989. 

中 指出 的 。 

然而 ,我 们 知道 对 称 对 数 空间 ( 记 作 SL)， 至少 在 下 面 三 方面 是 弱 于 NL 的 : 首先 ， 由 定理 16. 6， 
SLCRL。 事实 上 ,作为 刚才 所 提 文 章 中 的 一 个 结果 ，SLCceoRL。 因 此 ,SL 有 拉 斯 维 加 斯 对 数 空间 算法 
( 见 11. 3 节 中 的 ZPP 类 )。 这 个 结果 结合 了 在 定理 7.6 和 定理 16.6 的 证 明 中 所 用 到 的 技术 。 最 后 ,我 们 现 
在 知道 ，SLCSPACE(log7 n)。 然 而 ,对 于 NL， 我 们 所 知道 的 最 好 结果 是 Savitch 定理 : NLSESPACE (log 
m)。 前 面 那个 包含 关系 是 在 

oN. Nisan, E. Szemerédi, A. Wigderson. “Undirected connectivity in-O (log “*n) space”, Prorc. 
33rd IEEE Symp. on the Foundations of Computer Science, pp: 24-29, 1992. 

中 证 明 的 。 

16.4. 11 证 明定 理 16.4 (这 个 结果 来 自 

© E. Gridel. “The expressive power of second-order Horn logic”, Proc. 8th Symp. on Theor. Aspects 


of Comp. Sci., vol. 480 of Lecture Notes in Computer Science, pp. 466-477，1991) 。 
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如 果 复 杂 性 理论 的 目标 仅 局 限于 区 分 可 以 被 有 效 求 解 的 问题 和 难 解 的 
问题 ， 那 么 研究 NP 以 外 的 复杂 性 类 ， 或 它们 的 完全 问题 ， 可 能 没有 什么 
价值 。 然 而 ， 这 里 我 们 的 目标 将 会 更 大 一 点 : 我 们 希望 理解 这 个 过 程 。 在 
此 过 程 上 ， 基 于 归 约 和 完全 性 的 计算 概念 与 应 用 保持 一 致 。 我 们 感到 只 有 
当 我 们 证 明了 某 个 问题 在 某 个 自然 的 复杂 性 类 中 是 完全 的 时 候 ， 我 们 才能 
理解 这 个 问题 的 复杂 性 。 但 是 ， 当 然 一 个 复杂 性 类 是 否 自然 和 重要 又 在 极 
大 程度 上 依赖 于 它 的 完全 问题 有 多 自然 和 重要 。 通 常 ， 对 复杂 性 的 研究 被 
引导 向 通过 完全 问题 来 定义 一 个 新 的 、 有 趣 的 复杂 性 类 ， 并 且 该 复杂 性 类 
与 已 知 的 复杂 性 类 没有 很 明确 的 划分 。 

此 外 ， 关于 一 个 问题 的 复杂 性 研究 能 够 告诉 我 们 的 信息 通常 远 远 多 过 
其 难 易 程度 。 有 时 候 ， 一 个 复杂 性 的 结果 可 以 看 作 一 个 比喻 一 一 从 概念 
上 帮助 我 们 理解 潜在 的 应 用 有 多 难 。 归 根 结 底 ， 如 果 算 法 是 精确 结构 
的 直接 产物 ， 那 么 计算 复杂 性 一 定 是 数学 上 不 整洁 、 缺 少 结构 性 的 一 
个 表现 。 从 这 个 观点 出 发 ， 在 接 下 来 的 章节 我 们 将 看 到 两 人 博弈 比 求 
解 优 化 问题 还 要 复杂 ; 对 组 合 结构 的 计数 和 计算 积 和 式 将 介 于 两 者 之 
间 ; 不 确定 下 的 判定 和 交互 式 协 议和 博弈 一 样 强大 ; 而 简练 的 输入 表 
示 将 使 得 问题 变 得 更 加 难 。 
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尽管 我 们 将 研究 的 复杂 性 类 在 一 定 程度 上 是 NP 定义 的 副产品 ， 但 它们 也 有 自己 的 非 
凡人 生 。 


17. 1 优化 问题 


优化 问题 在 P 和 NP 的 理论 框架 内 还 没有 一 种 令 人 满意 的 分 类 ， 这 激发 了 我 们 将 研究 
延伸 至 NP 以 外 。 

让 我 们 用 旅行 商 问题 (TSP) 作为 我 们 研究 的 例子 。 在 问题 TSP 中 ， 给 定 一 个 关于 
一 组 城市 的 距离 矩阵 ， 我 们 希望 能 够 找到 城市 间 的 最 短 回 路 。 我 们 已 经 间接 地 在 P 和 NP 
的 框架 内 研究 了 TSP 的 复杂 性 : 我 们 定义 了 判定 版 本 TSP(D)， 并 证 明 它 是 NP 完全 的 
(定理 9.7 的 推论 ) 。 为 了 更 好 地 理解 旅行 商 问题 的 复杂 性 ， 我 们 现在 引入 另外 两 个 变种 。 

EXACT TSP: 给 定 一 个 距离 矩阵 和 一 个 整数 B， 是 否 最 短 回 路 等 于 B? 

TSP COST: 给 定 一 个 距离 矩阵 ， 计 算 最 短 回路 的 长 度 。 

这 4 个 变种 可 以 按 “ 复 杂 性 的 递增 关系 ”排列 如 下 : 

TSP(CD) EXACT TSP; TSP COST; TSP 

在 这 个 序列 中 的 每 一 个 问题 都 可 以 归 约 到 下 一 个 。 对 于 最 后 面 的 三 个 问题 ， 这 是 显然 的 ; 
对 于 前 两 个 问题 ， 注 意 在 定理 9. 7 的 推论 中 证 明 TSP(D) 是 NP 完全 的 所 使 用 的 归 约 可 以 
用 来 将 HAMILTON PATH 归 约 到 EXACT TSP (图 中 有 一 条 哈密 顿 路 当 且 仅 当 最 优 回 
路 的 长 度 恰好 是 n 十 1)。 既 然 HAMILTON PATH 是 NP 完全 的 ,而且 TSP(D) 在 NP 
中 ， 所 以 我 们 一 定 可 以 下 结论 说 有 一 个 从 TSP(D)〉 到 EXACT TSP 的 归 约 。 

事实 上 ， 我们 知道 这 4 个 问题 是 多 项 式 等 价 的 (因为 第 一 个 和 第 四 个 是 多 项 式 等 价 
的 ， 见 例子 10. 4) 。 换 句 话 说 ， 存 在 某 一 个 问题 的 多 项 式 算法 当 且 仅 当 存在 一 个 多 项 式 算 
法 能 够 解决 所 有 的 4 个 问题 。 诚 然 ， 从 研究 复杂 性 理论 的 实际 动机 来 看 〈 即 识别 出 那些 可 
能 需要 指数 时 间 的 问题 ) ， 这 个 粗糙 的 刻画 已 经 足够 好 了 。 但 是 ， 归 约 和 完全 性 提供 了 更 
多 关于 问题 微妙 而 有 趣 的 分 类 。 从 这 个 意义 上 ， 在 这 4 个 关于 TSP 的 变种 中 ,我 们 只 知 
道 NP 完全 问题 TSP(D) 的 确切 复杂 性 。 在 本 节 ， 我 们 将 证 明 其 他 三 个 TSP 变种 是 某 些 
NP 非常 自然 扩展 的 完全 问题 。 

DP 类 

EXACT TSP 属于 NP 吗 ? 给 定 一 个 距离 矩阵 和 某 个 声称 为 最 优 的 代价 B， 我们 怎样 
能 够 快速 地 验证 最 优 代价 确实 是 B? 读者 可 以 试 着 考虑 一 下 这 个 问题 ， 这 个 问题 并 不 简 
单 。 如 果 我 们 能 够 验证 最 优 代价 不 是 B， 那 么 也 将 同样 令 人 钦佩 。 换 句 话 说 ，EXACT 
TSP 看 上 去 甚至 不 在 coNP 中 。 事 实 上 ， 本 节 中 的 结果 将 表明 如 果 EXACT TSP 在 NPU 
coNP 中 ， 那 么 这 将 带 来 真正 显著 的 后 果 一 一 复杂 性 世界 将 会 极 大 地 不 同 于 我 们 目前 所 认 
为 的 样子 。 

但 是 ，EXACT TSP 至 少 在 一 个 重要 方面 是 与 NP 和 coNP 紧密 相关 的 : 作为 语言 ， 
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它 是 NP 中 的 语言 (TSP 语言) 和 coNP 中 的 语言 (TSP COMPLEMENT 语言 一 一 询问 最 
优 代价 是 否 至 少 是 B) 的 交集 。 也 就 是 说 ，EXACT TSP 的 某 个 实例 判定 为 “yes” 当 和 且 仅 当 
它 在 TSP 中 为 “yes”， 而且 在 TSP COMPLEMENT 中 也 为 “yes”。 这 需要 下 面 的 定义 : 
定义 17. 1 一 个 语言 L 属于 DP 类 当 且 仅 当 有 两 个 语言 LI ENP 和 Ls € coNP 满足 
L=Li (\L;。 口 

我 们 要 就 一 个 很 普遍 的 误解 提醒 读者 : DP 并 不 是 NP 门 coNPS 。 这 两 个 类 之 间 有 着 天 
壤 之 别 。 一 是 DP 不 大 可 能 在 NPUcoNP 中 ， 更 别提 在 更 受 限 制 的 NP 站 coNP 中 了 。 而 且 ， 
NP 站 ceoNP 定义 中 的 交集 是 在 语言 类 域 中 ， 而 不 是 像 DP 那样 的 语言 。 

另 一 个 NP 站 ecoNP 和 DP 之 间 的 重要 差别 是 ， 后 者 是 一 个 完美 的 语法 类 ， 所 以 存在 完 
全 问题 。 作 为 例子 ， 考 察 下 面 的 问题 ， 

SAT-UNSAT: 给 定 两 个 布尔 表达 式 %5、# ， 两 者 都 是 子 句 中 有 3 个 文字 的 合 取 范 式 。 
以 下 是 否 为 真 : 上 是 可 满足 的 且 儿 不 是 可 满足 的 ? 

定理 17. 1 SAT-UNSAT 是 DP 完全 的 

证 明 : 为 了 证 明 它 在 DP 中 ， 我 们 不 得 不 给 出 两 个 语言 LIENP 和 ZLzEcoNP 满足 
SAT-UNSAT 的 所 有 “yes” 的 实例 构成 的 集合 就 是 Li 门 L; 。 这 很 容易 : Li 二 {(8,$):4$ 
是 可 满足 的 }， 以 及 Ls 二 {1(8,$ ):$ 是 不 可 满足 的 }。 

为 了 证 明 完 全 性 , 令 工 为 DP 中 的 任意 语言 。 我 们 必须 证 明 工 可 以 归 约 到 SAT- 
UNSAT。 对 于 工 ， 我 们 知道 有 两 个 语言 L1 € NP 和 Lz € coNP 满足 = 二 Li 门 L;。 既 然 
SAT 是 NP 完全 的 ， 那么 我 们 知道 存在 一 个 从 Li 到 SAT 的 归 约 Ri ， 以 及 一 个 从 工 ; 的 补 
到 SAT 的 归 约 R,。 对 于 任意 输入 zx， 从 工 到 SAT-UNSAT 的 归 约 就 是 : 

RCz) = (Ri(zx),R2 (x)) 
我 们 知道 R(x) 是 SAT-UNSAT 的 一 个 判定 为 “yes” 的 实例 当 且 仅 当 Ri1(x) 是 可 满足 
的 且 Rs (xz) 是 不 可 满足 的 ， 即 当 且 仅 当 zELi 且 zELz， 或 者 等 价 地 ，zE 工 。 口 

通常 ， 从 我 们 基本 的 “面向 可 满足 性 ”的 完全 问题 出 发 ， 我们 能 够 证 明 更 多 的 DP 完 
全 问题 。 

定理 17.2 EXACT TSP 是 DP 完全 的 。 

证 明 : 我 们 已 经 证 明了 它 在 DP 中 。 为 了 证 明 完 全 性 ， 我 们 将 从 SAT- UNSAT 归 约 
到 它 。 所 以 , 令 (8,8) 为 SAT-UNSAT 的 一 个 实例 。 我 们 将 利用 从 3SAT 到 HAMIL- 
TON PATH 的 归 约 〈 见 定理 9.7 的 证 明 )， 从 (8,8) 生成 两 个 图 (G,G')， 使 得 每 一 个 
图 有 一 条 哈密 顿 路 径 当 且 仅 当 所 对 应 的 表达 式 是 可 满足 的 。 但 是 我 们 的 构造 将 是 全 新 的 : 
无 论 表达 式 是 否 是 可 满足 的 ， 图 G 和 G 都 会 包含 一 条 断裂 的 哈密 顿 路 径 一 一 也 就 是 两 条 
点 不 相交 ， 且 并 起 来 覆盖 所 有 结 点 的 路 径 。 

为 了 达到 这 个 目的 , 我们 稍微 修改 每 一 个 表达 式 ， 使 得 它 有 一 个 几乎 可 以 满足 的 真 值 
指派 ， 即 一 个 除了 某 个 子 句 不 满足 ， 其 他 子 句 都 满足 的 真 值 指派 。 这 很 容易 做 到 : 我 们 给 
所 有 的 子 句 添加 一 个 新 的 文字 〈 称 它 为 =) ， 并 另外 添加 一 个 子 句 ("x)。 通 过 令 所 有 的 变 
量 都 为 真 ， 我 们 就 可 以 做 到 除了 新 添加 的 子 句 外 ， 其 他 子 句 都 是 可 满足 的 。 然 后 ， 通 过 将 
(zx1 Vxzz VxzasVz) 用 两 个 子 句 (zi VzVm) 和 ("wV za Vz) 来 代替 ， 我 们 就 可 以 使 得 新 





日 ”我 们 的 意思 是 ,这 两 个 类 还 不 知道 ， 或 者 不 被 认为 是 相等 的 。 但 在 还 没有 证 明 P 关 NP 的 情况 下 ， 我 们 不 必 过 
于 强调 这 个 差别 。 
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的 表达 式 满 足 每 个 子 句 有 三 个 文字 。 

如 果 我 们 从 这 个 有 一 个 几乎 可 以 满足 的 真 值 指派 的 子 句 集合 〈 称 为 了) 开始 ， 进 行 定 
理 9.7 的 归 约 ， 就 很 容易 发 现 所 生成 的 图 总 有 一 条 断裂 的 哈密 顿 路 径 : 它 从 结 点 1 开始 ， 
根据 工 遍 历 所 有 的 变量 ， 然 后 继续 遍历 所 有 的 子 句 ， 除 了 那个 有 可 能 不 被 满足 的 子 句 ， 也 
就 是 这 条 路 径 断 裂 的 地 方 〈 你 可 能 需要 查看 图 9.6 中 的 “约束 构件 ”来 证 实 这 确实 至 多 只 
会 导致 一 个 这 样 的 断裂 ) 。 然 后 这 条 路 径 继续 正常 地 走 到 结 点 2。 

我 们 将 利用 这 个 事实 来 证 明 SAT-UNSAT 可 以 归 约 到 EXACT TSP。 给 定 一 个 SAT- 
UNSAT 的 实例 (8,8')， 我 们 分 别 将 4% 和 $$ 归 约 到 HAMILTON PATH， 从 而 得 到 两 个 
保证 有 断裂 的 哈密 顿 路 径 的 图 G 和 G“ 。 接 下 来 ,通过 将 图 G 中 的 结 点 2 和 G 中 的 结 点 1 
看 成 一 个 结 点 ， 并 反 过 来 将 G 中 的 结 点 1 和 G 中 的 结 点 2 看 成 一 个 结 点 ,我 们 合并 这 两 个 
图 并 构成 了 一 个 圈 ( 见 图 17. 1)。 令 nn 表示 这 个 新 图 的 结 点 数 。 

接 下 来 我 们 在 这 个 合并 的 图 上 定义 两 结 
点 间 的 距离 ， 从 而 得 到 一 个 TSP 的 实例 。 

结 点 i 和 j 间 的 距离 定义 如 下 : 若 [i, 站 为 

图 G 中 或 图 G' 中 的 边 ， 则 距离 为 1。 车 [i， 一 % 
门 不 是 一 条 边 , 但 i 和 j 都 是 图 G 的 结 点 ， 

则 它 的 距离 是 2; 所 有 其 他 的 边 (我们 特 称 

它们 为 非 边 ， 即 non- edges) [i,j」 距 离 规 2 1 

定 为 3。 

这 个 旅行 商 问题 实例 中 的 最 短 回路 长 度 
是 多 少 ? 显然 ,这 取决 于 是 否 % 和 是 可 满足 的 。 若 它们 都 是 可 满足 的 ， 则 最 优 代价 为 
这 个 合并 图 中 结 点 的 个 数 〈 在 这 个 合并 图 中 有 一 个 哈密 顿 图) 。 若 它们 都 是 不 可 满足 
的 ， 则 最 优 代 价 为 十 3 〈 这 条 最 优 回路 包含 了 两 条 断裂 的 哈密 顿 路 径 ， 从 而 还 需要 用 G 
中 的 非 边 和 G“ 中 的 非 边 各 一 条 )。 若 $ 是 可 满足 的 ， 而 $ 不 是 可 满足 的 ， 则 最 优 代 价 为 
n 十 2 (将 必须 使 用 G 中 的 非 边 ， 而 不 用 G 中 的 非 边 )。 若 $ 是 可 满足 的 ， 而 $ 不 是 可 满足 
的 ， 则 最 优 代价 为 n 十 1。 

因此 ，SAT-UNSAT 的 某 个 实例 (8$,$') 判定 为 “yes” 当 且 仅 当 最 优 代价 为 n 十 2。 
令 B 为 这 个 数 ， 这 就 完成 了 我 们 从 SAT- UNSAT 到 EXACT TSP 的 归 约 。 口 

我 们 已 经 看 到 所 有 NP 完全 优化 问题 (INDEPENDENT SET、KANPSACK、MAX- 
CUT、MAX SAT 等 ) 的 “精确 代价 ”版 本 都 可 以 通过 组 合 两 个 实例 ， 并 迫使 最 优 代价 准 
确 地 反映 两 个 表达 式 的 状态 ,证 明 是 DP 完全 的 。 所 以 ，DP 看 上 去 是 一 个 供 优 化 问题 的 
“精确 代价 ”版 本 合适 表达 场景 。 

但 是 DP 比 这 丰富 得 多 。 比 方 说 ， 除 了 SAT-UNSAT 外 ， 还 有 两 个 与 可 满足 性 相关 
的 问题 也 在 DP 中 : 

CRITICAL SAT: 给 定 一 个 布尔 表达 式 %， 是 否 上 是 不 可 满足 的 ， 但 去 掉 任 何 一 个 子 
句 将 导致 它 可 满足 ? 

UNIQUE SAT: 给 定 一 个 布尔 表达 式 $4， 是 否 它 只 有 唯一 一 个 可 满足 的 真 值 指派 ? 

CRITICAL SAT 用 例子 说 明了 一 类 重要 而 又 全 新 的 问题 一 一 判断 输入 就 某 个 给 定 的 
性 质 是 否 是 临界 的 。 换 言 之 ,该 输入 具有 该 性 质 ， 但 一 个 轻微 的 不 利 扰动 将 使 得 它 不 再 具 
有 该 性 质 。 其 他 的 例子 还 有 : 
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图 17.1 合并 G 和 G- 
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CRITICAL HAMILTON PATH: 给 定 一 个 图 ， 是 否 它 没有 哈密 顿 路 径 ， 但 添加 任意 
一 条 边 将 导致 一 条 哈密 顿 路 径 ? 

CRITICAL 3-COLORABILITY: 给 定 一 个 图 ， 是 否 它 不 是 3 着 色 的 ， 但 去 除 任意 一 
个 结 点 将 使 得 它 是 3 着 色 的 ? 

这 三 个 “临界 ”问题 都 已 经 被 证 明 是 DP 完全 的 。 至 于 UNIQUE SAT 以 及 其 他 许多 
判定 一 个 给 定 实例 是 否 有 唯一 一 个 解 的 问题 ， 还 不 知道 是 否 在 更 弱 的 类 中 。 它 们 也 未 被 证 
明 (或 认为 ) 是 DP 完全 的 〈 见 参考 文献 ) 。 顺 便 说 一 句 ，UNIQUE SAT 不 要 和 所 谓 的 无 
二 义 性 的 非 确 定性 计算 的 UP 类 ( 见 12.1 节 ) 混淆 。 这 两 类 是 解决 判定 问题 中 关于 唯一 解 
的 非常 不 同 的 两 方面 : UNIQUE SAT 判定 解 是 否 存 在 且 唯 一 ; UP 关心 针对 那些 要 么 有 
唯一 解 ， 要 么 没有 解 的 实例 的 计算 能 力 。UP 中 的 可 满足 性 问题 ， 称 为 UNAMBIGUOUS 
SAT， 将 是 如 下 的 问题 : 给 定 一 个 已 经 知道 至 多 有 一 个 可 满足 的 真 值 指派 的 布尔 表达 式 ， 
它 是 否 是 可 满足 的 ? 这 是 一 个 和 UNIQUE SAT 完全 不 同 的 问题 。 

PNE 类 和 FPN? 类 

我 们 可 以 把 DP 看 做 是 由 一 种 具有 特殊 性 质 的 论 示 机 所 能 判定 的 语言 所 构成 的 类 : 这 
个 机 器 用 了 两 次 SAT 论 示 。 然 后 它 接受 该 输入 当 且 仅 当 第 一 次 的 回答 是 “yes” 而 第 二 次 
的 回答 是 “no”。 显 然 ， 我 们 可 以 将 这 种 机 器 的 接受 模式 推广 到 任意 固定 的 布尔 表达 式 
(比方 说 ,在 DP 中 ， 该 表达 式 为 zl A 一 zz 。 见 参考 文献 ) 。 

然而 ， 更 为 有 趣 的 推广 是 允许 任意 多 项 式 次 的 查询 ， 事 实 上 ， 每 一 次 查询 都 是 基于 以 
前 查询 的 回答 自 适 应 地 生成 的 。 按 照 这 样 的 方式 ， 我 们 得 到 了 PSAI 类 一 一 由 带 有 SAT 论 
示 的 多 项 式 时 间 论 示 机 判定 的 语言 类 。 既 然 SAT 是 NP 完全 的 ， A 

th et ee ele 这 个 类 还 有 一 
个 名 字 叫 AzP 一 一 这 个 命名 是 将 PN 与 我 们 将 在 下 一 节 讨 论 的 一 个 重要 的 类 的 序列 中 的 第 
一 层 中 的 某 一 个 等 同 起 来 。 

定义 了 PN? ， 我 们 现在 可 以 定义 它 所 对 应 的 函数 类 FPxP ( 见 第 10 章 中 的 FP 和 FNP) 。 
也 就 是 说 ，FPS 是 由 带 有 SAT 论 示 的 多 项 式 时 间 图 灵机 计算 的 从 字符 串 到 字符 串 的 函数 
的 集合 。 事 实 上 ， 相 较 于 PN? ， 我 们 对 FPNY 更 感 兴趣 ， 因 为 后 者 磁 巧 有 许多 自然 的 完全 问 
题 ， 包 括 许多 重要 的 优化 问题 。 比 方 说 ，FPN? 最 终 将 给 出 我 们 一 直 在 寻找 的 关于 TSP 复 
杂 性 的 精确 刻画 。 | 

这 里 有 几 个 自然 的 FP 完全 问题 。 适 合 这 一 层 的 可 满足 性 问题 的 版 本 为 : 

MAX- WEIGHT SAT: 给 定 一 组 子 句 ， 每 个 都 带 有 一 个 整数 权重 ， 寻找 一 个 真 值 指 
派 使 得 满足 子 句 的 权重 之 和 最 大 。 

但 是 此 刻 ， 我 们 将 从 一 个 比 可 满足 性 更 接近 于 计算 本 质 的 问题 开始 归 约 : 

MAX OUTPUT: 给 定 一 个 非 确定 性 图 灵机 N 和 它 的 输入 1"。 对 于 输入 1" 机 器 N 满 
足 ， 无 ; 人 它 做 怎样 的 非 确定 性 选择 ， 它 将 在 O(n) 内 停机 ， 并 且 输 出 一 个 长 度 为 的 二 进 
制 串 。 我 们 所 要 求 的 是 对 于 N 和 1"， 给 出 这 个 N 所 可 能 输出 的 最 大 的 二 进 制 整数 。 

定理 17.3 MAX OUTPUT 是 FPNP 完 全 的 。 

证 明 : 首先 让 我 们 证 明 MAX OUTPUT 与 那些 判定 问题 在 NP 中 的 优化 问题 一 样 ， 
是 在 FP 站 中 的 。 这 个 算法 实质 上 和 求解 TSP 的 算法 ( 见 例 10.4) 相同 : 给 定 N 和 1"， 
我 们 重复 地 询问 是 否 有 一 个 非 确 定性 的 选择 序列 使 得 最 终 的 输出 比 整 数 x 大 。 我 们 利用 二 
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分 查找 来 设置 不 同 的 z+， 并 最 终 收敛 到 最 优 值 。 每 一 次 这 样 查询 能 够 在 NP 内 回答 ， 从 而 
该 算法 表明 MAX OUTPUT 在 FPN? 中 (顺带 说 一 句 ， 注 意 该 二 分 查找 算法 每 一 次 查询 都 
非 平凡 地 利用 到 了 以 前 查询 的 结果 ， 所 以 该 算法 是 自 适 应 的 。 从 某 种 程度 上 讲 ， 这 个 被 证 
明 的 结果 表明 二 分 查找 是 解决 这 类 问题 的 最 一 般 方 法 )。 

接 下 来 ,假设 下 是 一 个 在 FPN? 中 的 字符 串 到 字符 串 的 函数 。 也 就 是 说 ， 有 一 个 多 项 
式 时 间 的 论 示 机 M? 满足 对 于 任意 的 输入 zx，MS53T(x) 二 F(x)。 我们 将 给 出 一 个 从 下 到 
MAX OUTPUT 的 归 约 。 既 然 这 是 一 个 函数 问题 间 的 归 约 ， 所 以 应 该 存在 两 个 函数 尺 和 
S 满足 : a) R 和 S 是 在 对 数 空间 内 可 计算 的 ; b) 对 于 任意 字符 串 工  RCz) 是 MAX 
OUTPUT 的 一 个 实例 ; c) S 作用 在 R(x) 的 最 大 输出 上 并 返回 F(z) 一 一 关于 原 输 入 x 
的 函数 值 。 

给 定 zx， 我 们 首先 将 描述 这 个 归 约 中 关于 R 的 部 分 ， 即 怎样 构造 机 器 N 和 它 的 输入 
1"。 首 先 定义 n= 二 =p*(|z|),， 其 中 p(*，) 是 MSAT 的 多 项 式 界 一 一 这 将 给 N 足够 的 时 间 来 
模拟 MSAT 。 与 描述 其 他 非 确定 性 图 灵机 一 样 ， 我 们 非 形式 化 地 描述 N。 之 后 将 很 容易 发 
现 该 机 器 的 转移 关系 从 并 开始， 可 以 在 对 数 空间 内 构造 出 来 。 对 于 输入 1"，N 首先 生成 x 
(这 是 在 整个 构造 中 唯一 一 个 工 用 到 的 地 方 )， 然 后 它 模拟 M 对 输入 xz 的 运行 。 这 个 模拟 
是 非常 简单 且 确 定性 的 ， 除 了 MSAT 中 的 那些 查询 步骤 外 。 

假设 MSAT 运 行 到 它 第 一 个 查询 ， 并 询问 某 个 布尔 表达 式 #1 是 否 是 可 满足 的 。N 通过 
非 确 定性 地 猜测 这 个 查询 的 答案 zl 来 进行 模拟 一 一 若 $ 是 可 满足 的 ， 则 zi 是 1， 和 否则 是 
0。 如 果 zi 二 0， 则 N 从 状态 qno 开 始 ， 继 续 它 对 MS4T 的 模拟 。 但 车 zi 二 1， 则 N 进一步 
猜测 一 个 可 满足 Yi 的 真 值 指派 Ti ， 并 检查 Ti 是 否 真 的 满足 $1 。 若 检查 通过 ， 则 N 从 状 
态 qyEs 继 续 模拟 MSAI 。 但 若 检查 失败 ， 则 N 输出 一 个 最 小 的 值 0”， 并 停机 一 一 我 们 称 这 
是 一 次 不 成 功 的 计算 。 

NN 继续 用 这 种 方式 来 模拟 MSAI ， 并 用 它 的 非 确定 性 来 猜测 所 有 查询 的 答案 zi ,i 二 1,…。 
当 MSAT 停 机 时 ，N 输出 所 有 查询 猜测 的 答案 xlz…， 并 在 后 面 添加 足够 多 的 0 以 保证 最 
后 的 总 输出 长 度 为 nx， 最 后 面 再 添加 MsAI 的 输出 〈 在 S 部 分 将 要 用 到 )。 这 称 为 一 次 成 功 
的 计算 。 

许多 的 成 功 的 计算 有 可 能 是 对 MSAT 的 错误 模拟 ， 因 为 有 可 能 某 个 查询 $; 是 可 满足 
的 ， 但 仍然 zj = 二 0 一 一 每 一 次 成 功 的 计算 可 以 保证 x; 二 1， 则 必然 轴 是 可 满足 的 。 但 我 们 
可 以 证 明 输 出 最 大 整数 的 那 次 成 功 的 计算 对 应 了 一 次 正确 的 模拟 。 理 由 是 简单 的 ; 假设 在 
某 个 产生 最 大 输出 的 成 功 计算 中 ， 存 在 某 个 ;j， 使 得 zj 二 0 但 $; 是 可 满足 的 一 一 比方 说 ， 
通过 真 值 指派 T;。 取 这 样 的 最 小 i ( 即 最 早 发 生 的 此 类 错误 )。 那 么 一 定 存在 男 一 个 NN 的 
成 功 计算 ， 它 在 第 j 次 查询 前 和 原先 的 那个 成 功 计算 一 致 。 在 第 j 次 查询 时 ， 它 猜测 zj = 
1， 接 着 成 功 地 猜测 出 了 真 值 指派 ， 检 查 该 真 值 指派 ， 然 后 一 路 顺利 地 直到 最 后 。 这 次 
成 功 计算 的 输出 在 前 j 一 1 位 都 和 原先 的 那个 成 功 计 算 一 致 ， 但 在 第 j 个 位 置 它 是 1。 因 
此 ， 它 给 出 了 一 个 更 大 的 数 ， 与 原先 那个 成 功 计 算 的 输出 最 大 相 蔬 盾 。 所 以 ,输出 最 大 的 
NN 的 计算 实际 上 对 应 了 一 次 对 M 的 正确 模拟 。 

总 结对 N 的 构造 : 它 用 |xz| 个 状态 来 生成 z， 并 用 p? (|x|) 长 的 输入 作为 时 钟 。 其 他 
的 转移 关系 反映 了 M? 的 转移 函数 ， 除 了 它 的 查询 状态 是 用 一 个 简单 的 非 确定 性 程序 来 模 
拟 外 。 应 该 容易 看 出 ，N 能 够 在 对 数 空间 内 构造 出 来 。 至 于 归 约 的 S$ 部 分 ，F(Cz) 可 以 很 
容易 地 从 N 的 最 大 输出 尾部 读 出 来 。 口 
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定理 17.4 MAX-WEIGHT SAT 是 FPNP 完 全 的 。 

证 明 : 这 个 问题 在 FPY 中 : 通过 二 分 查找 ， 利 用 SAT 论 示 ， 我 们 可 以 找到 最 大 的 、 
可 满足 的 子 句 的 总 权重 。 然 后 ， 通 过 对 每 一 个 变量 逐一 赋值 ， 我 们 就 可 以 找到 获得 这 个 最 
大 总 权重 的 真 值 指派 。 

我 们 现在 必须 将 MAX OUTPUT 归 约 到 MAX-WEIGHT SAT。 正 如 在 Cook 定理 中 
的 归 约 〈 见 定理 8. 2) ， 对 于 非 确定 性 机 器 N 和 它 的 输入 1"， 我们 可 以 构造 一 个 布尔 表达 
式 %CN,z) 使 得 $(N,n) 的 任意 一 个 可 满足 的 真 值 指派 对 应 于 NN 在 输入 1" 上 的 一 次 合法 
的 计算 。#$(CN,n) 中 的 所 有 子 句 被 赋予 一 个 巨大 的 权重 ， 比 方 说 ，2"， 使 得 任何 要 获得 最 
优 值 的 真 值 指派 必须 要 满足 所 有 的 子 句 。 


接 下 来 我 们 在 $(N,n) 中 再 添加 一 些 子 句 。 我 们 知道 在 CN,z) 中 ， 变 量 对 应 于 N 


在 每 一 步 中 每 一 个 字符 串 的 每 一 个 位 置 上 的 符号 。 所 以 ， 有 7 个 变量 ， 称 它们 为 yy，…， 
yx， 对 应 于 停机 时 刻 输 出 字符 串 上 的 每 一 位 。 我 们 在 MAX- WEIGHT SAT 的 实例 上 再 添 
加 一 个 文字 的 子 句 (yi):i 二 1,…,n， 并 且 子 句 (yi) 的 权重 为 2"*。 因 为 这 些 新 的 子 句 ， 
以 及 它们 恰当 的 2 的 宕 次 的 权重 ， 所 以 容易 看 出 最 优 的 真 值 指派 不 仅 体现 了 N 在 输入 1 
上 的 合法 计算 ， 而 且 体现 了 输出 为 最 大 二 进 制 整数 值 的 那个 计算 。 最 后 ， 对 于 归 约 的 S 部 
分 ， 从 所 生成 表达 式 的 最 优 真 值 指 派 (事实 上 ， 其 至 只 需要 从 最 优 权重 上 )， 我们 可 以 容 
易 地 恢复 N 的 最 优 输出 。 网 
现在 我 们 可 以 着 手 本 节 的 主要 结果 了 : 

定理 17.5 TSP 是 FPNP 完 全 的 。 

证 明 : 我 们 知道 TSP 是 在 EPE 中 的 〈 见 例子 10.4)。 为 了 证 明 完 全 性 ， 我 们 将 从 
MAX-WEIGHT SAT 归 约 到 它 。 给 定 一 个 关于 n 个 变量 zl,…,zn 的 子 句 Cl，… ,Cm 集 
合 ， 它们 的 权重 分 别 是 wi ，… ,wa， 我 们 将 构造 一 个 TSP 的 实例 ， 使 得 满足 这 个 子 句 集 合 
的 最 优 真 值 指派 可 以 很 容易 地 从 最 优 回路 中 获得 。 

和 往常 一 样 ，TSP 的 实例 将 通过 图 来 给 出 。 图 上 没有 边 的 两 点 之 间 的 距离 将 被 设置 为 


足够 大 ， 比 方 说 ，W 三 Pw. 这 个 图 是 在 哈密 顿 路 径 问题 的 NP 完全 性 的 证 明 中 所 用 的 


那个 图 的 一 一 个 变种 ( 见 图 17. 2， 并 将 它 与 定理 9.7 的 证 明 做 比较 )。 在 图 中 ， 对 应 于 变量 
的 “选择 ”构件 像 以 前 一 样 串 联 在 一 起 ， 但 对 应 于 子 句 的 “约束 ”构件 现在 则 不 同 了 : 每 
ee 

应 于 子 句 中 的 三 个 文字 〈 使 得 这 个 回路 
We 某 个 为 真 的 文字 )， 外 
加 一 条 额外 的 平行 边 ， 它 的 作用 类 似 于 
“紧急 出 口 ?: 如 果 这 个 子 句 是 不 可 满足 
的 ， 而 且 没 有 为 真 的 文字 ， 则 这 三 条 平行 
边 将 失效 ， 而 这 个 紧急 出 口 则 必须 被 采 
用 。 这 个 图 中 所 有 边 的 长 度 都 为 0， 除 了 
紧急 出 口 的 长 度 定义 为 该 紧急 出 口 所 对 应 
的 子 句 的 权重 外 。 这 样 每 次 紧急 边 被 采用 
时 ， 它 所 对 应 的 子 句 损失 的 权重 就 精确 地 
反映 在 这 个 回路 的 花费 上 。 图 17.2 总 体 构造 
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剩 下 来 的 这 部 分 可 能 是 整个 构造 中 最 微妙 的 部 分 一 一 “一 致 性 ”构件 。 由 于 这 个 新 的 
约束 构件 ， 是 基于 三 条 平行 边 的 〈 从 某 种 意义 上 来 说 ， 是 我 们 在 图 9.6 中 所 用 到 的 三 角形 
的 一 个 “对 偶 ”) ， 所 以 我 们 必须 将 这 三 条 边 分 别 与 它们 在 选择 构件 中 所 对 应 的 相反 的 文字 
419] ”连接 起 来 ， 而 不 是 像 以 前 那样 与 选择 构件 中 相同 的 文字 连接 起 来 。 更 重要 的 是 ， 我 们 必须 
允许 (在 一 个 子 名 中 有 两 三 个 文字 的 值 为 真 的 情况 下 ) 可 以 有 对 应 文字 为 真 的 边 不 被 经 
过 。 因 此 ， 图 9.5 中 的 “ 异 或 ”构件 不 再 适用 。 我 们 必须 设计 一 个 允许 边 都 不 被 经 过 的 
“与 非 ” 构 件 。 这 样 的 构件 将 每 一 个 子 句 中 的 文字 边 与 所 对 应 的 选择 构件 中 的 相反 文字 连 
接 起 来 ， 从 而 确保 一 旦 做 出 了 选择 ， 哈 密 顿 圈 不 会 经 过 相反 的 文字 。 
我 们 的 与 非 构件 相当 复杂 ，( 它 有 36 个 结 点 !) 但 它 的 设计 思想 却 是 非常 简单 的 : 归 
根 结 底 ， 它 只 不 过 是 个 异 或 构件 ， 再 多 了 可 以 被 “ 关 掉 ” 的 选项 使 得 它 不 被 遍历 到 。 我 们 
可 以 利用 图 17. 3 中 所 展示 的 “菱形 构件 ”来 实现 这 个 效果 。 这 个 图 有 如 下 有 趣 的 性 质 ， 
这 些 性 质 可 以 通过 一 些 尝试 来 加 以 验证 : 假设 它 是 某 个 图 的 一 部 分 ， 并 且 像 通常 一 样 只 有 
黑色 的 结 点 有 边 通 向 该 图 的 其 他 部 分 。 那 么 ， 它 只 能 够 以 图 中 所 示 的 两 种 方法 被 某 个 哈密 
顿 回路 所 遍历 : 要 么 “从 北向 南 ”， 要 么 “从 东 向 西 "。 换 句 话说 ， 如 果 某 个 哈密 顿 回 路 从 
这 四 个 黑色 结 点 中 的 某 一 个 进入 该 图 ， 那 么 它 将 不 得 不 遍历 该 图 之 后 从 相对 的 那个 结 点 


图 17.3 菱形 构件 


我 们 的 与 非 构件 其 实 就 是 图 9. 5 的 异 或 构件 ， 只 不 过 原来 构件 中 的 四 条 长 度 为 2 的 重 
直路 径 分 别 被 蓉 形 构件 所 替换 ， 如 图 17. 4a 所 示 。 很 容易 发 现 ， 替 换 之 后 ， 整 个 图 的 功能 
和 以 前 一 样 是 上 下 两 条 边 的 异 或 。 但 现在 重点 在 于 通过 图 上 连接 东西 两 个 结 点 的 水 平 路 
径 ， 我们 可 以 随意 关 掉 该 设备 。 也 就 是 说 ,我 们 的 与 非 构件 是 一 个 带 有 一 条 额外 路 径 的 异 
或 构件 ， 如 果 该 路 径 被 遍历 了 ， 则 该 设备 的 其 他 部 分 将 不 会 被 人 遍历 ， 从 而 被 “关闭 ”( 见 


420| 图 17.4b)。 
二 关闭 
SL” 路径 


a) 


b) 


图 17.4 与 非 构件 
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接 下 来 我 们 需要 稍微 修改 一 下 “约束 ”构件 ， 使 得 在 某 个 子 句 中 ， 对 应 文字 为 真 的 平 
行 边 中 只 有 一 条 被 经 过 。 我 们 还 记得 子 句 中 的 每 个 文字 都 和 一 个 与 非 构 件 相 关联 。 将 子 句 
中 的 三 个 文字 任意 排序 。 对 应 于 第 一 个 文字 的 平行 边 现 在 有 一 个 选择 〈 见 图 17. 5) ， 该 选 
择 是 1) 关闭 第 二 个 文字 的 与 非 构件 〈 若 该 文字 碰巧 也 是 真 ); 或 者 2) 不 关闭 它 。 接 下 来 
该 平行 边 还 有 一 个 选择 : 若 第 三 个 文字 碰巧 也 是 真 ， 关 掉 它 ; 反之 ， 则 不 用 关闭 。 对 应 于 
第 二 个 文字 的 平行 边 只 有 一 个 选择 关闭 第 三 个 文字 ,或 者 不 关闭 。 第 三 个 文字 没有 这 样 
的 选择 。 也 就 是 说 ， 我 们 给 这 三 个 文字 排 了 个 优先 级 : 若 第 一 个 文字 为 真 ， 则 遍历 它 所 对 
应 的 平行 边 ， 并 关闭 其 他 为 真 的 文字 。 若 第 一 个 文字 为 假 而 第 二 个 文字 为 真 ， 则 遍历 第 二 
个 文字 并 关闭 第 三 个 文字 ， 若 它 也 为 真 。 最 后 ， 若 只 有 第 三 个 文字 为 真 ， 则 它 必 须 被 遍 
历 。 若 没有 文字 为 真 ， 则 紧急 出 口 将 被 使 用 。 

现在 整个 构造 就 完成 了 。 我 们 来 回顾 一 下 
( 见 图 17. 2)。 首 先 对 每 个 变量 要 有 一 个 选择 ， 
然后 是 对 每 个 子 句 的 四 条 平行 边 要 有 个 选择 ， 
然后 对 前 两 条 平行 边 的 每 条 边 都 有 一 个 额外 的 
选择 来 关闭 后 面 平行 边 的 异 或 构件 ， 最 后 整个 
圈 是 闭合 的 。 每 一 条 对 应 于 文字 的 平行 边 通过 
一 个 与 非 构件 与 该 变量 所 对 应 的 选择 构件 中 的 
相反 的 文字 关联 起 来 。C; 紧急 边 的 长 度 为 w;， 
所 有 其 他 边 的 长 度 都 为 0。 所 有 没有 出 现在 构 
造 中 的 边 的 权重 都 足够 大 ， 比 方 说 ， 是 所 有 权 
重 之 和 W。 

现在 我 们 来 考察 该 实例 的 最 优 旅 行商 回 
路 。 显 然 ， 那些 在 该 构造 中 没有 出 现 的 边 不 会 被 遍历 ， 所 以 这 个 回路 其 实 是 在 我 们 所 构造 
的 这 个 图 中 的 哈密 顿 圈 (因此 我 们 的 构件 都 参与 到 了 其 中 )。 该 回路 必须 经 过 每 个 变量 的 
选择 构件 ， 从 而 给 出 了 一 个 真 值 指派 ， 称 为 工 。 它 然后 遍历 与 非 构 件 ， 并 根据 打开 它们 还 
是 关闭 它们 ， 选 择 不 同 的 走 法 。 最 后 它 遍 历 子 句 部 分 。 对 于 每 一 个 子 句 ， 它 只 能 经 过 其 中 
的 一 条 平行 边 。 这 条 平行 边 可 能 是 一 个 在 T 中 为 真 的 文字 ， 后 者 是 一 条 紧急 边 。 所 有 和 被 
经 过 的 平行 边 相 关联 的 与 非 构件 必须 是 已 经 “打开 ”的 ， 而 所 有 与 未 被 经 过 的 平行 边 相关 
联 的 与 非 构件 必须 是 “关闭 ”的 。 最 后 ， 该 回路 回 到 起 点 ， 其 总 的 花费 等 于 在 全 指派 下 的 
未 被 满足 的 子 句 的 权重 之 和 ， 即 W 减 去 TT 指派 的 总 权重 。 所 以 ,最短 长 度 的 回路 对 应 于 
最 大 权重 的 真 值 指 派 。 从 而 该 证 明 完 成 。 回 

推论 TSP COST 是 FPNE 完 全 的 。 

证 明 : 考虑 MAX-WEIGHT SAT 问题 的 一 个 变种 一 一 我 们 只 需要 返回 最 优 权 重 ， 而 
不 是 最 优 真 值 指派 。 容 易 发 现 这 个 问题 是 FPYY 完 全 的 ， 其 归 约 本 质 上 和 定理 17.4 的 证 明 
一 样 。 最 后 ， 利 用 定理 17. 5 的 证 明 可 以 将 MAX- WEIGHT SAT 的 这 个 变种 归 约 到 TSP 
COST: 口 

PNPLlog wn] 类 

其 他 许多 优化 问题 也 是 FP? 完 全 的 : (优化 版 本 的 ) KNAPSACK、 带 权重 的 MAX- 
CUT 和 BISECTION WIDTH 等 。 引 人 注意 的 是 ， 在 这 张 列 表 中 ， 没 有 那些 代价 是 多 项 式 





图 17.5 子 句 构件 
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大 的 ， 从 而 至 多 只 需要 对 数 多 位 的 问题 ， 比 方 说 ，CLIQUE、UNARY TSP (距离 用 一 进 
制 表示 的 TSP)， 不 带 权重 的 MAX SAT、MAX-CUT 和 BISECTION WIDTH。 

这 是 有 原因 的 。 作 为 例子 ， 考察 这 个 问题 。 

CLIQUE SIZE: 给 定 一 个 图 ， 给 出 它 的 最 大 团 的 大 小 。 

利用 二 分 查找 ,我们 可 以 证 明 CLIQUE SIZE 是 在 FPNP 中 的 ， 并 且 只 需要 对 数 多 的 自 
适应 NP 查询 一 一 因为 确切 值 必定 在 1 和 所 给 的 图 的 结 点 个 数 半 之 间 ， 所 以 二 分 查找 进行 
log n 次 查询 就 可 收敛 到 所 要 求 的 值 。 或 者 ， 我 们 可 以 给 出 一 个 针对 CLIQUE SIZE 的 查询 
多 项 式 次 的 论 示 算法 〈 即 从 1 一 2”， 逐 一 查询 最 大 团 是 否 大 于 该 值 ) 。 但 这 里 的 查询 不 是 自 
适应 的 ， 它 们 并 不 依赖 所 有 以 前 查询 的 结果 。 在 上 述 这 两 个 CLIQUE SIZE 的 论 示 算法 都 
没有 充分 利用 多 项 式 多 的 自 适 应 查询 供 其 使 用 ( 稍 后 我 们 将 证 明 ， 非常 引 人 瞩 目地 ， 这 两 
种 限制 将 导致 同一 个 复杂 性 类 )。 因 此 ，CLIQUE SIZE 以 及 其 他 代价 为 多 项 式 大 的 优化 问 
题 ， 必 定 属 于 一 个 更 弱 的 类 。 

确实 如 此 。 让 我 们 定义 PNPHog 门 是 对 于 输入 x， 进行 至 多 O(log | ) 次 SAT 查询 的 
多 项 式 时 间 的 论 示 图 灵机 所 能 够 判定 的 语言 类 。FPsPLUoegj 是 所 对 应 的 函数 类 。 

定理 17.6 CLIQUE SIZE 是 FPNPLiog 门 完全 的 。 

证 明 : 这 个 证 明 模 仿 了 前 面 那个 TSP 是 FPN? 的 完全 证 明 。 我 们 首先 证 明 MAX 
OUTPUTLlog nj] 问题 (输出 为 log n 位， 而 不 是 nn 位 ) 的 MAX OUTPUT 问题 是 
FPNP[Llog "完全 的 。 这 个 证 明和 定理 17. 3 的 证 明 完 全 类 似 。 然 后 我 们 从 MAX OUT- 
PUTLlog nj]」 归 约 到 MAX SAT SIZE (寻找 最 大 可 满足 子 句 个 数 的 MAX SAT 问题 ) 。 
该 证 明 思路 如 下 : 既然 这 个 机 器 的 输出 是 对 数 多 的 位 ， 定 理 17.4 证 明 中 所 用 到 的 权 
重 就 是 n 的 多 项 式 的 ， 因 此 这 些 权 重 可 以 利用 同一 个 子 句 的 多 份 拷贝 来 模拟 。 最 后 ， 
通过 普通 的 归 约 (通过 INDEPENDENT SET， 见 定理 9.4 和 它 的 推论 )，MAX SAT 
SIZE 可 以 归 约 到 CLIQUE SIZE。 口 

类 似 地 ， 前 面 提 到 的 代价 为 多 项 式 的 优化 问题 也 可 以 证 明 是 FPN?Los 中 完全 的 。 

但 是 关于 FPN 的 另 一 个 约束 呢 ? 即 论 示 机 必须 在 它 知道 任何 查询 的 回答 之 前 非 自 适 
应 地 做 出 决定 要 问 哪些 问题 。 定 义 P 关 〈 意 为 并 行 地 进行 查询 的 论 示 机 ) 为 进行 如 下 操作 
的 论 示 机 所 能 判断 的 所 有 语言 类 : 对 于 输入 工 ， 该 机 器 首先 在 多 项 式 时 间 内 计算 数量 为 多 
项 式 的 SAT (或 任意 其 他 在 NP 中 的 问题 ) 的 实例 ， 然 后 收 到 所 有 正确 的 回答 。 基 于 这 些 
回答 ， 机 器 在 多 项 式 时 间 内 判断 是 否 zE 工 。 

定理 17.7 PNY? 二 PN?[log"], 

证 明 : 为 了 证 明 PNPLog "CPY”， 考 察 一 台 使 用 了 至 多 O(log-n) 次 自 适应 NP 查询 的 
机 器 。 当 第 一 次 查询 后 ， 有 两 种 可 能 的 回答 。 对 每 一 种 可 能 的 回答 ， 又 会 产生 一 个 相应 的 
查询 ， 以 及 两 个 可 能 的 回答 。 容 易 发 现在 整个 计算 中 ， 总 的 可 能 的 查询 次 数 为 24og "一 
oO(x)。 为 了 用 非 自 适应 论 示 机 来 模拟 该 机 器 ， 我 们 首先 计算 所 有 OC(r) 次 可 能 的 查询 ， 
并 找 出 它们 的 答案 ， 从 中 我 们 可 以 很 容易 地 找 出 一 条 正确 的 查询 路 径 。 

对 于 另 一 个 方向 ， 假 设 有 一 个 语言 可 以 通过 多 项 式 次 非 自 适应 SAT 查询 来 判定 。 我 
们 可 以 按照 如 下 的 方式 通过 对 数 次 自 适应 NP 查询 来 判定 该 语言 : 首先 ， 用 O(log n) 次 
NP 查询 ，( 通 过 二 分 查找 ) 我 们 得 出 非 自 适应 查询 中 回答 是 “yes” 的 确切 数目 。 注 意 在 
该 二 分 查找 中 的 每 一 个 问题 ， 询 问 在 所 给 定 的 布尔 表达 式 的 集合 中 ， 是 否 有 使 得 至 少 & 个 
表达 式 可 满足 的 真 值 指派 ， 本 身 就 是 一 个 NP 查询 一 一 满足 & 个 表达 式 的 真 值 指派 以 及 那 
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些 可 满足 的 表达 式 的 标示 ， 就 构成 了 一 个 充分 的 证 据 。 一 旦 已 知 “yes” 回 答 的 确切 数目 
&， 我 们 就 进行 最 后 一 次 查询 :“ 是 否 存在 一 个 满足 & 个 表达 式 的 真 值 指派 ， 使 得 若 所 有 其 
他 的 表达 式 都 不 满足 (我们 知道 必然 是 这 样 ) ， 这 个 论 示 机 将 最 终 进 入 接受 状态 ?” 国 


17.2 多 项 式 谱系 


由 于 我 们 定义 了 PS ,我们 现在 处 在 了 一 个 似曾相识 的 情景 中 : 我 们 已 经 定义 了 一 个 
重要 的 确定 性 复杂 性 类 〈 它 是 确定 性 的 ， 因 为 相对 于 我 们 的 定义 ， 论 示 机 是 确定 性 的 )， 
进而 我 们 忍 不 住 要 去 考虑 所 对 应 的 非 确定 性 类 ，NPN?。 当 然 ， 这 个 类 很 有 可 能 在 补 下 不 
封闭 ， 因 此 我 们 还 应 该 考虑 使 用 那 类 的 论 示 机 。 以 此 类 推 ， 

定义 17.2 多 项 式 谱 系 是 如 下 的 类 的 序列 : 首先 ，AoP 王 3oP 王 IoP 一 P， 对 于 所 有 的 
i 之 0 424 

AiHIP 王 P22 

ZHIP 一 NPZP 

Ili+1P=coNP>?., 

我 们 还 定义 累积 多 项 式 谱 系 为 类 PH= U ;=03;P., 

由 于 3oP 二 P 对 多 项 式 时 间 的 论 示 机 没有 帮助 ， 所 以 这 个 谱系 的 第 一 层 构成 了 我 们 所 
熟悉 的 重要 的 复杂 性 类 : A1P 一 P， 台 P 一 NP，I 钱 P 一 coONP。 第 二 层 从 上 一 节 所 研究 的 类 
AzP 二 PY 开始 ， 然 后 是 32P 二 NPN? 以 及 它 的 补 [IP 二 coNPN?。 和 第 一 层 一 样 ， 我 们 完全 
有 理由 相信 这 三 个 类 是 不 同 的 。 对 于 第 三 层 以 及 其 他 层 同 样 如 此 。 当 然 ， 每 一 层 的 三 个 类 
与 我 们 所 知道 的 P、NP 和 coNP 一 样 具有 相同 的 包含 关系 。 同 样 ， 每 一 层 的 每 一 个 类 包含 
了 前 面 所 有 层 的 所 有 类 。 

为 了 证 明 一 个 问题 在 NP 中 ， 我 们 很 有 可 能 是 基于 “证 书 (或 凭据 )” 或 “证 据 ”， 而 不 
是 基于 非 确定 性 图 灵机 来 进行 证 明 。 我 们 发 现 使 用 NP 的 基于 多 项 式 平衡 关系 (性 质 9. 1) 
的 特性 是 简单 方便 的 。 在 具有 复杂 递归 定义 的 多 项 式 谱系 中 ， 这 种 概念 性 的 简化 将 更 受 欢 
迎 ， 也 几乎 是 必需 的 。 下 面 ， 我 们 将 给 出 针对 多 项 式 谱 系 的 性 质 9. 1 的 一 个 直接 的 推广 。 

定理 17.8 仿 工 为 语言 且 i 宇 1。LE3:P， 当 且 仅 当 有 一 个 多 项 式 平衡 关系 S 满足 
语言 {x;y:(zsy)ER} 在 I-iP 中 ,而且 

LL = 二 {zx: 存 在 一 个 y 满足 (zx,y) € R) 
证 明 : 对 ;进行 归纳 。 对 于 ;二 1， 这 个 声明 就 是 性 质 9. 1。 所 以 假设 i 二 >1， 而 且 这 样 的 关 
系 R 存在。 我 们 要 证 明 LE 3;P。 也 就 是 说 ,我 们 必须 要 给 出 一 个 以 3;-1P 中 的 语言 作为 
论 示 的 能 够 判定 工 的 非 确 定性 多 项 式 时 间 论 示 机 。 这 是 简单 的 : 这 个 非 确定 性 机 器 对 于 输 
入 工 简单 地 猜测 一 个 合适 的 y， 并 询问 一 个 豆 -1P 论 示 是 否 (zx,y)E€R (更 准确 地 ， 既 然 
R 是 一 个 了 -1P 关系 ， 所 以 应 该 询问 是 否 (xz,y) FR)。 

反 过 来 ,假设 LEB3;P。 我 们 要 证 明 存在 这 样 一 个 适当 的 关系 R。 我 们 所 知道 的 是 工 
能 够 被 一 个 多 项 式 时 间 的 非 确定 性 图 灵机 M? ， 通 过 语言 KE5;_1P 作为 论 示 来 判定 。 既 
然 KES;-1P， 通 过 归纳 我 们 知道 ， 存 在 一 个 在 I;-2P 中 可 识别 的 关系 S 满足 zEK， 当 且 
仅 当 存 在 多 使 得 (z,w)€S。 

我 们 需要 描述 一 个 多 项 式 平衡 的 关于 工 的 多 项 式 可 判定 的 关系 及 ， 即 对 每 个 zEL， 
有 一 个 简洁 的 证 书 。 我 们 知道 xE 工 ， 当 且 仅 当 对 于 z，MK 有 一 个 正确 的 、 最 终 接受 的 计 
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算 。 而 xz 的 证 书 将 是 记录 MK 这 样 一 个 计算 的 字符 串 y (和 性 质 9. 1 的 证 明 做 比较 )。 但 
是 MK 现在 是 一 个 带 有 论 示 开 E 束 -1P 的 论 示 机 ， 因 此 它 的 有 些 步 又 是 对 天 的 查询 。 其 中 
有 些 有 “yes” 的 回答 ， 有 些 有 “no” 的 回答 。 对 于 每 一 个 “yes” 的 查询 xz;， 我 们 的 证 书 
y 同样 包含 zi 自身 的 、 满 足 (zi ,wi)ES 的 证 书 嘱 ;。 这 就 是 我 们 关于 R 的 定义 : (zyy)E 
R， 当 且 仪 当 y 记录 M? 关于 zz 的 一 个 进入 接受 状态 的 计算 ,以 及 在 该 计算 中 对 每 一 个 回 
答 是 “yes” 的 询问 z; 的 证 书 w;。 

我 们 断言 检查 是 否 (zx,y) ER 能 够 在 了;-1P 中 完成 。 首 先 ， 我 们 必须 检查 是 否 M? 的 
所 有 步骤 是 合法 的 。 但 这 个 可 以 在 确定 性 多 项 式 时 间 内 完成 。 然 后 ， 对 于 多 项 式 多 的 
(zi,wi) 对 ， 我 们 必须 检查 是 否 (zi;,w;i;)E5S。 但 这 可 以 在 -2P 内 完成 ， 因 此 当然 在 
I;-_1P 中 。 最 后 ， 对 于 所 有 回答 是 “no” 的 查询 z;， 我 们 必须 检查 确实 zi 儿 KK。 但 既然 KK 
E3-IP， 这 其 实 又 是 一 个 在 万 -1P 中 的 问题 。 所 以 ，(z,y)ER， 当 且 仅 当 有 些 [I;-1P 询 
间 都 有 “yes” 的 回答 。 而 且 容 易 发 现 这 可 以 在 一 个 下 -1 了 P 计算 中 完成 。 口 

一 个 关于 下 了 的“ 对偶 ”结论 是 : 

推论 1 令 工 是 语言 ， 且 ;之 1。LEIP， 当 且 仅 当 有 一 个 多 项 式 平 衡 的 二 元 关系 玉 
满足 语言 {x;y:(z,y)ER) 在 35;-1P 中 ,而且 

L 二 {z: 对 于 所 有 |y | 二 |z|* 的 y,(z,y) € RR} 

证 明 : II;P 就 是 c03;P。 国 

注意 ， 在 推论 1 中 关于 工 的 描述 中 ， 对 于 全 称 量 词 y， 我 们 显 式 地 声明 |y| 委 | 工 |。 
由 于 已 经 知道 R 是 多 项 式 平衡 的 ， 所 以 在 这 个 上 下 文中 ， 这 个 约束 是 多 余 的 ， 并 且 可 以 被 
忽略 。 同 时 ， 在 语言 的 描述 中 ， 我 们 将 使 用 Vz 和 3 了 y 这 类 量词 ， 比 方 在 下 面 的 推论 2 中 
所 展示 的 。 这 将 有 助 于 呈现 这 些 描 述 中 的 优雅 数学 结构 ， 以 及 和 逻辑 的 亲密 关系 。 

为 了 去 除 定 理 17. 8 中 的 递归 ， 我 们 称 关 系 有 EC” ) 千 1 为 多 项 式 平衡 的 ， 若 对 于 任意 
(x,y1，"… ,Yi)ER， 存 在 某 个 常数 使 得 |y1|,…,|yi| 三 |zx1*。 | 

推论 2 令 工 是 一 个 语言 ， 且 i 宇 1。LE3;P， 当 且 仅 当 有 一 个 多 项 式 平衡 的 、 多 项 式 
时 间 可 判定 的 (i 十 1) 元 关系 R 满足 

L== {zx:yVy29y3 QQyi 满足 (zy ,yi) € R). 

其 中 第 i 个 量词 Q 是 Vv， 如 果 i 是 偶数 ; 否则 是 3 ， 如 果 i 是 奇数 。 

证 明 : 像 定 理 17. 8 和 它 的 推论 1 那样 ,重复 地 将 在 [LP 或 5P 中 的 语言 用 它们 的 证 
书 形式 来 替换 。 口 

利用 这 些 特性 ， 我 们 可 以 证 明 一 个 关于 多 项 式 谱系 的 基本 事实 : 既然 它 总 是 通过 前 一 
层 作 为 论 示 来 定义 后 一 层 ， 这 样 不 厌 其 烦 地 一 层 全 加 一 层 地 建立 起 来 ， 其 导致 的 结构 是 极 
端 脆弱 的 。 在 任何 一 层 ， 任 何 振动 对 其 后 层 都 会 带 来 灾难 性 的 后 果 。 

定理 17.9 ”车 对 于 某 个 i 宇 1，35;P 二 HP， 则 对 于 所 有 的 j 演 i, 3)P==ILP 一 Aj;P 一 5;P。 

证 明 ， 只 要 证 明 5;P= 二 I1P 蕴涵 了 3;4+1P 二 3;P 即 可 。 因 此 ， 考 虑 一 个 语言 LEBSit1P。 
由 定理 17. 8， 有 一 个 在 IP 中 的 关系 RR 满足 LL 二 {x: 存在 一 个 y 满足 (zx,y) ER}。 但 既 
然 3;P 二 JiP，R 也 在 3;P 中 。 也 就 是 说 ， 存 在 某 个 关系 SEII_1P， 使 得 (x,y) ER 当 且 仅 
当 有 一 个 xz 满足 (zx,y,z)ES。 从 而 ，xEL 当 且 仅 当 有 一 个 字符 串 y;z 满足 (z,y,z)ES， 
其 中 SEI;-1P。 但 这 意味 着 LE 35;P。 

在 复杂 性 理论 中 ， 许 多 结果 的 陈述 都 会 以 类 似 定 理 17. 9 那样 结束 :“ 那 么 对 于 所 有 的 
j 之 i，3jP 二 IP 一 Aj;P 二 3:P。” 这 个 结论 通常 会 简写 成 “那么 多 项 式 谱系 会 塌陷 到 第 i 
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层 ,” 比 方 说 : 

推论 若 P 二 NP,， 或 者 即使 NP 二 coNP， 和 多项式 谱系 也 会 塌陷 到 第 一 层 。 图 

这 个 推论 使 得 一 件 事变 得 足够 清晰 : 在 还 未 证 出 P 冯 NP 的 情况 下 ， 我 们 没有 希望 证 
得 这 个 多 项 式 “ 谱 系 ” 真 的 是 一 个 每 一 个 类 真 包含 前 一 个 类 的 关于 类 的 谱系 (尽管 再 一 
次 ， 我们 强烈 地 相信 应 该 是 这 样 的 )。 不 过 ， 由 于 以 下 原因 ， 多 项 式 谱系 仍然 是 有 趣 的 。 
首先 ， 它 是 对 重要 的 (可 证 的 ) 关于 “ 越 来 越 不 可 判定 问题 ”的 谱系 ， 即 算术 Kleene 谱 
系 〈 回 顾问 题 3. 4. 9) 的 一 个 多 项 式 的 类 比 。 其 次 ， 它 的 各 层 包 含 了 一 些 ， 尽 管 不 是 太 多 ， 
但 有 趣 而 且 自 然 的 问题 。 其 中 有 些 问 题 还 是 完全 的 。 比 方 说 ， 考虑 下 面 的 判定 性 问题 : 

MINIMUM CIRCUIT: 给 定 一 个 布尔 电路 C， 是 否 不 存在 具有 更 少 的 门 ， 且 计算 相 
同 布尔 函数 的 电路 ? 

和 而 且 目 前 还 未 发 现 它 在 这 下 面 的 类 中 。 要 证 明 它 在 

PP 中， 注意 C 是 一 es” 的 实例 当 且 仅 当 对 于 所 有 拥有 更 少 门 的 电路 C” ， 存 在 一 个 
er 
时 间 内 检查 完 。 

我 们 还 不 知道 MINIMUM CIRCUIT 是 否 是 IzP 完全 的 。 幸 运 的 是 ， 和 往常 一 样 ， 对 
于 任意 i 三 1， 存 在 一 个 可 满足 性 的 版 本 非常 适合 于 该 谱系 所 对 应 的 层 : 

QSAT; ( 伴 有 i 个 交错 量词 的 量化 的 可 满足 性 ): 给 定 一 个 布尔 表达 式 $5， 其 中 布尔 变 
量 被 划分 成 i 个 集合 XX1,…,X;， 是 否 存在 一 个 对 于 Xi 中 变量 的 真 值 指 派 ， 使 得 对 于 X2 
中 变量 的 任意 真 值 指派 ， 都 存在 一 个 对 于 Xs 中 变量 的 真 值 指派 …… 这 样 直 到 X;， 对 于 这 
样 的 真 值 指派 ，Y 是 否 是 可 满足 的 ?我 们 将 (通过 稍微 滥用 一 下 我 们 的 一 阶 量词 来 表述 

9X1iVX2 3KRa RX 东 
和 往常 一 样 ， 其 中 的 量词 Q 是 3， 车 i 是 奇数 ; 否则 ， 是 V， 若 ;是 偶数 。 

定理 17. 10 对 于 所 有 的 i 宇 1，QSAT; 是 3;P 完全 的 。 

: 两 个 方面 的 证 明 都 主要 依赖 于 定理 17. 8 和 推论 2。 要 证 明 QSAT;E€5;P， 我们 
只 需要 注意 它 是 以 推论 2 所 要 的 形式 定义 的 。 

要 将 任意 语言 LE 53;P 归 约 到 QSAT;， 我 们 首先 以 推论 2 的 形式 来 刻画 L。 既 然 关 系 
R 能 够 在 多 项 式 时 间 内 判定 ， 那 么 有 一 个 多 项 式 时 间 的 确定 性 图 灵机 M 只 接受 那些 满足 
(zyy1，"… ,Yi) ER 的 字符 串 z; yi1;…;yi。 假设 i 是 奇数 (i 是 偶数 时 是 类 似 的 )。 利 用 
Cook 定理 (因此 其 至 没有 用 到 M 是 确定 性 这 样 一 个 优势 )， 我 们 可 以 写 出 布尔 表达 式 $ 
反映 这 个 机 器 的 计算 。 中 的 变量 可 以 分 为 ;十 2 类。 变量 集合 X 包含 的 变量 代表 了 输入 
字符 串 中 第 一 个 “;” 符 号 之 前 的 那些 符号 一 一 M 的 输入 是 工 ; yi ;…;yi 的 形式 。 类 似 地 ， 
变量 集合 Yi 代表 了 下 一 个 输入 符号 ， 以 此 类 推 直 到 Yi; 。 这 些 i 十 1 组 集合 称 为 输入 变量 。 
最 后 ， 有 一 组 〈 可 能 很 大 ) 布尔 变量 Z 包含 了 M 在 整个 计算 中 的 所 有 其 他 方面 。 

现在 ， 对 X,Y1,…,Y; 中 的 变量 赋值 之 后 ， 所 生成 的 表达 式 是 可 满足 的 当 且 仅 当 这 组 
输入 变量 的 值 所 对 应 的 字符 串 在 M 可 判定 的 语言 中 ， 即 它们 之 间 存 在 关系 R。 

现在 ， OE 的 代入 赋值 区。 我 们 知道 xzEL 当 且 
仅 当 有 一 个 yy ， 使 得 对 所 有 的 yz,…， 有 一 个 y;〈 还 记得 i 是 奇数 ) 满足 R(x,yi，*…… ,yi)。 
rie 
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的 Ys 的 赋值 ，…， 有 一 组 对 到 的 赋值 ， 并 且 有 一 组 对 Z 的 赋值 ， 使 得 $ 的 值 为 真 。 从 而 
地 会 工 当 且 仅 当 Yi WYa 3Y;;Z$(K), 而 这 正 是 QSAT; 的 一 个 实例 。 口 ] 

那么 累积 谱系 PH 又 怎样 呢 ? 它 有 完全 集合 吗 ? 发 现 它 有 可 能 不 存在 完全 问题 。 这 不 
是 因为 PH 是 一 个 “语义 类 ”一 一 它 不 是 。 它 的 原因 有 一 点 微妙 (与 问题 8. 4. 2 做 比较 ) 。 

定理 17. 11 如 果 有 一 个 PH 完全 问题 ， 那 么 多 项 式 谱系 将 塌陷 到 某 个 有 限 层 。 

证 明 : 假设 L 是 PH 完全 的 。 因 为 LEPH， 所 以 存在 i 三 0 使 得 LE5;P。 但 是 任意 语 
言 L'E3ir1P 可 以 归 约 到 上 上 。 既 然 多 项 式 谱系 的 所 有 层 在 归 约 下 是 封闭 的 ， 这 就 意味 着 
L'EBP。 从 而 5:P=3:+1P。 口 

关于 多 项 式 谱系 的 计算 能 力 ， 有 一 个 相当 明显 的 上 界 : 多 项 式 空 间 。 事 实 上， 从 定 
理 17. 8 推论 2 中 的 特性 容易 看 出 ， 对 于 字符 串 y1 ,yz，… ,yi 的 搜索 完全 能 够 在 多 项 式 空间 
内 完成 。 在 第 18 章 ， 我们 将 看 到 PSPACE 从 某 种 程度 上 是 多 项 式 谱系 的 一 个 推广 和 扩展 。 

性 质 17. 1 PHCPSAPCE。 口 

但 PH 二 PSAPCE 吗 ? 这 还 是 一 个 未 解决 的 有 趣 问题 。 但 是 注意 这 样 一 个 难以 理解 的 
事实 : 如 果 PH 二 PSAPCE， 那 么 由 定理 17.11，PH 有 完全 问题 (因为 PSPACE 有 )， 因 此 
多 项 式 谱系 塌陷 。 尽 管 PH 一 PSAPCE 看 上 去 会 使 得 多 项 式 谱系 向 上 “伸展 "， 从 而 增强 它 
的 计算 能 力 ， 但 事实 上 却 会 走向 反面 。 最 后 ，PH 有 一 个 非常 自然 的 逻辑 刻画 ( 比 Fagin 
定理 更 加 自然 ， 参 见 问题 17. 3. 10) 。 

BPP 和 多 项 式 电 路 

在 11. 2 节 研 究 BPP 的 时 候 ， 注 意 我 们 还 不 知道 它 是 否 在 NP 中 (或 coNP 中 ， 因 为 
BPP 在 补 下 封闭 ， 所 以 它 要 么 同时 是 两 者 的 子 集 ， 要 么 都 不 是 )。 现 在 ， 通 过 概率 技术 ， 
我 们 可 以 证 明 它 在 多 项 式 谱系 的 第 二 层 中 。 

定理 17.12 BPPCY:P。 | 

证 明 : 令 LEBPP。 关 于 LL， 我 们 所 知道 的 是 存在 一 个 标准 的 图 灵机 M， 对 于 长 度 为 
n 的 输入 ， 经 过 长 度 为 p(n) 的 计算 后 ， 它 通过 绝对 多 数 方法 来 判定 工 。 对 于 每 个 长 度 为 7 
的 输入 z， 令 A(Cz)E10,1)25 表 示 所 有 最 终 可 接受 的 计算 集合 〈 那 些 导 致 “yes” 的 选 
择 )。 我 们 假设 车 zEL, 那么 |A(z) | 之 22" (1 一 充 ); 若 x&L， 那 么 1A(z)| 福 22m 方 。 


换 句 话说 ,错误 回答 的 概率 误 报 或 者 漏 报 ) 至 多 是 六， 而 不 是 通常 的 于。 这 可 以 通过 执 


行 BPP 算法 足够 多 次 后 取 多 数 结果 的 方法 来 得 到 保证 〈 见 第 11. 3 节 的 讨论 )。 

令 口 为 所 有 长 度 为 p(n) 的 位 串 集合 。 对 于 a,5EU， 定 义 a@b 为 两 个 位 串 异 或 后 得 
到 的 新 位 串 。 比 方 说 ，1001001@0100101 二 1101100。 这 个 运算 有 一 些 非常 有 用 的 性 质 。 
首先 ，a@b 二 c 当 且 仅 当 c@b 二 a。 也 就 是 说 ， 函 数 “@b” 作 用 在 a 上 两 次 之 后 返回 a。 因 
此 ， 函 数 “@0” 是 单 射 的 〈 因 为 它 的 参数 能 够 被 恢复 ) 。 其 次 ， 如 果 a 是 固定 的 串 ， 而 -是 
随机 串 ， 则 独立 地 投掷 无 偏 硬 币 p(n) 次 之 后 ，rBa 还 是 一 个 随机 位 串 。 这 是 因为 “9a” 是 
U 的 置换 ， 所 以 并 不 会 影响 均匀 分 布 。 

令 t 是 一 个 长 度 为 p(n) 的 位 串 ， 并 考察 集合 A(z)@: 一 {a@iaEAGCz))。 我 们 称 这 个 
集合 为 A(z) 在 上 下 的 翻译 。 因 为 函数 @t 是 单 射 的， 所 以 A(x) 的 翻译 和 A(z) 有 着 同样 
的 基数 。 我 们 将 证 明 如 下 直观 的 事实 : 车 zEL， 既 然 A(z) 在 这 种 情形 下 足够 大 ， 所 以 
我 们 可 以 找到 一 个 相对 小 的 翻译 集合 覆盖 整个 U。 然 而 ， 若 xzFFL， 那 么 4A(Cz) 非常 小 ， 


荔 7Z7 音 多 项 式 课 系 277 


从 而 不 存在 这 样 的 翻译 集合 。 
更 形式 化 地 ,假设 +zEL， 考 察 一 个 由 p(n) 个 翻译 所 构成 的 随机 序列 二，…,ip0y EU。 


它们 独立 地 通过 元 的 概率 获得 pln)? 个 位 而 构成 的 。 固 定 一 个 串 2EU。 我 们 说 这 些 翻译 覆盖 


5b， 阁 存 在 某 个 ] 三 p(n) 使 得 bE A(z)@t; 。6b 被 覆盖 的 概率 是 多 少 呢 ?5E A(z)@i; 当 且 仅 当 
bBt; E A(x)。 由 于 和 一 样 2@6 是 随机 串 ， 而 且 我 们 假设 zxEL， 所 以 我 们 得 到 prob [4b& 


4(z)66] 一 坟 。 因 此 ，6 没有 被 任何 覆盖 的 概率 就 是 这 个 数 的 p(n) 次 短 ，2-*"”。 


因此 ， 每 一 个 在 上 中 的 点 没有 被 著 盖 的 概率 是 2-”w% 。 存 在 一 个 未 被 覆盖 的 点 的 概 
率 至 多 为 2-w 中 乘 以 U 的 基数 ， 或 2-o-Dzo <1。 因 此 ， 一 个 随机 的 翻译 序列 工 一 
Cn ,…stp0w) 有 一 个 正 的 (事实 上 ， 压 倒 性 的 ) 概率 使 得 它 能 够 覆盖 整个 U。 所 以 ， 我 们 
必须 说 至 少 存 有 一 个 能 够 履 盖 整个 U。 

相反 ,假设 zgL。 那 么 ACz) 的 基数 是 U 的 基数 的 指数 级 的 一 小 部 分 ， 显 然 没 有 长 
度 为 pn) 的 翻译 序列 工 能 够 覆盖 整个 U。 因 此 ， 有 一 个 长 度 为 p(n) 覆盖 整个 U 的 翻译 
序列 工 当 且 仅 当 工 E 工 。 
现在 ,LE SP 的 证 明 可 以 简单 地 从 定理 17. 8 的 推论 2 获得 : 我 们 已 经 证 明 工 可 以 
写成 
L = {x: 存 在 一 个 TE {0,1}*m 满足 对 于 所 有 的 bE U, 有 一 个 j 过 p(n) 使 得 6@@ € ACz)) 
根据 推论 ， 这 就 是 在 32P 中 语言 的 形式 。 最 后 的 存在 量词 “有 一 个 j 使 得 ……” 不 影响 了 
在 多 项 式 谱系 中 的 位 置 : 它 的 存在 量词 基于 多 项 式 多 的 可 能 性 ， 因 此 是 一 个 伪装 的 “或 ”。 
换个 说 法 ， 整 个 一 句 “ 有 一 个 j 壹 p(n) 使 得 5@4; € A(x)” 可 以 通过 尝试 所 有 的 ty ， 从 而 


在 多 项 式 时 间 内 完成 测试 。 
既然 BPP 在 补 下 是 封闭 的 ， 所 以 事实 上 我 们 证 明了 : 
推论 BPPS53sPNILP。 于 


我 们 用 一 个 和 电路 复杂 性 相关 的 有 趣 结果 来 结束 对 多 项 式 谱系 的 讨论 。 在 14.4 节 ， 
我 们 明确 地 阐述 了 一 个 重要 的 “猜想 B” 一 一 P 关 NP 的 加 强 版 ， 即 SAT (或 者 任意 其 他 
NP 完全 问题 ) 不 存在 多 项 式 电 路 (一 致 的 或 者 不 一 致 的 )。 下 面 的 结果 给 这 个 猜想 增加 了 
不 少 可 信和 度 。 

定理 17. 13 若 SAT 有 多 项 式 电路 ， 则 多 项 式 谱系 塌陷 到 第 二 层 。 

证 明 : 这 个 证 明 是 SAT 自 归 约 的 一 个 漂亮 应 用 〈 见 定理 13.2 和 14. 3 的 证 明 )。 所 谓 
SAT 是 自 归 约 的 ， 是 指 有 一 个 通过 判定 更 小 实例 的 SAT 来 判定 原 SAT 的 多 项 式 时 间 算 
法 。 也 就 是 说 ， 有 一 个 多 项 式 时 间 论 示 机 MSAI 以 SAT 作为 论 示 来 判定 SAT。 唯 一 的 约 
束 是 : 对 于 长 度 为 的 输入 ， 它 的 论 示 字符 串 最 多 只 能 包含 "一 1 个 字符 。 

这 个 证 明基 于 自 归 约 的 一 个 重要 结果 : 自 测 试 。 假 设 有 一 复 多 项 式 电路 C 一 (Co ,Ci ,…) 
判定 SAT。 在 证 明 中 ,我 们 将 允许 自 归 约 机 MSAT 使 用 这 个 徐 的 一 个 起 始 段 C, 一 (Co， 
Ci，…，,C,) 来 作为 该 机 器 的 论 示 ， 而 不 是 SAT。 也 就 是 说 ， 一 旦 一 个 查询 出 现在 它 的 查 
询 字 符 串 中 ， 这 个 机 器 M0: 调用 的 不 是 SAT， 而 是 在 这 个 起 始 段 中 的 某 个 适当 的 电路 ， 假 
设 查 询 的 长 度 至 多 是 n (而 且 我 们 也 知道 M 的 查询 有 较 小 的 长 度 )。 我 们 说 起 始 段 C。 自 测 
试 ， 若 对 于 规模 至 多 是 的 布尔 表达 式 ww 

MC (zw) = Cn (tw) 
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也 就 是 说 ， 所 有 布尔 表达 式 记 输入 适当 的 电路 后 所 给 出 的 答案 与 它们 作为 以 电路 段 作 
为 论 示 的 SAT 自 归 约 机 的 输入 时 所 输出 的 答案 一 致 。 如 果 这 个 自 测 试 对 所 有 的 ww 都 成 立 ， 
那么 这 就 意味 着 (通过 对 规模 w 的 归纳 ) C* 确实 是 SAT 电路 艇 的 一 个 正确 起 始 段 。 

接 下 来 我 们 将 证 明 若 SAT 有 和 多项式 电路 ， 则 对 于 所 有 的 j，3;P 二 32zP。 根 据 定 
理 17.9， 我 们 只 需要 证 明 53P 二 32P。 所 以 ， 对 于 一 个 所 给 的 语言 LE 33P， 我 们 必须 证 
明 它 在 3zP 中 。 我 们 可 以 假设 工 的 形式 为 : 

L= {zx:jJyVz(r,y,z) € R} 
其 中 R 是 一 个 在 NP 中 可 判定 的 多 项 式 平衡 关系 一 一 这 是 定理 17. 8 推论 2 的 一 个 简单 的 
变种 ， 递 归 在 倒数 第 二 步 停止 。 既 然 尺 在 NP 中 是 可 判定 的 ,而且 SAT 是 NP 完全 的 ， 那 
么 有 一 个 归 约 下 满足 (zx,y,z)ER 当 且 仅 当 布尔 表达 式 忆 (zy,y,z) 是 可 满足 的 。 假 设 对 
于 输入 x， 所 构造 的 最 大 表达 式 F(zx,y,z) 的 长 度 至 多 是 p(|x|)。 既 然 R 是 多 项 式 平衡 
的 ， 且 下 是 多 项 式 时 间 的 ， 则 p(n)〉 是 一 个 多 项 式 。 

为 了 证 明 工 在 2P 中 ， 我们 将 证 明 xEL 当 且 仅 当 下 面 的 性 质 成 立 : 

存在 一 个 起 始 段 Cpclzl) 和 一 个 字符 串 y， 满 足 对 于 所 有 的 字符 串 zx 和 表达 式 ww (所 有 
的 长 度 至 多 是 p(|x|))。 我 们 有 : (a) Cp(lz) 对 于 ww 的 自 测试 成 功 ， 即 MC (ww) 二 Cn (tw); 
(b) Cpclzl) 对 于 表达 式 F(x,y,z) 输出 为 真 。 

注意 ， 由 于 上 述 条 件 涉 及 两 个 交错 的 量词 ， 而 且 最 里 面 的 性 质 可 以 在 多 项 式 时 间 内 测 
试 ， 所 以 LE€32P。 

如 果 上 述 条 件 成 立 ， 那 么 通过 (a)， 我 们 知道 Cz) 是 SAT 电路 簇 的 一 个 正确 的 起 始 
段 ， 因 此 它 能 够 用 来 正确 验证 在 〈b) 中 的 R(z,y,z)， 所 以 这 个 条 件 蕴 涵 了 xEL。 反 过 
来 , 车 rEL， 那么 有 一 个 y 使 得 对 于 所 有 的 <，R(z,y,z)。 而 且 ， 通 过 我 们 的 假设 
(SAT 有 多 项 式 电 路 )， 我 们 知道 存在 一 个 正确 的 起 始 段 能 够 自 测试 。 对 于 适当 的 y 和 x， 
这 个 起 始 段 将 验证 (xsvsz)ER, 证 明 完 成 了 。 图 


17.3 注解 、 参 考 文献 和 问题 
17.3. 1 类 综 览 





DP 类 是 在 


oC. H. Papadimitriou and M. Yannakakis. “The complexity of facets (and somefacets of complexity)”, 
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Proc. 24th ACM Symp. onthe Theory of Computing, pp. 229- 234, 1982; also, J.CSS 28, pp. 244- 
259, 1984, 
中 引入 的 。 
许多 DP 完全 性 结果 可 以 在 上 面 的 文章 ， 以 及 下 面 这 篇 文章 中 找到 : 
oC. H. Papadimitriou and D. Wolfe. “The complexity of facets resolved”, Proc. 16th IEEE Symbp. 
on the Foundations of Computer Science, pp:. 74-78, 1985; also, J. CSS 37 pp. 2- 13, 1987., 
至 于 UNIQUE SAT， 存 在 着 一 个 论 示 ， 在 该 论 示 下 ， 该 问题 不 是 DP 完全 的 。 因 此 ， 与 我 们 所 看 到 
的 其 他 问题 相 比 ， 它 看 上 去 并 不 那么 能 作为 DP 的 代表 : 
oA. Blass and Y. Gurevich. “On the unique satisfiability problem”， Information and Control, 55, 
pp. 80- 88, 1982. 
关于 这 一 点 ， 参 见 问题 18. 3. 5。 
DP 中 的 “D” 人 代表“ 差异 ”: DP 中 的 一 个 语言 就 是 NP 中 某 两 个 语言 的 差 集 。 所 对 应 的 ， 由 两 个 递 
归 可 枚 举 语 的 言 差 所 构成 的 类 是 在 . 
© H. Rogers. Theory of Recursive Functions and Effective Computability, MIT Press, Cambridge, 
Massachusetts, 1987 (second edition). 
中 定义 。 
顺便 说 一 句 ， 我 们 所 定义 的 DP 类 在 该 文献 中 记 做 D*。 我 们 采用 了 新 的 记号 ， 包括 关 于 多 项 式 谱系 
的 记号 (它们 通常 记 做 ,52? 等 )， 为 了 所 有 在 P 和 PSAPCE“ 之 间 ” 的 类 有 一 个 统一 的 命名 规则 : 所 有 的 
名 字 以 了 结尾， 前 级 表示 所 涉及 的 计算 模式 。 
17. 3.2 问题 : (a) 证 明 问 题 CRITICAL SAT、CRITICAL HAMILTON PATH 和 CRITICAL 3- 
COLORABILITY 在 DP 中 。 
(b) 证 明 UNIQUE SAT 在 DP 中 。 
(c) 证 明 若 UNIQUE SAT 在 NP 中 ， 则 NP 二 coNP，。 
17.3.3 问题 : 证 明 DPSPP。 
17. 3.4 真 或 假 ? (或 等 价 于 P 王 NP?) 
(a) 车 是 NP 完全 的 , 而 且 L' 是 coNP 完全 的 ,那么 LNL 是 DP 完全 的 。 
(b) 车 二 是 NP 完全 的 , 则 LNL 是 DP 完全 的 。 
17.3.5 DP 可 以 扩展 到 那些 允许 SAT 查询 为 任意 有 限 数目 的 复杂 类 。 所 产生 的 布尔 谱系 ， 有 点 缺 
乏 自然 的 完全 问题 ， 是 在 
oJ.-Y. Cai, T. Gundermann, J. Hartmanis, L. Hemachandra, V. Sewelson, K, Wagner, and G. 
Wechsung. “The Boolean hierarchy I: Structural properties”, SIAMJournal on Computing 17, pp. 1232- 
1252, 1988. Part [[ : Applications in vol. 18, pp. 95-111, 1989. 
中 研究 的 。 
17.3.6 证 明 如 下 语言 是 AsP 完全 的 : 给 定 一 个 TSP 的 实例 ， 最 优 回路 的 长 度 是 否 为 奇数 ? 最 优 巡 
回路 是 否 是 唯一 的 ? 
17. 3.7 ”FPN 和 优化 问题 间 的 关系 (定理 17.5 和 17.6) 在 
oC. H. Papadimitriou. “The complexity of unique solutions”, Proc. 23rd IEEE Symp. on the Foun- 
dations of Computer Science, pp.，, pp: 14-20, 1983; also J. ACM 31, pp. 492-500, 1984., 
中 有 所 提 及 ， 并 在 
OM. W. Krentel. “The complexity of optimization problems”, Proc. 18th ACM Symp. onthe Theory 
of Computing, pp. 79-86, 1986; also J.CSS 36 pp. 490- 509, 1988. 
中 给 出 了 具体 的 陈述 。 
定理 17.7 来 自 
oS. R. Buss and L. Hay. “On truth-table reducibility to SAT and the difference hierarchy over NP”, 
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Proc. 3rd Symp. on Structure in Complexity Theory, pp. 224-233, 1988. 
17. 3.8 问题 : 证 明 若 NPCTIME(n%")， 则 PHETIME(nios n)。 
17. 3.9 多 项 式 谱 系 是 在 
OL. J. Stockmeyer. “The polynomial hierarchy”, Theor. Comp. Science, 3, pp. 1-22, 1976. 
中 引入 并 研究 的 。 
关于 QSAT; 完全 性 的 定理 17. 10 来自 于 
oC. Wrathall. “Complete sets for the polynomial hierarchy”, Theor. Comp, Science, 3, pp. 23-34， 
1970; 
17.3. 10 证明 PH 是 所 有 能 够 用 二 阶 远 辑 表 示 的 关于 图 论 性 质 的 类 (与 定理 8. 3 进行 比较 ) 
17. 3. 11. 假设 TSP 的 欧 几 里 德 实例 中 的 城市 都 是 凸 多 边 形 上 的 顶点 。 那 么 不 仅 最 优 回路 很 容易 找 
到 ( 它 就 是 这 个 多 边 形 的 周 长 )， 而 且 这 个 实例 具有 主 回路 性 质 : 存在 一 个 回路 使 得 任意 城市 子 集 上 的 最 
优 回路 可 以 通过 简单 地 将 该 回路 上 的 不 在 这 个 子 集中 的 城市 删除 而 获得 。 
问题 : 证 明 判 定 TSP 的 一 个 给 定 实例 是 否 具有 主 回路 性 质 是 在 32P 中 的 。 
17.3. 12 我 们 知道 将 布尔 表达 式 从 析 取 范式 转换 成 合 取 范 式 的 最 坏 情 况 可 能 是 指数 的 ， 因 为 输出 有 
可 能 是 输入 的 指数 长 。 但 是 假设 输出 是 短 的 。 特 别 是 ， 考 虑 如 下 的 问题 : 给 定 一 个 析 取 范式 形式 的 布尔 
表达 式 和 一 个 整数 B。 我 们 要 求 判断 所 对 应 的 合 取 范 式 是 否 有 也 或 者 更 少 的 子 句 。 
问题 : 证 明 这 个 问题 在 3zP 中 。 
顺便 说 一 句 ， 上 述 这 两 个 问题 是 两 个 很 好 的 自然 的 32P 完全 问题 的 候选 者 。 


17. 3. 13 ”默认 逻辑 区 认 是 一 个 形 如 3 一 光 的 对 象 ， 其 中 $、y 入 都 是 合 取 范式 的 布尔 表达 


式 ， 分 别称 为 8 的 先决 条 件 、 论 据 和 结论 。 pp. 上 述 默 认 的 意思 是 ; 车 8 是 真 的 ， 而且 既 没有 与 y 
矛盾， 也 没有 与 了 矛盾， 那么 我 们 可 以 “默认 假设 X 为 真 "。 比 方 说 ， 下 面 是 在 人 工 智 能 中 这 种 设备 预期 
的 用 法 : 
岛 ( 翟 迪 ) :一 企 笋 ( 染 这 )&& 苍蝇 (以 迪 ) 
苍蝇 ( 众 过 ) 

默认 理论 是 一 个 二 元 组 DD 二 (ao ,A)， 其 中 ao 是 一 个 布尔 表达 式 (直观 上 ， 包含 了 我 们 对 世界 最 初 的 知 
识 ) ，A 是 一 个 默认 的 集合 。 

默认 理论 的 语义 是 在 一 种 特殊 模型 上 定义 的 ， 该 模型 称 为 扩展 。 给 定 一 个 默认 理论 (ao ,A)，(ao ,A) 
的 扩展 是 一 个 表达 式 a 使 得 下 面 的 合 取 范式 的 表达 式 序列 从 ao 开始 ， 收 全 到 a: 


ai = Olai U ‘x: 存在 菜 个 睦 认 人 CE E A, a>$ 而 且 ap" (yA X))}) 


这 里 9(8) 表示 演绎 闭 包 ， 及 者 册 直 剖 雪 册 皆 业 学， 也 就 是 说 ， 在 每 一 步 ， 我 们 把 那些 先决 条 件 已 
经 成 立 的 ， 而 且 论 据 和 结论 没有 与 所 寻找 的 扩展 相 了 矛盾 的 那些 默认 结论 添加 到 w 中 ; 然后 我 们 就 获得 了 
所 有 可 能 的 逻辑 结论 。 注 意 所 寻找 的 扩展 a 出 现在 迭代 中 。 显 然 这 个 过 程 在 1A| 或 更 少 的 步 又 之 后 必 将 收 
敛 ， 但 不 一 定 收敛 到 a。 如 果 不 是 收敛 到 a， 那么 "就 不 是 扩展 。 默 认 理 论 可 以 有 一 个 、 多 个 ， 或 者 没有 
扩展 。 令 DEFAULT SAT 为 下 述 问 题 :“ 给 定 一 个 默认 理论 ， 它 是 否 有 一 个 扩展 ?” 

(a) 证 明 DEFAULT SAT 是 52P 完全 的 。 





Cb) 考虑 所 有 的 默认 者 是 形 如 ，=& 2 的 DEFAULT SAT 的 一 个 特例 ， 其 中 z 和 y 都 是 文字 。 证明 
DEFAULT SAT 在 这 个 特例 中 是 NP 完全 的 。 

默认 逻辑 是 由 Ray Reiter 提出 并 研究 的 ， 

oR. Reiter. “A logic for default reasoning”, Artificial Intelligence 13, 1980. 

它 是 试图 在 人 工 智能 中 刻画 难以 理解 的 常识 推理 的 众多 形式 化 体系 中 的 一 个 ， 可 参阅 


o M. Genesareth and N. Nilsson. Logical Foundations of Artificial Intelligence, Morgan- Kaufman, 
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San Mateo, California, 1988. 
在 (a) 和 (b) 部 分 的 复杂 性 结果 来 自 
oC. H. Papadimitriou and M. Sideri. “On finding extensions of default theories”, Proc. International 
Conference in Database Theory, pp. 276-281, Lecture Notes in Computer Science, Springer- Verlag， 
1992. 
关于 这 个 以 及 其 他 常识 推理 形式 化 的 一 个 非常 全 面 的 复杂 性 方面 的 研究 ， 包 含 在 
o G. Gottlob. “Complexity results in non-monotonic logics”, CD- TR 91/24, T. U. Wien, August 1991. 
Also, J. of Logic and Computation, June 1992. 
其 中 得 到 了 一 些 自然 的 、- 各 自在 多 项 式 谱 系 的 某 个 层 中 是 完全 的 问题 。 
17. 3. 14 存在 某 些 论 示 ， 分 别 在 不 同 的 论 示 下 ，PH 天 PSAPCE 目 多 项 式 谱 系 是 无 限 的 ， 或 者 是 塌陷 
到 任意 层 ， 参 见 
oA. C.-C. Yao, “Separating the polynomial hierarchy by oracles”, Proc. 26th IEEE Symp. on the 
Foundations of Computer Science, pp. 1-10, 1985. 
oJ]. Histad. Computational Limitations or Small- depth Circuits, MIT Press, Cambridge, 1987. 
© K.-I Ko. “Relativized polynomial-time hierarchies with exactly k levels”, SIAM J. Computing, 18, 
pp. 392-408, 1989. 
这 两 个 问题 曾经 悬而未决 有 一 段 时 间 。 事 实 上 ， 我 们 已 经 知道 对 于 一 个 随机 论 示 ， 从 PSAPCE 分 离 
出 多 项 式 谱 系 是 可 以 的 : 
oJ.-Y. Cai. “With probability one，a random oracle separates PSPACE from the polynomial hierar- 
chy”, Proc. 18th ACM Symp. onthe Theory of Computing, pp. 21-29, 1986; also, J.CSS, 38, pp. 68- 
85, 1988. 
17.3.15 定理 17. 12 的 一 个 更 弱 的 版 本 是 在 
© M. Sipser. “A complexity theoretic approach to randomness”, Proc. 15th ACM Symp. onithe Theory of 
Computing, pp. 330- 335, 1983. 
中 公布 的 。 
我 们 的 证 明 来 自 
oC. Lautemann. “BPP and the polynomial time hierarchy”, IPL 17, pp. 215- 218, 1983. 
定理 17. 13 来 自 
oR. M., Karp and R. J. Lipton. “Some connections between nonuniform and uniform complexity clas- 
ses”, Proc. 12th ACM Symp. on the Theory of Computing, pp. 302-309, 1980; retitled “Turing 
machines that take advice”, Enseign. Math., 28, pp. 191- 201, 1982. 
它 目 前 更 强 的 形式 要 归功 于 Mike Sipser。 
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有 关 计 数 的 计算 





“……*: 而 且 尽 管 这 些 洞 相当 小 ， 
但 他 们 不 得 不 把 它们 都 数 出 来 。” 


18.1 积 和 式 


到 目前 为 止 ， 我 们 已 经 研究 了 问题 的 两 种 相关 的 风格 : 一 种 是 问 是 否 存 在 一 个 想 要 的 
解 ; 男 一 种 要 求 给 出 一 个 解 。 但 是 还 有 一 类 重要 的 、 自 然 的 和 本 质 上 不 同 的 问题 ,询问 存 
在 多 少 个 解 。 

例 18.1 考虑 下 面 的 问题 : 

# SAT: 给 定 一 个 布尔 表达 式 ， 计 算 能 够 满足 它 的 不 同 真 值 指派 的 数目 。 

显然 ， 如 果 我 们 能 够 解 这 个 问题 ， 那 么 我 们 就 能 够 解 SAT: 一 个 表达 式 是 可 满足 的 ， 
当 且 仅 当 这 个 数目 不 等 于 0。 

类 似 地 ，# HAMILTON PATH 要 求 在 给 定 图 上 不 同 的 哈密 顿 路 径 的 数目 。 夫 CLIQUE 是 
要 求 大 小 大 于 或 等 于 上 的 团 的 数目 。 以 此 类 推 。 口 

例 18.2 上 面 例子 中 的 所 有 问题 实质 上 是 NP 完全 判定 问题 的 “计数 版 本 ”。 但 是 即 
使 判定 问题 是 多 项 式 的 ， 求 出 所 有 解 的 数目 仍然 可 能 非常 难 。 比 方 说 ， 考 察 MATCHING 
问题 。 虽 然 判 断 一 个 二 分 图 是 否 有 完美 匹配 可 以 在 多 项 式 时 间 内 完成 ( 见 1.2 节 )， 但 计 
算出 在 二 分 图 上 的 不 同 完美 匹配 的 数目 是 一 个 重要 的 ， 而 且 非 常 难 的 问题 。 

有 人 可 能 希望 通过 利用 匹配 和 矩阵 行列 式 之 间 的 关系 ( 见 11.1 节 和 15.3 节 ) 来 解决 
计算 完美 匹配 个 数 的 问题 。 假 设 G== (U,V,E) 是 一 个 二 分 图 ， 其 中 U= {ui,*…,un), V== 
{vy Un}， 以 及 ECUXV。 考 虑 这 个 图 的 邻接 矩阵 A 一 一 这 是 一 个 nXn 的 矩阵， 其 中 
第 i,j 个 元 素 为 1， 若 [ui ,vj;]EEk; 否则 ,为 0。A® 的 行列 式 是 


det AS = >») ala) TAG, 
x i=] 
这 里 在 G 的 所 有 完美 匹配 上 进行 求 和 。 若 x 是 一 个 奇 排列 ， 则 c(Cr) 为 一 1; 若 它 是 一 个 
偶 排 列 ， 则 oC(x) 为 1。 就 是 这 个 因子 挫败 了 我 们 打算 通过 行列 式 来 计算 匹配 个 数 的 计划 。 
换个 说 法 ,我 们 之 所 以 能 够 有 效 地 计算 行列 式 ， 正 是 因为 这 个 看 上 去 复杂 的 ol(x)。 因 
为 如 果 我 们 去 掉 这 个 ol(x) 因子 ,我 们 就 可 以 获得 矩阵 的 另 一 个 重要 刻画 一 一 积 和 式 : 
permA® = 2 TT ag 


x t=1 
Ac 的 积 和 式 就 是 G 的 完美 匹配 的 数目 。 这 就 是 为 什么 求 二 分 图 完美 匹配 个 数 的 问题 不 记 
做 # MATCHING,， 而 是 记 做 PERMANENT。 我 们 很 快 将 看 到 这 是 一 个 非常 难 的 问题 。 
一 个 有 nn 个 “男孩 ”{t,… ,un) 和 nn 个 “女孩 ”{w1，…,vn) 的 二 分 图 G 可 以 被 等 价 
地 看 成 是 一 个 有 n 个 结 点 {1,2,…,n) 的 有 向 图 G ， 其 中 在 G 中 有 从 i 到 j 的 边 当 且 仅 当 
[wo 站 在 G 中 ( 见 图 18.1， 注 意 有 向 图 G 可 能 有 自 环 ) 。 容 易 发 现 G 中 的 一 个 完美 匹配 
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对 应 于 G 中 的 一 个 较 履 盖 ， 即 一 个 覆盖 G 中 所 有 结 点 的 结 点 不 相交 圈 的 集合 〈 见 
图 18.1)。 所 以 ，AS 的 积 和 式 就 是 G 上 的 所 有 圈 覆 盖 的 总 数 。 这 个 等 价 性 提供 了 一 个 更 
好 的 方法 来 想象 匹配 和 积 和 式 。 比 方 说 ， 在 图 18. 1 中 二 分 图 有 4 个 不 同 的 匹配 。 足 够 自 
然 地 ， 这 个 有 向 图 有 4 个 不 同 的 圈 覆 盖 ， 而 且 这 个 矩阵 的 积 和 式 是 4。 轧 
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图 18.1 积 和 式 ， 匹配 和 圈 覆 羡 


例 18.3 计算 解 的 个 数 是 一 种 与 概率 计算 最 相关 的 计算 模式 。 比 方 说 ，REACH- 
ABILITY 引出 了 如 下 的 问题 ,给 定 一 个 有 m 条 边 的 图 G，G 的 2” 个 子 图 中 有 多 少子 图 包 
含 了 一 条 从 结 点 1 到 结 点 n 的 路 径 ? 这 个 问题 很 重要 ， 因 为 连接 这 两 个 结 点 的 子 图 的 个 数 


是 对 这 个 图 可 靠 性 的 一 个 精确 估计 ， 即 2” 乘 以 这 两 个 结 点 在 每 条 边 以 去 的 概率 独立 断 弄 


的 情况 下 仍然 保持 连通 的 概率 。 因 此 ， 计 算 包 含 一 条 从 1 到 路径 的 子 图 个 数 的 问题 就 叫 
作 GRAPH RELIABILITY。 口 

定义 18. 1 我 们 现在 定义 一 个 强 有 力 的 函数 类 ， 叫 作 # 卫 ( 读 作 “number P” 或 “sharp 
P”， 或 甚至 是 “pound P”) 。 令 Q 是 一 个 多 项 式 平衡 的 多 项 式 时 间 可 判定 的 二 元 关系 。 关 
于 QQ 的 计数 问题 是 : 给 定 T， 有 多少 y 满足 (z,y)EQ? 所 需要 的 输出 可 以 是 一 个 二 进 制 表 
示 的 整数 。#P 就 是 所 有 与 多 项 式 平衡 的 多 项 式 可 判定 的 关系 相关 联 的 计数 问题 的 类 。 口 

比方 说 ， 若 Q 是 关系 “y 满足 表达 式 x”， 那 么 所 对 应 的 计数 问题 就 是 #SAT。 若 Q 
是 “y 是 图 z 的 一 条 哈密 顿 路 径 >”， 那 么 我 们 就 有 # HAMILTON PATH。 通过 令 Q 是 关 
系 “y 是 二 分 图 z 的 一 个 完美 匹配 ”， 我 们 获得 PERMANET。 若 Q 是 “> 是 图 z 的 一 个 子 
图 ， 而 且 y 中 有 一 条 从 结 点 1 到 结 点 n 的 路 径 >， 则 我 们 得 到 了 GRAPH RELIABILITY， 以 
此 类 推 。 这 些 是 #P 问题 中 的 一 些 重要 例子 (很 快 我 们 将 看 到 它们 是 #P 完全 的 )。 

像 往 常 对 待 函 数 问 题 一 样 ， 两 个 计数 问题 A 和 B 之 间 的 归 约 包含 两 个 部 分 : 部 分 R 
是 从 A 的 实例 x 到 B 的 实例 R(x) 的 一 个 映射 ; 另 一 部 分 S 从 R(xz) 的 回答 N 恢复 到 > 
的 回答 SCN) 。 在 计数 问题 中 ， 有 一 种 方便 的 归 约 ， 叫 作 将 豆 归 约 。 基 本 上 ， 归 约 是 音 瘟 
的 ， 若 S 是 恒 等 函 数 。 也 就 是 说 ， 实 例 R(xz) 解 的 个 数 等 于 实例 z 解 的 个 数 。 说 得 更 简单 
些 ， 在 FNP 中 间 题 之 间 的 音 罕 归 约 是 那些 保持 解 的 数目 不 变 的 归 约 。 

读者 可 能 需要 回 过 头 来 看 看 第 9 章 来 验证 : 事实 上 ,我 们 所 看 到 的 大 多 数 NP 中 问题 
之 间 的 归 约 其 实 就 是 所 对 应 的 计数 问题 间 的 音 冀 归 约 (除了 一 个 例外 ， 见 下 面 的 定 
理 18. 2) 。 比 方 说 ， 回 顾 从 CIRCUIT SAT 到 3SAT 的 归 约 ( 见 例 8. 3) 。 应 该 很 清楚 : 使 
得 电路 接受 的 那些 输入 和 可 满足 所 生成 表达 式 的 真 值 指派 之 间 存 在 着 一 一 对 应 。 所 以 ， 这 
个 归 约 是 音 瘟 的 ， 而 且 与 CIRCUIT SAT 相关 联 的 计数 问题 可 以 归 约 到 # SAT。 在 下 面 的 
证 明 中 我 们 将 用 到 这 一 点 。 
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定理 18. 1 #SAT 是 #P 完全 的 。 

证 明 : 这 是 Cook 定理 的 一 个 音 盏 变种 。 假 设 在 #P 中 有 一 个 通过 关系 Q 定义 的 任意 
计数 问题 。 我 们 将 证 明 这 个 问题 可 以 归 约 到 # SAT。 

我 们 知道 Q 能 够 被 一 个 多 项 式 时 间 的 图 灵机 M 所 判定 。 我 们 同样 知道 Q 是 多 项 式 平 
衡 的 ， 也 就 是 说 ， 对 于 每 个 z+， 可 能 的 解 y 的 长 度 最 多 是 |x|*。 事 实 上 ， 容 易 发 现 我 们 可 
以 假设 所 有 解 的 长 度 恰好 为 |zl*， 而 且 y 的 字母 表 为 {0,1)} 。 从 定理 8. 2 我 们 知道 ， 基 于 
M 和 xz， 我 们 可 以 在 对 数 空间 内 构造 一 个 有 |x|* 个 输入 的 电路 CCz)， 使 得 输入 y 导致 C 
(x) 的 输出 为 真 当 且 仅 当 M 接受 x;y， 或 等 价 地 ，(x,y)EQ。 因 此 ，C(x) 的 构造 就 是 一 
个 从 Q 的 计数 问题 到 CIRCUIT SAT 的 计数 问题 的 一 个 音 理 归 约 。 根 据 前 面 的 讨论 ， 存 在 着 
从 CIRCUIT SAT 的 计数 问题 到 # SAT 的 音 冀 归 约 ( 音 冀 归 约 显 然 是 可 以 复合 的 )。 口 

正如 我 们 所 说 的 ， 第 9 章 中 我 们 所 看 到 的 大 多 数 归 约 是 ,或 者 很 容易 使 之 成 为 ， 音 冀 
的 。 但 从 3SAT 到 HAMILTON PATH 的 归 约 是 一 个 例外 。 它 不 是 音 亩 的， 因为 在 子 句 
这 边 的 结 点 所 生成 的 完全 连通 图 (在 图 9.7 中 做 了 标记 的 结 点 ) 使 得 对 每 一 个 可 满足 的 真 
值 指派 添加 了 相当 大 数量 的 哈密 顿 路 径 〈 而 且 不 幸 的 是 ， 这 个 数目 并 不 总 是 一 样 的 ) 。 要 
证 明 下 面 的 结果 需要 我 们 更 多 的 思考 。 

定理 18.2 #HAMILTON PATH 是 # 卫 完全 的 。 

证 明 : 基于 在 定理 17. 5 证 明 TSP 是 FPY 完 全 时 所 用 到 的 归 约 ， 我们 将 证 明 有 一 个 从 
3SAT 到 HAMILTON PATH 的 音 冀 归 约 。 假 设 我 们 按 如 下 方法 修改 那里 〈 见 图 17. 2) 
构造 的 图 : 首先 ， 我 们 忽略 连接 子 句 部 分 的 终点 和 变量 部 分 起 点 的 边 〈 即 图 17. 2 的 边 e)， 
这 样 我 们 所 找 的 就 不 是 哈密 顿 回路 了 ， 而 是 在 图 17. 2 中 两 个 顶点 之 间 的 哈密 顿 路 径 。 其 
次 ， 我们 忽略 每 个 子 句 的 “紧急 边 ”， 这 条 边 是 当 子 句 是 不 满足 的 时 候 所 遍历 的 。 然 后 我 
们 马上 可 以 得 到 ， 所 生成 图 的 哈密 顿 路 径 与 所 给 的 3SAT 实例 的 可 满足 的 真 值 指派 是 一 一 
对 应 的 。 这 是 因为 对 于 每 一 个 可 满足 的 真 值 指派 ， 只 有 一 种 方法 能 够 遍历 这 些 子 句 ， 即 通 
过 遍历 那 条 对 应 着 该 子 句 的 第 一 个 为 真 的 文字 的 边 。 器 

最 令 人 印象 深刻 而 且 有 趣 的 # 了 P 完全 问题 是 那些 所 对 应 的 搜索 问题 能 够 在 多 项 式 时 间 
内 解决 的 问题 。0- 1 矩阵 的 PERMANENT 问题 ， 这 个 等 价 于 在 二 分 图 上 计算 完美 匹配 个 
数 的 问题 (或 等 价 于 计算 一 个 有 向 图 上 圈 覆 盖 的 个 数 ) ， 就 是 一 个 经 典 的 例子 

定理 18. 3 (Valiant 定理 ) PERMANENT 是 #P 完全 的 。 

证 明 : 我 们 将 从 3SAT 归 约 到 PERMANENT。 给 定 一 组 子 句 ， 每 个 子 句 带 有 3 个 文 
字 。 我 们 必须 构造 一 个 有 向 图 G 使 得 G 上 的 圈 覆 盖 以 某 种 方式 对 应 于 表达 式 的 可 满足 的 真 
值 指 派 (但 是 ， 由 于 判断 一 个 图 是 否 有 图 覆盖 是 容易 的 ， 所 以 这 个 对 应 不 可 能 是 很 直接 的 )。 

我 们 的 构造 与 “哈密 顿 ” 相 关 的 这 类 问题 的 完全 性 证 明 的 风格 非常 相似 〈 毕 竟 一 
密 顿 回路 就 是 一 个 圈 覆 盖 ) 。 比 方 说 ， 对 于 每 一 个 变量 ， 

图 上 相应 有 一 套 选 择 构 件 一 一 图 18. 2 所 示 的 有 向 图 ， 
其 中 没有 结 点 是 和 图 的 其 他 部 分 共享 (但 是 将 会 通过 附 
加 在 边 上 的 异 或 构件 与 图 上 的 其 他 部 分 进行 沟通 ) 。 对 x 二 真 x 一 候 
于 每 一 个 圈 覆 盖 ， 图 上 的 这 两 个 顶点 必定 是 要 么 被 从 左 
边 通 过 的 回路 所 覆盖 〈 对 应 于 z 王 真 )， 或 者 被 从 右边 
通过 的 回路 所 覆盖 〈z 一 假 ) 。 
对 于 每 一 个 子 句 ， 我 们 有 一 份 如 图 18. 3 的 构件 。 图 18.2 PERMANENT 的 选择 构件 
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“最 外 面 的 ”三 条 边 都 将 通过 异 或 构件 与 选择 构件 中 所 对 应 的 文字 边 连接 起 来 (就 和 我 们 
在 HAMILTON PATH 中 所 做 的 一 样 ) 。 这 个 子 句 构件 有 如 下 关键 的 性 质 ， 可 以 简单 地 通 
过 一 些 尝 试 来 进行 验证 ; 没有 一 个 圈 履 盖 能 够 遍历 这 三 条 最 外 面 的 边 。 而且 对 于 最 外 面 边 |443 
的 任何 一 个 真子 集 (包括 空 集 )， 只 有 一 个 较 履 盖 能 够 遍历 该 集合 中 
的 边 ， 并 且 不 会 遍历 不 属于 该 集合 的 最 外 面 的 边 。 注 意 它 的 意义 : 有 
一 个 对 该 子 句 构件 的 圈 覆 盖 ， 当 且 仅 当 在 选择 构件 中 所 选择 的 真 值 指 
派 满足 该 子 句 。 这 看 上 去 我 们 已 经 离 目标 很 近 了 (而且 轿 覆盖 与 可 满 
足 的 真 值 指派 之 间 的 对 应 非常 直接 ， 而 我 们 在 该 证 明 的 第 一 段 提 到 不 
应 该 有 如 此 直接 的 对 应 )。 

当然 ， 这 个 问题 是 由 于 异 或 构件 是 异乎 寻常 的 复杂 和 曲折 。 图 18.4 
就 是 所 构造 的 异 或 构件 (图 18. 4a 是 用 和 矩阵 来 表示 ， 图 18. 4b 是 用 有 ”图 18.3 子 名 构件 
向 图 来 表示 )。 可 以 立刻 发 现 这 个 构件 违背 了 PERMANENT 问题 ， 
因为 这 个 矩阵 拥有 除了 0 和 1 之 外 的 其 他 元 素 。 稍 后 我 们 将 看 到 如 何 去 除 这 些 元 素 。 所 对 
应 的 图 也 同样 如 此 (有 些 边 的 权重 不 是 1) 。 现 在 圈 履 盖 的 权重 是 指 这 个 圈 覆 盖 上 所 有 边 的 
权重 的 乘积 (可 能 是 一 个 负数 )。 这 个 将 矩阵 推广 到 一 般 元 素 的 PERMANENT 问题 可 以 
用 来 计算 所 有 圈 覆 盖 的 权重 之 和 。 





图 18.4 异 或 构件 
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我 们 首先 来 阐述 这 个 异 或 构件 关于 和 矩阵 的 积 和 式 的 关键 性 质 : 图 18. 4a 的 矩阵 有 如 下 
显著 的 性 质 ， 可 以 简单 地 通过 计算 来 进行 验证 : 

(a) 整个 矩阵 的 积 和 式 为 0。 

(b) 如 果 我 们 删除 第 一 行 和 第 一 列 ， 那 么 这 个 矩阵 的 积 和 式 为 0。 如 果 我 们 删除 最 后 
一 行 和 最 后 一 列 ， 那 么 积 和 式 也 为 0。 如 果 我 们 同时 删除 第 一 行 、 第 一 列 ， 以 及 最 后 一 行 
和 最 后 一 列 ， 积 和 式 仍 为 0。 

(c) 如 果 我 们 删除 第 一 行 和 最 后 一 列 ， 那 么 这 个 矩阵 的 积 和 式 是 4。 如 果 我 们 删除 最 
后 一 行 和 第 一 列 ， 那 么 积 和 式 也 是 4。 

我 们 可 以 基于 图 18. 4c 来 重新 描述 这 些 性 质 (直观 地 ， 所 添加 的 结 点 g 代表 了 图 的 其 
他 部 分 ) 。 这 个 图 的 所 有 圈 覆 盖 的 总 权重 是 8。 其 中 ， 权 重 4 来 自 包含 (g,d) 和 (a,g) 
的 圈 覆 盖 〈 这 对 应 于 删除 矩阵 的 第 一 行 和 最 后 一 列 ) ， 另 外 的 权重 4 来 自 包含 (g,a) 和 
(d,g) 的 圈 覆 盖 〈 这 对 应 于 删除 矩阵 的 第 一 列 和 最 后 一 行 )。 所 有 包含 g 上 自 环 的 圈 覆 盖 
(没有 行 或 列 被 删除 ) 的 总 权重 为 0。 类 似 地 ， 所 有 经 过 (g,a) 和 (a,g) 的 圈 履 盖 的 总 
权重 (删除 第 一 行 和 第 一 列 ) 为 0， 所 有 包含 (g,d) 和 (d,g) 的 圈 覆 盖 的 总 权重 〈 删 除 
最 后 一 行 和 最 后 一 列 ) 为 0。 

对 于 整个 图 来 说 ， 这 些 性 质 表 明 18. 4b 的 图 (图 18. 4d 为 它 的 缩 略 表示 ) 像 是 一 个 带 
有 值 的 异 或 构件 。 假 设 图 G 包含 了 两 条 边 〈1,1 ) 和 (2,2 )。 现 在 如 图 18. 4d 所 示 用 这 4 
个 结 点 的 图 把 这 两 条 边 连接 起 来 。 根 据 上 一 段 所 描述 的 性 质 可 以 得 到 : G 上 所 有 经 过 边 
(1,1 ), 但 没有 经 过 边 (2,2') 的 圈 覆 盖 的 总 权重 是 4 的 倍数 。 对 于 那些 经 过 边 〈2 ,2 )， 
但 没有 经 过 边 (1 ,1') 的 圈 覆 盖 的 总 权重 同样 如 此 。 但 G 上 所 有 其 他 的 圈 覆 盖 对 最 后 的 总 
数 没有 任何 贡献 ， 从 而 被 有 效 禁 止 。 

现在 我 们 的 构造 完成 了 : 对 于 子 句 构件 中 的 每 一 条 外 部 边 和 选择 构件 中 对 应 于 相应 文 
字 的 选择 边 用 一 个 异 或 构件 连接 起 来 。 我 们 断言 所 生成 图 的 所 有 图 履 盖 的 总 权重 是 4™ s， 
其 中 m 是 在 所 给 表达 式 中 文字 出 现 的 次 数 〈( 在 我 们 的 图 中 是 异 或 构件 的 数目 )，s 是 给 定 
表达 式 可 满足 的 真 值 指 派 的 个 数 。 这 个 证 明 可 以 相当 容易 地 从 上 述 讨论 中 获得 :任何 没有 
满足 所 有 异 或 构件 的 圈 覆 盖 对 最 后 的 总 数 没有 贡献 。 任 何其 他 的 圈 覆 盖 必 定 对 应 于 一 个 可 
满足 的 真 值 指派 (因为 它 遍历 了 所 有 的 子 句 构件 )， 从 而 贡献 了 4” 〈 因 为 它 同样 遍历 了 所 
有 m 个 异 或 构件 ， 而 每 一 个 贡献 了 一 个 因子 4) 。 所 以 #SAT 可 以 归 约 到 广义 上 的 关于 整 
数 矩 阵 而 不 是 0- 1 和 矩阵 的 PERMANENT。 

要 完成 整个 证 明 ， 现 在 我 们 必须 说 明 如 何 用 0 -1 来 替换 其 他 整数 ， 使 得 积 和 式 仍 然 
是 正确 的 。 对 于 小 的 正 整数 ， 比 方 说 在 图 18. 4a 中 的 2 和 3， 这 很 容易 做 到 : 对 于 权重 为 
2 的 边 ， 可 以 用 图 18. 5a 中 的 构件 来 代替 。 显 然 ， 这 个 构件 对 于 任何 包含 所 替换 边 的 圈 覆 
盖 贡 献 了 权重 2。 对 于 权重 3， 可 以 用 类 似 的 方法 处 理 〈 见 图 18. 5b) 。 即 使 我 们 有 一 个 大 
的 整数 ， 比 如 说 2"， 我 们 也 可 以 通过 将 个 这 样 的 构件 串联 起 来 来 模拟 它 。 剩 下 的 唯一 难 
点 是 如 何 模 拟 一 1 项 。 

为 了 处 理 一 1 项 ， 我 们 不 得 不 考虑 另 一 个 和 PERMANENT 密切 相关 的 问题 ， 它 叫 作 
PERMANENT MOD N: 给 定 一 个 0=-1 和 矩阵 A 和 一 个 整数 N， 我 们 要 找 出 permA mod N 
的 值 。 这 个 引入 的 问题 不 一 定 在 #P 中 ， 因 为 没有 一 个 明显 的 搜索 问题 所 对 应 的 计数 问题 是 
这 个 问题 。 但 是 显然 PERMANENT MOD N 可 以 归 约 到 PERMANENT (如 果 我 们 可 以 准确 
地 计算 积 和 式 ， 那 么 我 们 当然 可 以 获得 它 模 NN 的 余数 )。 所 以 ,为 了 证 明 PERMANENT 是 
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图 18.5 模拟 正 的 权重 





##P 完全 的 ， 只 要 将 #SAT 归 约 到 PERMANENT MOD N, 而 不 是 PERMANENT。 

我 们 用 到 的 技巧 是 ， 如 果 我 们 计算 的 是 所 构造 矩阵 的 积 和 式 模 整数 NN， 那么 我 们 可 以 
将 令 人 讨厌 的 一 1 看 做 是 六 一 1。 令 N= 二 2* 十 1， 其 中 是 一 个 适当 的 大 整数 (比方 说 ， 
n 二 8m) 这 样 我 们 所 构造 的 这 个 矩阵 的 积 和 式 不 会 超过 N。 我们 现在 可 以 用 2" 来 替换 
一 1， 而 2 的 医 次 可 以 用 图 18. 5c 的 构件 来 模拟 。 最 终 的 这 个 0- 1 和 抢 阵 的 积 和 式 模 NN 的 值 
就 是 4™ 乘 以 原先 表达 式 的 可 满足 的 真 值 指派 的 数目 〈 就 是 这 个 “ 模 N” 部 分 使 得 可 满足 
的 真 值 指派 与 圈 覆 盖 的 对 应 最 终 失 效 ) 。 整 个 证 明 就 完成 了 。 口 


18.2 BP 类 


容易 发 现任 何在 #P 中 的 计数 问题 可 以 在 多 项 式 空 间 内 解决 : 通过 重复 利用 空间 ， 我 
们 可 以 按照 字典 序 枚 举 所 有 的 解 ， 并 用 一 个 计数 器 来 记录 我 们 所 发 现 的 解 的 个 数 。 因 此 
#P 和 第 17 章 的 多 项 式 谱 系 一 样 ， 不 会 比 多 项 式 空 间 更 强大 。 问 题 是 ，NP 的 这 些 重要 的 
推广 (多 项 式 谱系 和 #P 之 间 ) 在 计算 能 力 上 如 何 呢 ? 直观 地 ，PERMANENT 和 其 他 
# 了 完全 问题 看 上 去 极其 难 ， 即 使 与 多 项 式 谱 系 中 那些 可 怕 的 问题 相 比 也 同样 如 此 。 看 上 
去 我 们 似乎 可 以 猜想 # 了 比 多 项 式 谱系 更 加 强大 一 一 计数 所 能 够 带 给 我 们 的 比 量 词 所 能 够 
带 给 我 们 的 多 。 

只 有 这 次 ， 这 个 猜想 被 实 实 在 在 地 证 明了 。 既然 我 们 不 能 直接 将 # 了 P (函数 类 ) 与 PH 
(语言 类 ) 做 比较 ， 但 为 了 将 这 个 结果 描述 地 更 准确 ， 我 们 利用 判断 是 否 存 在 一 个 非 确定 
性 图 灵机 使 得 有 超过 一 半 的 计算 进入 接受 状态 的 语言 类 PP ( 见 第 11 章 ) 。 这 个 类 和 # 了 密 
切 相 关 : 在 这 个 类 中 的 问题 可 以 看 做 是 判断 进入 接受 状态 的 计算 总 数 〈 当 然 是 一 个 0 一 2" 
之 间 的 数 ， 其 中 是 计算 的 步骤 数 ) 的 第 一 位 是 0 还 是 1 一 一 而 #P 要 求 这 个 数 的 所 有 位 。 
Toda 定理 ( 见 18. 3.4 节 中 的 参考 文献 ) 说 的 是 

PH CS Pr? (18-1) 
也 就 是 说 ， 带 有 PP 论 示 的 多 项 式 时 间 论 示 机 可 以 判定 所 有 在 多 项 式 谱系 中 的 问题 。 计 数 
确实 是 非常 强大 。 

在 这 一 节 中 ， 我 们 同样 将 在 体现 计数 的 威力 方面 给 出 一 个 更 简单 的 结果 。 我 们 考虑 那 
些 不 需要 知道 解 的 总 数 的 第 一 位 ， 而 是 最 后 一 位 的 问题 。 比 方 说 ， 考 察 下 面 的 两 个 问题 : 

由 SAT: 给 定 一 组 子 句 ， 可 满足 的 真 值 指派 的 个 数 是 奇数 吗 ? 

@HAMILTON PATH: 给 定 一 个 图 ， 它 是 否 含 有 奇数 条 哈密 顿 路 径 呢 ? (为 了 让 这 
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个 问题 有 意义 ， 我 们 必须 认为 使 用 了 相同 的 边 ， 但 方向 相反 的 两 条 哈密 顿 路 为 同一 条 
路 径 。) 

一 般 地 ， 我 们 说 一 个 语言 工 是 在 @P 类 中 〈 读 作 “odd P” 或 “parity P”) 车 存在 一 个 
非 确定 性 图 灵机 M 使 得 对 于 所 有 的 字符 串 我 们 有 xEL 当 且 仅 当 M 在 输入 x 上 的 所 有 
进入 接受 状态 的 计算 总 数 为 奇数 。 等 价 地 , 工 是 在 @P 类 中 若 存 在 一 个 多 项 式 平 衡 且 多 项 
式 可 判定 的 关系 RR 使 得 xEL 当 且 仅 当 所 有 满足 (z,y)ER 的 > 的 个 数 为 奇数 。 下 面 这 两 
个 关于 @P 的 结果 是 非常 直接 的 : 

定理 18. 4 @SAT 和 gHAMILTON PATH 是 @P 完全 的 。 

证 明 : 从 上面 的 @P 的 第 二 个 定义 可 以 容易 得 到 它们 都 在 @P 中 。 完 全 性 可 以 通过 在 
# 卫 的 任何 问题 到 #SAT 的 音 冀 归 约 ， 以 及 从 #SAT 到 #HAMILTON PATH 的 归 约 
获得 。 

定理 18.5 @P 在 补 下 是 封闭 的 。 

证 明 : @SAT 的 补 (判断 是 否 有 偶数 个 可 满足 的 真 值 指 派 ) 显然 是 co@P 完全 的 。 现 
在 这 个 语言 可 以 通过 如 下 方式 归 约 到 @SAT : 给 定 任意 一 个 关于 nn 个 变量 x1，…，xn 的 子 句 
集合 ， 增 加 一 个 新 的 变量 =， 将 文字 z 添加 到 所 有 的 子 句 中 ， 并 且 添 加 个 子 名 (z= 过 zi;) ,i 一 
1,…,n。 任 何在 老 的 表达 式 上 可 满足 的 真 值 指派 仍然 是 可 满足 的 〈 令 z 一 假 )， 而 且 我 们 还 
有 额外 一 个 所 有 变量 都 为 真 的 可 满足 的 真 值 指派 〈z 王 真 时 的 唯一 一 个 ) 。 因 此 可 满足 的 真 
值 指派 的 个 数 递 增 了 1， 所 以 完成 了 从 @SAT 的 补 到 @SAT 的 归 约 。 既 然 @SAT 同时 是 @P 完 
全 和 coBP 完全 的 ， 而 且 这 两 个 类 在 归 约 下 是 封闭 的 (容易 验证 )， 因 此 @P 二 co@BP。 

PP 看 上 去 囊括 了 # 了 P 所 有 的 能 力 。 与 之 相反 ，@P 反映 了 计数 的 一 个 相当 弱 且 温和 的 
方面 : 解 的 个 数 的 奇偶 性 。 至 于 这 个 究竟 有 多 弱 ， 部 分 证 据 来 自 PERMANENT MOD 2 
(又 叫 作 @MATCHING， 判 断 一 个 给 定 二 分 图 的 完美 匹配 的 个 数 是 否 是 奇数 的 问题 ) 是 属 
于 了 (〈 撼 阵 ME 的 行列 式 模 2 可 以 给 出 正确 的 答案 )。 但 是 ， 我 们 可 以 证 明 如 果 一 个 RP 机 
器 安装 一 个 @P 论 示 ， 则 它 能 够 模拟 所 有 的 NP 问题 ( 见 下 面 的 定理 18.6)。 与 Toda 定理 
相 比 〈 上 面 的 式 (18-1)) ， 这 个 结论 用 到 了 一 个 更 加 强 的 论 示 机 〈 但 当 没 有 使 用 论 示 时 ， 
仍旧 “可 以 说 实际 的 >” ， 以 及 一 个 更 弱 的 论 示 。 所 包含 的 类 是 PH 的 最 底层 。 有 趣 的 是 ， 
定理 18.6 的 证 明 中 的 技术 是 Toda 定理 的 证 明 中 的 一 部 分 。 

定理 18.6 NPCRPeP 。 

证 明 : 我 们 将 给 出 一 个 利用 @SAT 论 示 来 求解 SAT 的 多 项 式 蒙 特 卡 洛 算法 。 我 们 需 
要 一 些 预备 性 的 定义 : 假设 我 们 要 处 理 的 是 一 个 及 个 布尔 变量 zi ,zn 的 合 取 范式 的 
布尔 表达 式 $。 令 5 三 {zx1，…,zn) 是 这 些 变量 的 一 个 子 集 。 超 平面 ww 是 一 个 布尔 表达 式 使 
得 该 表达 式 是 可 满足 的 当 上 且 仅 当 S 中 有 偶数 个 变量 为 真 。 令 yo，… ,yn 为 新 的 变量 。ws 可 以 
表达 为 下 面子 句 的 合 取 : 《yo)，(yn)， 以 及 对 于 i 二 1,…yn, 车 XES，(yi 舍 (yi_18Xi))， 
若 zx; 针 S，(yi 仿 yi-1)。 自 然 ， 每 个 子 句 涉及 至 多 三 个 变量 ， 因 此 表达 式 可 以 容易 地 写成 
合 取 范式 的 形式 。 直 观 上 ， 在 表达 式 &$ 上 添加 超 平面 ys 的 这 些 子 句 所 起 到 的 效果 就 是 将 $ 
中 可 满足 的 真 值 指派 的 集合 与 在 n 维 模 2 的 向 量 空间 上 的 超 平面 做 一 个 交集 。 关 键 是 ， 如 
果 我 们 连续 地 将 我 们 的 表达 式 与 随机 的 超 平面 相交 nn 次 ,那么 以 一 定 的 概率 ， 所 生成 的 表 
达 式 中 有 一 个 表达 式 只 有 一 个 可 满足 的 真 值 指派 〈 因 此 它 的 可 满足 性 可 以 通过 @SAT 论 示 
来 检测 )。 
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利用 @SAT 论 示 来 求解 SAT 的 蒙特 卡 洛 算法 为 : 
令 go 为 所 给 定 的 表达 式 po 对 于 ;一 1，…，7 十 1， 重 复 下 面 的 操作 ， 
随机 产生 一 个 变量 的 子 集 Si ， 并 令 $i= $i-1 人 7s 。 
若 $;E@SAT， 则 回答 “gy 是 可 满足 的 。” 
若 在 n 十 1 步 之 后 没有 $i; 在押 SAT 中 ， 则 回答 “4 有 可 能 是 不 可 满足 的 。” 
显然 ， 这 个 算法 不 会 有 误 报 : 若 8; 的 可 满足 的 真 值 指派 的 个 数 是 奇数 ， 那 么 它 一 定 
不 是 0。 所 以 ，yi 是 可 满 吓 的。 而 且 因 为 8; 是 $ 再 加 上 一 些 额 外 的 子 句 得 到 的 ， 所 以 $ 也 
是 可 满足 的 。 但 是 这 个 算法 可 能 有 漏 报 : 一 个 表达 式 可 能 有 ， 比 方 说 两 个 可 满足 的 真 值 指 
派 ， 但 它们 两 个 都 被 第 一 个 所 选择 的 超 平面 所 去 除 。 我 们 将 证 明 漏 报 发 生 的 概率 不 会 大 于 
7/8 (通过 重复 这 个 算法 6 次 ， 漏 报 发 生 的 概率 会 小 于 1/2， 从 而 满足 我 们 所 定义 的 RP) 。 
漏 报 发 生 的 概率 至 多 是 7/8， 是 基于 下 面 的 断言 : 
断言 “如果 #$ 的 可 满足 的 真 值 指派 的 个 数 为 2 一 2 和 1 之 间 ， 其 中 0 委 &<m， 
则 pa+z 恰 有 一 个 可 满足 的 真 值 指派 的 概率 至 少 是 1/8。 
断言 的 证 明 : 令 了 为 $ 的 可 满足 的 真 值 指派 的 集合 。 我 们 假设 2 三 | TI 
2*11。 我们 说 两 个 真 值 指派 在 ns 上 一 致 ， 若 它们 同时 满足 ws 或 它们 同时 不 满足 
7s。 我 们 现在 固定 某 个 :ET， 并 考察 男 一 个 元 素 t ET。t 和 t 在 所 有 前 & 十 2 个 


超 平面 上 一 致 的 概率 是 元 7 因为 这 意味 着 对 于 前 十 2 个 Si 中 的 任何 一 个 ， 


: 和: 在 这 其 中 赋值 不 同 的 变量 个 数 为 偶数 ， 而 这 些 事件 发 生 的 概率 都 是 1/2， 且 
相互 独立 )。 将 所 有 的 /ET 一 {4} 加 起 来 ,我们 看 到 存在 某 个 /使 得 + 和 4 在 前 
k 十 2 个 超 平面 上 一 致 的 概率 至 多 是 如 二 +<1/2。 因 此 4 和 了 中 的 任何 一 个 其 他 
的 元 素 在 前 十 2 个 超 平面 中 的 某 个 超 平面 上 不 一 致 的 概率 至 少 是 1/2， 


现在 ,+ 满足 所 有 前 十 2 个 超 平面 的 概率 显然 是 jz 。 而 且 我 们 在 前 一 段 看 





到 ， 如 果 它 满足 这 些 超 平面 ， 则 概率 至 少 为 二 ， 它 是 唯一 的 一 个 满足 这 些 超 平面 
的 真 值 指派 〈 容 易 发 现 上 满足 前 & 十 2 个 超 平面 不 影响 它 与 工 的 其 他 元 素 不 一 致 





的 概率 ) 。 所 以 ， 以 至 少 元 5 的 概率 ，! 是 唯一 一 个 满足 4+2 的 真 值 指派 。 因 为 450 
这 对 中 的 每 一 个 元 素 : 都 成 立 ， 而 且 中 至 少 有 24 个 元 素 ， 所 以 了 中 存在 这 
样 一 个 元 素 的 概率 至 少 是 2:X 到 和 5 一 1/8。 口 


如 果 $ 的 可 满足 的 真 值 指派 的 个 数 不 是 0， 那么 它 一 定 介 于 2: ~2*+1 之 间 ， 其 中 为 
某 个 小 于 的 常数 。 因 此 至 少 有 一 个 $;， 它 以 至 少 1/8 的 概率 被 唯一 一 个 真 值 指派 所 满 
足 一 一 从 而 被 奇数 的 真 值 指派 所 满足 。 这 个 定理 就 证 明了 。 口 [51] 


18.3 注解 、 参 考 文献 和 问题 


18. 3. 1 本 章 开头 的 诗 来 自 Beatles ( 披 头 士 )， 一 支 20 世纪 60 年 代 的 英国 摇滚 乐队 ， 所 唱 的 “生命 
中 的 一 天 ”。 
18.3.2 划 了 是 由 
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oOL. G. Valiant. “The complexity of computing the permanent”, Theoretical Comp. Science, 8, pp. 
189- 201; L979. 

提出 的 。 这 篇 文章 还 证 明了 定理 18. 3 一 一 事实 上 ， 这 是 一 个 稍 弱 的 版 本 : # 了 PS PrERMANENT 。 

OV. Zank6. “#P-completeness via many-one reductions”, Intern. J. Foundationsof Comp. Science, 
2, pp. 77- 82, 1991. 

指出 了 PERMANENT 在 归 约 下 是 #P 完全 的 。 

更 多 的 #P 完全 性 结果 可 以 参阅 

OL. G. Valiant. “The complexity of enumeration and reliability problems”, SIAM J. Computing 8， 

pp: 410- 421, 1979. 
Oo M. E. Dyer, A. M. Frieze. “On the complexity of computing the volume of a polyhedron”, SIAM 
J. Computing 18, pp. 205- 226, 1989. 
18. 3.3 问题 : 证 明 P 一 P#z。 也 就 是 说 ， 以 判定 是 否 进入 接受 状态 过 半数 的 计算 为 论 示 的 多 项 式 
算法 与 那些 以 精确 计数 为 论 示 的 多 项 式 算 法 一 样 强大 。 注 意 我 们 不 得 不 首先 修改 论 示 图 灵机 使 得 它们 能 
够 收 到 来 自 它 们 查询 的 输出 结果 ， 或 者 我 们 可 以 定义 P# 为 那些 查询 方式 形 如 “和 抢 阵 A 的 积 和 式 是 否 至 
多 是 天 ?” 的 论 示 图 灵机 在 多 项 式 时 间 内 所 能 够 判定 的 语言 类 。( 这 个 结果 来 自 
o D. Angluin. “On counting problems and the polynomial hierarchy”, Theoretical Computer Science, 
12, pp: 161=173, 1980;,) 

18. 3.4 ”Toda 定理 来 自 

oS. Toda. “On the computational power of PP and DBP”, Proc. 30th IEEE Symp. on the Founda- 
tions of Computer Science, pp. 514-519, 1989. 

另 一 个 不 同 的 证 明 可 以 参阅 

OL. Babai and L. Fortnow. “A characterization of #P by arithmetic straight- line programs”, Prorc. 
31st IEEE Symp. onithe Foundations of Computer Science, pp. 26-35, 1990. 

BP 类 是 由 

oC. H. Papadimitriou, S. Zachos. “Two remarks on the power of counting”， Proc. 6th GI Confer- 
ence in Theoretical Computer Science, Lecture Notes in Computer Science, Volume 145, Springer 
Verlag, Berlin, pp. 269-276，1983. 

提出 的 。 定 理 18. 6 来自 

oOoL. G. Valiant, V. V. Vazirani. “NP is as easy as detecting unique solutions”, Theor. Comp. Science, 
47, pp. 85- 93, 1986. 

18. 3.5 问题 : (a) 假设 S 是 一 个 非 负 整 数 的 集合 ,满足 1€ S 而 且 0# S。 假设 SP 为 非 确定 性 图 灵 
机 以 下 述 约定 接受 输入 的 所 有 语言 的 类 : 输入 工 被 接受 ， 当 进 和 人 接受 状态 的 计算 数目 在 S 中 。 推 广 定 
理 18. 6 来 证 明 NPCRPS?，。 

(b) 证 明 DPCRPYNQUESAT ( 见 17.1 节 )。 也 就 是 说 ， 即 使 在 随机 归 约 下, 但 UNIQUE SAT 还 是 
DP 完全 的 〈 见 第 17 章 的 参考 文献 ) 。( 这 两 个 结果 都 来 自前 面 所 引用 的 Valiant 和 Vazirani 的 文章 。) 

18. 3.6 问题 : 证 明 UPCS@P ( 见 12.1 节 )。 

关于 这 个 结果 到 更 一 般 化 的 UP 的 非 平 凡 推广 ， 参 阅 

oJ.-Y. Cai, L. Hemachandra. “On the power of parity polynomial time”, pp. 229-239 in Proc. 6th 

Annual Symp. on Theor. Aspectsof Computing, Lecture Notes in Computer Science, Volume 349, 
Springer Verlag, Berlin, 1989. 
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Computational Complexity 


多 项 式 空 间 





受 限 于 多 项 式 空间 的 计算 有 一 个 令 人 惊奇 的 不 同 刻 画 。 它 也 有 许多 自然 的 完全 问 
题 一 一 它们 用 不 同 的 方式 说 着 同一 件 事 。 


19.1 交错 和 博弈 


PSPACE 中 最 基本 的 完全 问题 可 能 是 量词 化 可 满足 性 问题 ,或 QSATS : 给 定 一 个 带 
有 布尔 变量 x1,… ,za 并 用 合 取 范式 表示 的 布尔 表达 式 $， 是否 存在 一 个 对 变量 zl 真 值 指 
派 ， 使 得 对 于 变量 zz 的 任意 真 值 指 派 ， 存 在 着 对 变量 zs 的 真 值 指派 ， 这 样 一 直下 去 ， 直 
到 xz,( 若 n 是 偶数 ， 则 第 ”个 量词 为 “对 于 所 有 的 ”; 若 n 是 奇数 ， 则 为 “存在 ”)， 使 得 
$ 是 可 满足 的 ? 换 句 话说 ， 

wi Vxwad rs"Qiza $2 

我 们 已 经 看 到 过 这 个 问题 的 一 个 变种 了 : 在 5;P 完全 问题 QSAT; 中 , 我们 对 于 所 人 允许 交 
错 的 量词 的 数目 ;有 事先 的 约束 〈 见 17. 2 节 )。 注 意 事实 上 QSAT 是 所 有 QSAT; 的 推广 ， 
虽然 看 上 去 它 对 量词 的 交错 有 一 个 更 严格 的 要 求 (QSAT; 允许 相同 量词 化 的 变量 连 在 一 
起 ): 为 了 确保 严格 的 交错 ， 我 们 可 以 在 前 组 插 人 适当 量词 化 的 “ 哑 ” 变 量 ， 即 这 些 变量 
不 会 出 现在 上 中 。 

定理 19. 1 QSAT 是 PSPACE 完全 的 。 

证 明 : 为 了 证 明 QSAT 能 够 在 多 项 式 空间 内 判定 ， 假 设 我 们 有 一 个 量词 化 的 布尔 表 
达 式 

Izy Vag jvmRar: 沁 

变量 所 有 可 能 的 真 值 指派 可 以 通过 一 棵 深度 为 的 满 二 又 树 来 表示 。 根 结 点 的 左 子 树 包含 
了 所 有 zi 三 真 的 真 值 指派 ， 右 子 树 包 含 了 所 有 zi 三 假 的 真 值 指派 。 接 着 我 们 对 zs 进行 分 
叉 ， 然 后 是 zs ， 这 样 一 直下 去 。 我 们 可 以 将 这 棵 树 转变 成 一 个 布尔 电路 ， 其 中 若 i 为 偶 
数 ， 则 所 有 在 第 i 层 的 门 为 AND 门 (也 就 是 说 ， 若 zx; 是 全 称 量词 )， 所 有 的 奇数 层 都 是 
OR 门 。 一 个 输入 门 (也 就 是 这 棵 树 的 叶子 ) 为 真 ， 若 对 应 的 真 值 指 派 满 足 $4; 反之 ， 则 
为 假 。 从 这 个 构造 中 我 们 可 以 直接 得 到 : 给 定 的 量词 化 表达 式 是 QSAT 的 一 个 “yes” 实 
例 ， 当 且 仅 当 这 个 电路 的 值 为 真 。 现 在 我 们 可 以 利用 在 定理 16. 1 的 证 明 中 所 产生 的 与 电 
路 的 深度 成 正比 的 空间 来 计算 电路 值 的 技术 在 O(n) 空间 内 计算 电路 的 值 。 

当然 这 也 有 着 类 似 的 难点 : 这 个 算法 用 到 的 二 叉 树 和 电路 是 指数 级 的 ， 所 以 我 们 无 法 
提供 足够 的 存储 空间 给 它们 。 但 从 性 质 8. 2 的 证 明 中 我 们 知道 〈 对 数 或 任意 更 高 层次 ) 空 
间 受 限 的 多 个 算法 能 够 在 同样 的 空间 内 组 合 。 

现在 我 们 必须 证 明 在 PSPACE 中 的 所 有 问题 可 以 归 约 到 QSAT。 这 个 证 明 利 用 了 可 达 





日” 这 个 问题 通常 称 为 QBF， 即 量词 化 的 布尔 表达 式 。 我 们 用 QSAT 来 强调 它 仍 旧 是 可 满足 性 问题 的 另 一 个 版 
本 ， 仍 旧 刻 画 了 复杂 性 中 重要 的 一 层 。 
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性 方法 来 处 理 空间 受 限 的 计算 ( 见 7. 3 节 )。 事 实 上 ， 这 个 证 明 就 是 用 逻辑 语言 将 Savitch 
定理 〈 见 定理 7.5) 的 证 明 复 述 了 一 遍 。 

假设 工 是 一 个 用 图 灵机 M 对 于 输入 z 在 多 项 式 空间 判定 的 语言 。 为 了 判定 是 否 XE 
工 ， 其 中 |z|=”， 我 们 考察 M 对 于 输入 x 的 格局 图 。 我 们 知道 它 至 多 有 2” 个 格局 ， 其 中 
k 是 某 个 整数 。 从 而 我 们 可 以 将 M 对 于 输入 z 的 格局 编码 成 长 度 为 n* 的 位 向 量 。 

记得 在 Savitch 定理 的 证 明 中 ， 我们 通过 计算 一 个 布尔 函数 PATH(a,6b,i) 来 判定 是 
否 zxEL。 该 函数 为 真 当 且 仅 当 有 一 条 从 a 到 4 长度 至 多 为 2: 的 路 径 ， 其 中 a 和 2 是 格局 ， 
i 是 一 个 整数 。 在 现在 的 证 明 中 ， 我 们 将 说 明 对 于 每 个 整数 i， 怎 样 写 一 个 带 有 在 集合 AU 
B= 二 {a … ,aw ,0b1，,"…,bx*}) 中 的 自由 布尔 变量 ( 即 不 受 任何 量词 约束 的 变量 ) 的 量词 化 的 
布尔 表达 式 y;， 使 得 上 在 对 它 的 自由 变量 的 某 个 真 值 指派 下 为 真 当 且 仅 当 对 这 些 a; 和 bi; 
的 真 值 指派 表示 了 两 个 格局 和 65， 且 满 足 在 格局 图 中 从 a 到 5 有 一 条 长 度 至 多 为 2: 的 路 
径 。 一 旦 我 们 说 明了 如 何 实 现 这 个 构造 ，zxEL 就 可 以 表示 成 Jy (A,B)， 其 中 我 们 用 代表 
初始 格局 的 真 值 指派 来 替换 A， 用 接受 格局 的 真 值 指派 来 替换 B (不 失 一 般 性 ， 我 们 假设 
接受 格局 是 唯一 的 ) 。 

对 于 i 二 0，yo (A,，B) 仅仅 表示 或 者 对 于 所 有 的 i,ai 二 6b;， 或 者 从 格局 A 经 过 一 步 可 
以 到 达 B。 容 易 发 现 yo 可 以 写成 O(n*) 个 蕴涵 项 的 析 取 形式 ， 每 一 个 蕴涵 项 包含 了 OCn*) 
个 文字 〈 在 后 面 的 证 明 部 分 将 明白 我 们 为 什么 选择 析 取 范式 ) 。 

归纳 地 ， 假 设 我 们 有 点 (A,B)。 简 单 地 将 ws CA,B) 表示 成 

3 ZLy; A,Z) A yi(2Z,B)] 
是 一 件 很 诱 人 的 事 ， 其 中 Z 是 一 个 新 的 代表 路 径 中 点 的 变量 块 。 不 幸 的 是 ， 这 样 的 构造 会 
产生 指数 大 的 表达 式 (因为 每 一 次 迭代 ， 表 达 式 的 长 度 至 少 翻 一 倍 )。 因 此 ， 这 不 是 一 个 
对 数 空间 的 归 约 。 

绕 过 这 个 难点 的 聪明 做 法 是 用 同一 个 yy 来 断言 存在 从 a 到 >z 的 路 径 和 从 xz 到 b 的 路 径 。 

因此 yi+1(A,B) 可 以 写成 : 

ZYXYYI(XR=ANY=ZDVY (X= ZAY= BSN(CE,Y 
其 中 XX、Y 和 2Z 是 有 n* 个 变量 的 块 。 也 就 是 说 ,我 们 希望 无 论 是 X= 二 A 和 Y= 二 Z， 还 是 
X 二 Z 和 Y 一 B，yi(X,Y) 都 成 立 。 注 意 “ 重 复 使 用 表达 式 y; (X,Y)” 其 实 逻 辑 等 价 于 在 
定理 7. 5 的 证 明 中 通过 对 PATH 两 次 递归 调用 来 “重复 使 用 空间 ”。 

按照 这 样 的 构造 ，y;+1 并 不 是 QSAT 所 要 求 的 形式 。 首 先 ， 它 不 是 所 有 量词 都 在 前 面 
的 前 束 式 ， 因 为 y; 的 量词 和 “新 的 ”量词 ] ZY X YY 是 分 开 的 。 这 个 问题 容易 修正 : 利 
用 性 质 5. 10 中 第 (2) 和 “(3) 条 关于 量词 的 性 质 ,，y; 的 量词 可 以 移 到 前 面 ， 并 紧 跟 在 新 
量词 的 后 面 。 

一 个 稍微 严重 的 问题 是 几 +i 并 不 是 定义 QSAT 时 所 要 求 的 合 取 范式 。 这 看 上 去 是 一 
个 严重 的 问题 ， 因 为 即使 将 y; 看 做 一 个 变量 ，y;+1 的 合 取 范 式 仍 将 需要 指数 多 的 子 句 。 幸 
运 的 是 ，y;+1 的 析 取 范式 是 小 的 ， 而 且 容 易 计 算 。 它 的 析 取 范式 包含 了 yi; 的 析 取 范式 ， 后 
面 是 16n* 个 蕴涵 项 一 一 对 于 每 两 个 在 1~m* 之 间 的 整数 i、;， 列 表 中 有 16 个 蕴涵 项 。 第 
一 外 是 

(wi MN i 所 
它 刻画 了 一 种 使 (X=AAY=2) V (X=ZAY=B) 为 假 的 可 能 性 。 另 外 15 种 的 区 别 在 于 
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是 否 每 一 对 的 第 一 个 或 第 二 个 文字 为 真 〈 四 种 组 合 ) ， 以 及 它们 所 处 理 的 是 (X=AAY= 
Z) 和 (X=2ZAY=B) 中 的 第 一 个 合 取 还 是 第 二 个 合 取 (四 种 组 合 )。 注 意 对 yi 的 构造 
实际 可 以 在 对 数 空间 内 完成 : 我 们 在 如 上 增加 n* 层 新 的 子 句 (前 面 所 讨论 的 蕴涵 项 的 否 
定 ) 的 块 ， 每 一 层 针对 不 同 的 变量 集合 ， 最 后 我 们 将 所 有 n* 层 的 量词 都 移 到 前 面 来 。 

从 而 我 们 给 出 了 一 种 从 PSAPCE 中 的 任意 问题 到 QSAT 的 析 取 范式 版 本 ， 而 不 是 合 
取 范 式 版 本 的 归 约 。 但 是 这 个 版 本 的 QSAT 就 是 QSAT 的 补 。 因 此 ， 每 个 在 PSAPCE 中 
的 语言 可 以 归 约 到 QSAT 的 补 。 从 而 任意 在 coPSAPCE 中 的 问题 可 以 归 约 到 QSAT。 但 
是 当然 PSAPCE 一 coPSAPCE， 因 此 ， 这 个 证 明 就 完成 了 。 口 

记得 类 AP 一 ATIME(n*) 是 用 交错 图 灵机 在 多 项 式 时 间 内 可 以 判定 的 语言 集合 〈 见 
16. 2 节 ) 。 训 不 意外 ，QSAT 是 这 个 类 的 完全 问题 : 

定理 19. 2 QSAT 是 AP 完全 的 。 

证 明 : QSAT 可 以 在 交错 的 多 项 式 时 间 内 解决 是 显然 的 : 这 个 计算 将 逐一 猜测 变量 
ZX1，,T2，"… ,Xn 的 真 值 ， 其 中 存在 量词 化 的 变量 在 Kor 的 状态 中 进行 猜测 ， 而 全 称 量词 化 的 
变量 在 KANp 的 状态 中 进行 猜测 。 最 终 状态 是 接受 的 ， 若 所 猜测 的 真 值 指派 满足 表达 式 ， 
否则 ， 拒 绝 。 根 据 交错 机 接受 输入 的 定义 可 以 得 到 : 量词 化 的 表达 式 被 接受 当 且 仅 当 它 为 
真 ， 所 需要 的 时 间 是 多 项 式 的 。 

完全 性 的 证 明 是 Cook 定理 〈 见 定理 8. 2) 的 一 个 变种 。 和 非 确定 性 机 器 一 样 ， 多 项 
式 时 间 交 错 图 灵机 在 一 个 给 定 输入 上 的 计算 可 以 用 一 张 带 有 额外 的 非 确定 性 选择 的 表 来 刻 
画 。 唯 一 的 区 别 是 ， 在 现在 所 生成 的 表达 式 中 ， 若 当前 的 状态 在 KANp 中 ， 则 非 确定 性 选 
择 的 量词 是 全 称 量词 ; 车 在 Kor 中 ， 则 量词 是 存在 量词 。 我 们 可 以 标准 化 交错 图 灵机 使 
Kor 格 局 的 后 继 是 Kawp， 反 过 来 也 一 样 。 因 此 代表 非 确定 性 选择 的 变量 在 偶数 层 是 存在 
量词 化 的 ， 在 奇数 层 是 全 称 量词 化 的 。 所 有 其 他 的 变量 (电路 的 门 ) 是 存在 量词 。 容 易 看 
出 这 个 机 器 接受 输入 当 且 仅 当 所 生成 的 量词 化 的 表达 式 为 真 。 当 然 ， 我 们 可 以 通过 添加 哑 
变量 来 使 得 量词 化 的 表达 式 严 格 交 错 。 口 

推论 。 AP 二 PSAPCE。 

证 明 : 这 两 个 类 在 归 约 下 是 封闭 的 ,而且 QSAT 对 两 者 都 是 完全 的 。 

QSAT 是 一 类 有 趣 的 PSPACE 完全 问题 (二 人 博弈 ) 的 第 一 个 样本 。QSAT 可 以 看 成 
是 两 个 玩家 ， 习 和 VY ， 之 间 的 博弈 。 这 两 个 玩家 从 了 开始 轮流 下 棋 。 每 一 步 棋 要 决定 下 一 
个 变量 的 真 值 一 一 在 第 ; 步 ， 若 ;是 奇数 ， 则 了 确定 zi 的 值 ; 若 i 是 偶数 ， 则 VY 确定 zx; 的 
值 。 了 努力 使 表达 式 $ 为 真 ， 而 VY 努力 使 它 为 假 。 显 然 ,n 步 之 后 (n 是 变量 的 个 数 ) 两 
个 玩家 中 的 一 个 将 会 赢 。 在 本 章 中 所 提 及 的 博弈 ， 其 情形 将 和 QSAT 类 似 : 两 个 玩家 轮 
流下 棋 ， 每 一 步 要 在 几 个 事先 确定 的 可 能 中 选择 一 个 来 改变 “棋盘 ”一 一 在 这 个 例子 中 是 
指 表达 式 和 部 分 真 值 指派 。 下 棋 的 步 数 至 多 是 棋盘 规模 的 多 项 式 。 最 后 ， 棋 盘 中 的 某 些 格 
局 算是 一 方 获 胜 (那些 满足 $ 的 格局 算 习 胜 )， 而 其 他 的 格局 算是 另 一 方 获胜 (容易 看 出 
哪个 是 哪个 )。 很 多 普通 的 棋 类 游戏 (例如 ， 国 际 象棋 、 跳 棋 、 围 棋 、 余 子 棋 、 井 字 棋 等 ， 
可 以 参阅 本 章 的 其 他 部 分 以 及 参考 文献 ) 都 是 这 种 类 型 。 

注意 在 这 类 二 人 博弈 中 ， 一 个 “ 解 ” 并 不 是 一 个 简单 且 简 洁 的 对 象 ， 比 方 说 一 个 可 满 
足 的 真 值 指派 ， 或 一 个 廉价 的 回路 。 我 们 所 要 的 是 玩家 完备 的 策略 ， 即 对 对 方 任 意 位 置 和 
行动 的 一 个 成 功 反 应 。 这 样 的 策略 通常 是 指数 大 小 的 。 

能 够 用 PSPACE 完全 人 性 来 区 分 那些 直观 上 很 难 的 棋 类 游戏 〈 如 国际 象棋 、 跳 横 、 围 
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棋 ) 和 那些 简单 的 游戏 (如 井 字 棋 和 余子 棋 ) 是 一 件 非常 有 趣 的 事 。 不 幸 的 是 ， 这 里 有 个 
问题 : 棋 类 游戏 通常 定义 在 某 个 固定 大 小 的 棋盘 上 ， 而 事实 上 棋盘 的 大 小 是 游戏 定义 的 一 
个 重要 部 分 。 所 有 规模 有 限 的 游戏 理论 上 都 可 以 用 一 台 图 灵机 快速 地 按照 最 优 策略 来 执 
行 一 一 该 图 灵机 将 所 有 可 能 的 格局 和 行动 编码 到 它 巨 大 的 状态 集合 中 ! 而 本 书 中 所 研究 的 
计算 复杂 性 忽略 了 所 涉及 机 器 的 “描述 ”复杂 性 ， 看 上 去 不 适合 用 来 探索 规模 有 限 的 棋 类 
游戏 的 难 易 区 别 。 

但 我 们 可 以 推广 很 多 规模 有 限 的 棋 类 游戏 使 得 它们 可 以 在 任意 nxXn 的 棋盘 上 玩 。 有 
些 游戏 ， 如 国际 象棋 ， 由 于 棋盘 大 小 和 6 种 棋子 看 上 去 是 该 游戏 定义 不 可 分 割 的 组 成 部 
分 ， 而 且 如 果 这 些 参 数 被 修改 ， 国 际 象棋 的 本 质 就 被 彻底 地 扭曲 〈 请 参阅 参考 文献 中 关于 
国际 象棋 的 这 类 推广 的 复杂 性 结果 )， 因 此 没有 一 个 自然 的 推广 。 但 另 一 方面 ， 跳 棋 、 围 
棋 、 余 子 棋 、 井 字 棋 等 看 上 去 可 以 容易 地 推广 到 任意 大 小 的 棋盘 。 若 围棋 是 在 29 X29 的 
棋盘 上 玩 ， 而 不 是 在 19X19 的 棋盘 上 玩 (至 于 围棋 的 定义 ， 稍 后 将 会 看 到 )， 可 以 认为 围 
棋 的 本 质 没有 被 根本 改变 。 而 且 对 于 这 些 游戏 ， 复 杂 性 方法 (尤其 是 PSPACE 完全 性 ) 开 
始 起 作用 。 

在 本 节 的 剩余 部 分 ， 我 们 将 展示 两 个 这 类 推广 的 游戏 是 PSPACE 完全 的 。 

地 理学 游戏 

地 理学 是 一 个 小 学 游戏 ， 由 两 人 来 玩 ， 这 里 称 它 们 为 “ 工 ” 和 “下 ”。 游 戏 开 始 时 工 
命名 某 个 起 始 城 市 ， 比 方 说 “ATHENS”。 然 后卫 必须 找到 一 个 城市 ， 该 城市 的 名 字 要 以 
前 一 个 城市 的 尾 字 和 母 开 头 ， 例 如 “SYRACUSA”。 然 后 工 必须 用 例如 “ALEXANDRIA” 
来 回应 (“ATHENS” 以 及 其 他 已 经 用 过 的 城市 在 整个 游戏 中 不 能 被 重复 使 用 )。 这 样 一 
直下 去 。 第 一 个 玩 不 下 去 的 人 〈 可 能 是 因为 所 有 名 字 以 当前 城市 尾 字母 开头 的 城市 都 已 经 
被 用 过 了 ) 为 输家 。 

我 们 可 以 按 如 下 重新 形式 化 该 游戏 : 我 们 有 一 个 有 向 图 G 二 (V,E)， 其 中 结 点 表示 世 
界 上 的 城市 ， 而 且 有 一 条 边 从 城市 i 到 城市 当 且 仅 当 i 城市 名 字 的 尾 字母 和 7 城市 名 字 
的 首 字 母 一 样 。 玩 家 工 挑 出 事先 规定 的 结 点 1， 然 后 玩家 本 从 结 点 1 指向 的 那些 结 点 中 挑 “ 
出 一 个 ， 以 此 类 推 ， 这 样 玩家 交替 地 给 出 了 G 上 的 一 条 路 径 。 第 一 个 由 于 从 当前 结 点 所 指 
向 的 所 有 结 点 都 已 经 被 使 用 过 了 而 导致 无 法 继续 下 去 的 人 为 输家 。 

我 们 可 以 将 这 推广 到 任意 给 定 图 G。 这 个 推广 可 以 不 仅仅 指 的 是 有 任意 多 城市 的 星 
球 ， 还 可 以 更 加 不 现实 地 包括 任意 大 的 字母 表 。 事 实 上 ， 并 不 用 所 有 图 都 表示 “以 …… 的 
尾 字 和 母 开始 的 ”关系 。 总 之 ,我 们 所 感 兴 趣 的 是 下 面 的 计算 问题 : 

GEOGRAPHY: 给 定 一 个 图 G 和 一 个 起 始 结 点 1， 工 会 赢 吗 ? 

定理 19.3 ”GEOGRAPHY 是 PSPACE 完全 的 。 

证 明 : GEOGRAPHY 游戏 有 下 面 两 个 重要 的 性 质 : 

(a) 任意 合法 的 执行 序列 的 长 度 至 多 是 输入 规模 的 多 项 式 。 事 实 上 ， 这 个 游戏 一 定 会 
在 至 多 |V| 步 之 后 终止 。 

(b) 给 定 一 个 “棋盘 格局 ”( 即 一 个 图 、 一 条 从 结 点 1 出 发 的 路 ， 以 及 一 个 接 下 来 谁 
玩 的 指示 )， 有 一 个 多 项 式 空间 算法 可 以 构造 出 所 有 可 能 的 接 下 来 的 走 法 和 棋盘 格局 。 若 
已 经 不 能 走 ， 则 根据 棋盘 格局 判断 是 工 赢 还 是 I[[ 启 。 

任何 这 样 的 游戏 可 以 在 PSPACE 中 判断 。 这 个 算法 和 我 们 用 来 处 理 QSAT 的 算法 一 
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样 : 给 定 一 个 输入 ， 我 们 在 多 项 式 空 间 内 构造 出 “博弈 树 ”， 也 就 是 从 初始 棋盘 开始 的 棋 
盘 格局 树 。 这 棵 树 的 叶子 依据 在 该 棋盘 格局 下 工 是 否 会 赢 设 为 真 或 假 。 任 意 非 叶子 的 棋盘 
格局 看 作 OR 门 ， 若 接 下 来 是 IT 走 ; 若 接 下 来 是 卫 走 ， 则 看 作 AND 门 。 我 们 可 以 避免 有 
超过 两 个 输入 的 门 ， 甚 方法 是 用 足够 多 的 同 种 类 门 所 构成 的 二 叉 树 来 替换 这 样 的 门 。 所 有 
这 些 可 以 在 多 项 式 空间 内 完成 。 从 而 我 们 可 以 在 多 项 式 空间 内 计算 出 这 棵 树 。 并 得 到 这 个 
输入 的 回答 。 

我 们 现在 将 从 QSAT 归 约 到 GEOGRAPHY。 假设 我 
们 有 一 个 QSAT 的 实例 ， 比 方 说 

Jzxz VYy3z[ zr Vy A GYyV 2 A (yV mz)] 
这 个 例子 的 构造 如 图 19. 1 所 示 ， 推 广 到 其 他 任意 量词 化 
的 表达 式 也 是 显然 的 。 每 一 个 变量 用 菱形 的 “选择 构件 ” 
来 代替 ， 而 且 所 有 这 些 构件 都 串 行 排列 。 起 始 结 点 是 第 一 
个 变量 所 对 应 的 莞 形 的 顶端 结 点 。 在 图 19. 1 中 从 起 点 出 
发 的 任意 路 径 将 经 过 每 个 萎 形 的 某 一 侧 。 我 们 可 以 将 这 样 
一 条 路 径 看 做 是 对 变量 的 真 值 指派 ， 其 中 在 第 工 个 蓉 形 
中 ， 所 选择 的 是 值 为 假 的 文字 。 也 就 是 说 ， 如 果 玩 家 想 令 
并 为 真 ， 则 要 选择 萎 形 的 ”zz 那 侧 ， 反 之 亦 然 。 注 意 照 这 
个 走 法 ， 很 明显 工 将 决定 存在 变量 ， 而 开 将 决定 全 称 变 
量 。 这 个 做 完 之 后 〈 不 失 一 般 性 ， 我 们 假设 最 后 的 量词 恰 
好 是 存在 量词 )， 开 选择 一 个 对 应 于 某 个 子 句 的 结 点 (这 
些 是 最 底部 的 结 点 ) ， 所 起 的 作用 是 想 说 明 这 个 子 句 不 被 
所 选择 的 真 值 指派 所 满足 。 在 下 一 步 中 工 所 能 够 选择 的 结 点 是 在 该 子 句 中 文字 所 对 应 的 葵 
形 的 中 间 结 点 。 若 这 个 子 句 没有 为 真 的 文字 ， 则 工 就 无 法 继续 ， 从 而 立刻 失败 。 若 这 个 子 
句 中 有 文字 可 以 满足 它 〈 也 就 是 说 有 文字 在 这 条 路 径 上 还 没有 被 经 过 )， 那 么 工 就 选择 这 
个 文字 ， 从 而 下 将 在 下 一 步 失 败 。 

假设 所 构造 的 图 会 让 工 赢 。 这 意味 着 无 论 开 怎样 玩 ， 玩 家 | 将 选择 一 条 路 径 导 致 到 
达 一 个 已 经 使 用 过 的 城市 。 而 这 意味 着 工 有 一 个 对 第 一 个 萎 形 的 选择 ， 使 得 开 无 论 对 第 二 
个 萎 形 怎样 选择 ， 对 其 他 菱形 以 此 类 推 , 使 得 无 论 [选择 的 是 哪个 子 句 结 点 ， 工 总 可 以 选 
择 一 个 未 使 用 的 文字 。 而 对 应 于 所 给 的 QSAT 实例 ， 上 述 可 直接 翻译 成 3 的 一 个 制胜 策 
略 : 导 有 一 个 对 zl 的 选择 ， 使 得 不 管 zz 怎么 选择 ， 这 样 一 直下 去 ， 最 后 对 所 有 的 子 句 都 
存在 着 一 个 可 满足 的 文字 。 从 而 所 给 的 QSAT 为 真 。 反 过 来 也 同样 直接 。 口 

通 往 围棋 之 路 

围棋 是 个 古老 的 游戏 ， 它 的 棋盘 由 19X19 的 “点 ” 格 构成 。 若 两 点 在 同一 行 且 所 在 
列 相 邻 ， 或 反之 ， 则 我 们 认为 这 两 点 是 相 邻 的 〈 若 这 两 点 是 沿 对 角 线 紧 靠 ， 则 不 算 相 邻 ) 。 
两 个 玩家 ， 黑 方 和 白 方 ， 交 替 地 在 任意 未 占据 的 点 上 放置 一 块 (分 别 是 黑色 的 和 白色 的 ) 
“棋子 ” ， 黑 方 先 开 始 。 两 个 玩家 的 目标 ， 大 概 地 讲 ， 是 形成 大 且 安 全 的 由 自己 颜色 的 棋子 
所 构成 的 块 ， 并 尽 可 能 多 地 吃 掉 对 方 颜 色 的 棋子 。 我 们 接 下 来 进一步 解释 这 些 术 语 。 

一 个 黑色 块 是 格 上 由 黑色 棋子 所 生成 的 子 图 中 的 一 个 连通 分 支 ; 白色 块 也 是 类 似 的 
(比方 说 ， 图 19. 2 中 有 3 个 黑色 块 和 5 个 白色 块 )。 一 个 黑色 块 被 包围 若 该 块 中 没有 棋子 





图 19.1 对 GEOGRAPHY 的 归 约 
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和 空 着 的 点 相 邻 。 一 旦 一 个 黑色 块 被 包围 了 (可 能 是 由 于 白 方 将 它 最 后 一 个 空 着 的 出 口 给 
堵 住 了 )， 则 所 有 这 些 黑色 棋子 将 被 白 方 吃 掉 ， 并 从 棋盘 上 移 走 。 对 于 白色 块 被 黑 方 包围 
的 情形 也 是 类 似 的 。 比 如 说 ， 在 图 19. 2 左边 的 黑色 块 即将 被 白 方 包围 并 吃 掉 。 

图 19. 2 右 下 角 中 8 字形 的 白色 块 是 “安全 的 ”， 
即 它 不 会 有 被 黑 方 包围 并 吃 掉 的 危险 。 原 因 是 它 有 
两 个 单一 的 孔 〈 称 为 “ 眼 ”)， 使 得 黑 方 无 法 同时 填 
满 它们 ， 从 而 给 所 有 和 这 两 个 眼 相 邻 的 白色 棋子 提 
供 了 “永久 的 喘息 空间 ”。 因 此 任意 白色 块 ， 例 如 在 
右上 角 的 白色 块 ， 若 能 通过 一 条 白色 路 径 和 安全 的 8 
字形 块 连通 ， 那 么 就 安全 了 。 通 常 ， 一 盘 围 棋 会 退 
化 成 一 场 竞赛 : 一 方 努力 要 将 一 个 大 的 块 通过 一 条 
路 径 (其 中 很 多 部 分 可 能 已 经 就 位 ) 和 一 个 安全 块 
连接 上 ， 而 对 方 则 努力 阻 断 这 个 连接 。 我 们 所 要 证 
明 的 围棋 的 nxXnn 的 推广 是 PSPACE 完全 的 就 将 基于 
这 样 一 场 竞赛 。 

为 了 简化 并 使 我 们 能 够 证 明 围 棋 是 PSPACE 完全 
的 ， 我们 必须 稍微 修改 一 下 标准 的 围棋 规则 。 首 先 ， 我 们 将 假设 棋盘 为 任意 nXn 大 一 一 这 
是 对 有 关 棋 类 游戏 的 任何 复杂 性 证 明 所 必需 的 。 其 次 ， 我 们 将 省 略 那些 对 证 明 不 会 有 影响 
的 复杂 规则 。 更 重要 的 是 ， 注 意 我 们 还 没有 确定 游戏 什么 时 候 终 止 ， 以 及 谁 赢 。 我 们 将 假 
设 游戏 将 在 两 个 玩家 走 了 n? 步 之 后 终止 (也 就 是 说 ， 当 双方 放置 了 足以 填 满 棋盘 的 棋子 ， 
且 无 法 吃 掉 对 方 的 棋子 )。 (一 个 玩家 可 以 在 某 一 轮 放弃 下 棋子 ， 但 这 仍旧 算 做 是 一 步 。) 
最 后 在 棋盘 上 留 下 的 未 被 吃 掉 的 棋子 最 多 的 那 方 获胜 ;万 一 打 平 ， 则 假定 白 方 胜 S 。 

我 们 定义 GO 为 如 下 问题 : 

GO: 给 定 一 个 走 了 <n? 步 之 后 的 ， 带 有 一 些 白 子 和 黑子 的 nXn 的 棋盘 格局 ， 接 下 
来 是 黑 方 走 。 是 否 黑 方 会 赢 ? 

关于 GO 这 类 问题 的 复杂 性 结果 成 立 的 前 提 条 件 我 们 已 经 描述 清楚 了 。GO 是 
PSPACE 完全 的 这 个 事实 (马上 就 要 证 明 〉 仅仅 意味 着 除非 了 二 PSPACE， 否 则 没有 多 项 
式 时 间 算 法 能 够 判断 任意 一 个 围棋 格局 是 否 导致 白 方 获胜 。 众 所 周知 ， 最 重要 的 围棋 格 
局 ， 空 棋盘 ， 可 能 对 黑 方 有 利 ， 因 此 从 空 棋盘 开始 ， 在 最 优 的 走 法 下 ， 将 永远 不 会 出 现 那 
些 我 们 证 明 是 难以 判断 的 格局 。 说 了 那么 多 ， 接 下 来 让 我 们 来 证 明 。 

定理 19.4 GO 是 PSPACE 完全 的 。 | 

证 明 : 从 定理 19. 3 证 明 的 开头 那 段 通用 的 论证 中 可 以 得 到 这 个 简化 规则 的 推广 游戏 
是 在 PSPACE 中 的 。 

为 了 证 明 完 全 性 ， 我 们 将 从 GEOGRAPHY 归 约 到 GOS。 在 从 GROGRAPHY 到 GO 
的 归 约 中 ， 我 们 将 不 得 不 利用 到 在 定理 19. 3 的 证 明 中 所 生成 的 GEOGRAPHY 图 的 特殊 
结构 。 从 某 种 意义 上 ， 这 是 从 QSAT 到 GEOGRAPHY 归 纹 的 延续 ，GEOGRAPHY 仅仅 
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图 19.2 一 个 围棋 格局 








名 ”围棋 实际 的 终止 规则 要 复杂 得 多 ， 甚 至 是 有 些 含糊 。 举 例 来 说 ， 对 于 下 棋 的 总 步 数 没有 一 个 事先 已 知 的 上 界 ， 
比方 说 在 我 们 规则 中 提出 的 w*， 因 此 我 们 不 知道 更 加 忠实 地 推广 下 的 nXn 棋盘 的 围棋 是 否 在 PSPACE 中 。 

日 不 ,我 们 不 是 指 去 除 字 母 E、G、R、A、P、 HH 和 YY…… (“ 归 约 ”在 英文 中 还 有 “简化 ”的 意思 。 一 一 译 
者 注 ) 
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是 一 个 起 到 媒介 作用 的 副产品 。 

记得 在 定理 19, 3 的 证 明 中 所 生成 的 GEOGRAPHY 图 ( 见 图 19.1)。 它 有 一 个 非常 特 
殊 的 结构 。 若 忽略 那些 从 底部 结 点 指向 文字 的 “ 回 边 ”， 这 个 图 是 二 分 的 。 也 就 是 说 ， 它 
的 结 点 集合 V 可 以 划分 成 两 个 集合 V1 和 Vn， 若 当前 城市 在 Vi 中， 则 工 走 ; 若 在 Vn 
中 ， 则 卫 走 。V1 包含 了 偶数 编号 的 菱形 的 顶部 和 底部 结 点 ， 以 及 奇数 编号 的 萎 形 的 中 间 
(文字 ) 结 点 。VTr 则 包含 了 所 有 其 他 结 点 。 我 们 可 以 容易 地 修改 这 个 图 使 得 每 个 结 点 要 么 
入 度 为 1 且 出 度 至 多 为 2， 或 者 反之 (这 可 以 通过 如 图 19. 3 所 展示 的 替换 来 实现 )。 最 后 ， 
我 们 可 以 将 图 平面 化 = 考察 任意 两 条 交叉 边 。 通 过 图 19. 1 可 以 看 出 它们 都 是 回 边 ， 从 而 
在 任意 一 局 中 它们 至 多 有 一 条 将 会 被 经 过 。 出 于 这 种 考虑 ， 我 们 将 这 个 交叉 用 图 19.4 来 
进行 替换 。 容 易 发 现 一 旦 工 选择 了 结 点 &， 则 对 双方 来 说 ， 最 优 的 玩法 一 定 是 沿 着 路 径 
(1,3,4,6,6)， 从 而 这 个 替换 正确 地 模拟 了 那 两 条 被 替换 的 边 。I 选择 5， 或 者 工 选择 8， 
都 将 导致 立刻 失败 。 
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图 19.3 在 GEOGRAPHY 中 度 的 减少 图 19.4 在 GEOGRAPHY 中 的 交叉 边 


所 生成 图 的 结 点 可 以 分 成 下 面 的 五 种 : 

(a) 玩家 工 的 决策 结 点 〈 见 图 19.5a)。 它 们 是 偶数 编号 的 萎 形 的 顶部 结 点 〈 如 图 
19. 3 扩张 出 来 的 ) 子 句 结 点 ， 以 及 图 19.4 所 引入 的 被 迫 的 决策 结 点 。 

(b) 玩家 开 的 决策 结 点 〈 见 图 19. 5b) 。 它 们 是 奇数 编号 的 尧 形 的 顶部 结 点 ， 最 下 面 
的 葵 形 的 底部 结 点 (更 确切 地 说 ， 是 那些 如 图 19. 3 所 示 的 被 扩展 的 结 点 ) 。 

(c) 归并 节点 〈 见 图 19. 5c)。 它 们 是 所 有 萎 形 的 底部 结 点 ， 以 及 图 19.4 中 的 一 个 


结 点 


(d) 测试 节点 ( 见 图 19. 5d) 。 它 们 是 所 有 萎 形 的 中 间 结 点 ， 有 可 能 如 图 19. 3 所 示 的 
那样 扩展 出 来 。 游 戏 的 最 后 一 步 是 在 它们 中 的 某 个 点 上 。 

Ce) 最 后 是 人 度 和 出 度 都 为 1 的 平凡 节点 ( 见 图 19. 5e) (包括 底部 的 结 点 ， 以 及 图 
19. 3 和 图 19. 4 中 所 引入 的 某 些 结 点 ) 。 


人 人 


6) 
图 19.5 五 种 结 点 
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我 们 将 要 构造 的 围棋 格局 具有 如 下 结构 : 棋盘 是 一 个 nXn 的 网 格 ， 其 中 要 足够 大 
(n 二 201V| 可 以 够 用 )。 我 们 在 第 (n? 一 n) 步 一 一 也 就 是 说 ， 我们 还 有 nn 步 要 走 。 一 大 部 
分 网 格 被 一 个 大 的 白色 块 所 占据 ,但 它 几 乎 要 被 一 个 较 小 的 黑色 块 所 包围 ( 见 图 19. 6)。 
这 个 白色 块 足够 大 (剩余 的 步 数 非常 少 ) 以 至 于 整 盘 游戏 的 胜 负 取 决 于 白色 块 是 被 吃 掉 ， 
还 是 成 功 地 连 到 按照 我 们 将 要 描述 的 方式 散布 在 棋盘 上 的 众多 较 小 的 安全 白色 块 中 的 
某 个 。 

接 下 来 是 白 方 下 棋 。 这 个 白色 块 除 了 一 条 狭 罕 的 被 包围 的 白色 据 
“管道 ”外 ， 其 他 都 已 经 被 黑色 棋子 包围 ( 见 图 19. 6) 。 ! 

这 个 管道 也 被 黑色 块 所 包围 但 它 通 向 了 一 小 片 
“ 气 ”( 一 或 两 个 未 占据 的 点 )。 这 个 管道 将 通 向 模拟 
GEOGRAPHY 图 中 五 种 结 点 的 结构 (这 个 管道 的 开 
头 部 分 模拟 了 起 始 结 点 )。 事 实 上 ， 这些 模拟 边 的 管 
道 ， 以 及 模拟 图 中 各 种 结 点 的 结构 形成 了 GEOGRA- 
PHY 图 在 nXn 网 格 上 的 一 个 “ 舱 和 信 ”。 为 了 实现 这 
个 嵌入 ， 有 必要 如 图 19. 6 所 示 将 管道 “弯曲 ”( 容 易 
发 现 可 以 嵌 人 网 格 中 并 满足 它 的 边 的 任意 平面 图 是 
由 多 条 水 平和 垂直 线段 构成 )。 我 们 的 想法 是 白 方 有 图 19.6 格局 的 二 般 结构 

办 法 保证 管道 到 达 一 个 安全 的 白色 块 当 且 仅 当 原来 

的 GEOGRAPHY 实例 对 玩家 工 有 利 。 

(a) 玩家 工 的 决策 结 点 用 图 19. 7a 中 的 围棋 格局 来 模拟 。 当 玩家 进入 到 这 一 部 分 时 ， 
管道 的 顶部 连接 着 那 块 大 的 白色 块 ， 而 且 接 下 来 是 白 方 下 。 若 和 白 方 不 将 白 子 下 在 图 中 位 置 
1 或 者 位 置 2， 则 黑 方 胜 : 黑 方 下 在 1 ( 若 和 白 方 下 在 5， 则 为 2) ， 这 将 迫使 白 方 下 在 2 (或 
分 别 是 1) ， 从 而 黑 方 下 在 5 (或 分 别 是 3) 并 完成 对 白色 块 的 包围 。 因 此 ， 白 方 必 须 下 在 
位 置 1 或 者 2， 而 这 模拟 了 在 GEOGRAPHY 中 工 在 当前 结 点 对 右 侧 边 或 左 侧 边 的 选择 
(注意 角色 是 反 的 : 车 I 在 GEOGRAPHY 中 选择 了 左 侧 边 ， 则 在 GO 中 白 方 将 选择 右边 
的 管道 ) 。 若 白 方 下 在 1， 则 黑 方 下 在 2 从 而 封 死 男 一 侧 管 道 。 白 方 一 定 以 位 置 3 响应 ， 黑 
方 一 定 接着 下 在 位 置 4 (否则 ， 白 方 将 连 到 8 字形 块 ， 从 而 获胜 ) ， 在 这 个 构造 中 的 游戏 就 
结束 了 。 对 称 地 ， 若 白 方 下 在 2， 黑 方 则 下 在 1， 接 着 白 方 5， 黑 方 6。 注 意 在 下 一 个 结构 
中 又 是 白 方 先 下 (因此 白 方 先 下 的 前 提 仍 然 成 立 )。 

(b) 玩家 卫 的 决策 结 点 用 图 19. 7b 中 的 围棋 格局 来 模拟 。 唯 一 的 区 别 是 白 方 必 须 先 下 
在 位 置 0， 然 后 黑 方 选择 是 下 在 1 还 是 2。 

(c) 归并 结 点 用 图 19. 7c 来 模拟 。 白 色 块 要 么 是 和 左边 管道 相连 ， 要 么 是 和 右边 管道 
相连 。 取 决 于 白色 块 和 哪 侧 管道 相连 ， 白 方 下 在 1 或 2 从 而 将 其 进一步 与 向 下 的 管道 相 
连 ， 而 黑 方 接 下 来 必须 下 在 另 一 个 未 被 白 方 占据 的 点 上 〔〈 和 否则 黑 方 将 立即 失败 ) 。 

(d) 测试 结 点 用 图 19. 7d 来 模拟 。 这 些 结 点 有 可 能 被 玩家 访问 两 次 : 一 次 紧 跟 在 所 对 
应 的 决策 结 点 之 后 ， 另 一 次 在 最 后 。 对 于 第 一 次 访问 ， 一旦 上 面 的 管道 和 白色 块 相连 通 ， 
白 方 一 定 下 1， 黑 方 则 必定 下 在 2 (否则 白 方 将 连接 到 垂直 的 8 字形 块 )， 然 后 棋局 将 进入 
到 管道 下 方 所 连接 的 结构 。 如 果 最 后 棋局 通过 右边 的 管道 又 进入 这 个 结构 ， 那 么 白 方 一 定 
下 在 3。 这 时 候 ， 若 曾经 进入 过 这 个 结构 〈 也 就 是 说 ， 若 它 所 对 应 的 是 GEOGRAPHY 中 
未 使 用 过 的 城市 ， 或 QSAT 中 一 个 值 为 假 的 文字 ) ， 则 在 位 置 2 有 一 个 黑 棋子 ， 从 而 黑 棋 


- -黑色 块 
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子 下 在 位 置 4 并 赢得 胜利 。 否 则 ， 黑 方 无 法 同时 占据 2 和 4， 从 而 白 方 可 以 在 下 一 步 连 通 
垂直 的 8 字形 块 并 获得 胜利 。 
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Ce) 入 度 和 出 度 为 1 的 平凡 结 点 在 我 们 的 构造 中 没有 表示 出 来 。 一 个 管道 可 以 模拟 由 
这 样 的 结 点 构成 的 任意 长 的 链 。 在 GEOGRAPHY 中 这 类 结 点 的 目的 就 是 控制 接 下 来 玩 的 
人 是 谁 。 而 在 我 们 的 围棋 实例 中 ， 白 方 永 远 先 下 。 

从 对 围棋 格局 的 各 种 组 成 部 分 的 讨论 中 我 们 可 以 得 到 : 所 构造 的 位 置 对 白 方 有 利 〈( 换 句 
话说 ， 面 对 黑 方 各 种 可 能 的 策略 ， 白 方 有 一 个 制胜 策略 ) 当 且 仅 当 所 给 的 GEOGRAPHY 实 
例 对 玩家 工 有 利 〈 当 且 仅 当 QSAT 实例 对 玩家 习 有 利 )。 口 


19.2 对 抗 自然 的 博弈 和 交互 协议 


考虑 下 面 随机 的 调度 问题 : 给 定 一 个 有 向 无 环 图 G 二 (V,E)， 其 中 结 点 是 需要 在 两 个 
处 理 器 上 执行 的 任务 〈 见 图 19. 8) 。 两 个 处 理 器 是 完全 相同 的 ， 每 个 任务 都 能 够 在 任意 一 
个 上 面 运行 。 如 果 某 个 任务 的 任意 前 驱 完 成 了 ， 则 该 任务 能 够 在 处 理 器 上 开始 运行 。 也 就 
是 说 ， 这 个 调度 问题 中 的 前 驱 是 一 些 可 相互 蔡 代 的 先决 条 件 ， 其 中 至 少 要 有 一 个 必须 被 执 
行 。 这 是 第 一 个 使 该 问题 有 别 于 一 般 调 度 问 题 的 特质 。 其 次 ， 存 在 一 个 包含 了 强制 任务 的 
V 的 子 集 M。 只 有 这 些 任务 必须 执行 ， 其 余 的 任务 只 在 作为 先决 条 件 的 时 候 才 执行 (M 中 
的 任务 在 图 中 用 实心 点 说 明 ) 。 另 外 ， 也 许 是 最 重要 的 ， 任 何 任务 〈 不 管 是 不 是 强制 任务 ) 
在 任意 处 理 器 上 的 执行 时 间 是 单位 泊 松 随机 变量 。 也 就 是 说 ， 对 于 任意 过 0， 执 行 时 间 至 
多 为 1 的 概率 等 于 1 一 e-:。 不 同 任务 的 执行 时 间 是 相互 独立 的 。 我 们 寻找 一 个 调度 策略 ， 
它 最 小 化 直到 所 有 强制 任务 被 完成 的 总 的 期 望 时 间 。 

让 我 们 看 一 下 在 这 个 问题 中 一 个 调度 策略 是 怎样 构成 的 。 在 任意 时 刻 ， 有 一 些 能 够 调 
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度 的 任务 〈 也 就 是 说 ， 要 么 它们 在 G 中 没有 前 驱 ， 要 么 至 少 有 一 个 前 驱 已 经 完成 )。 任 意 
合理 的 策略 将 选取 两 个 任务 〈 假 设 存 在 两 个 或 者 更 多 的 任务 ) 并 且 调 度 它 们 。 如 果 只 存在 
一 个 这 样 的 任务 ， 没 有 其 他 选择 ， 只 能 将 其 调度 到 机 器 上 。 假 设 现在 两 个 正在 执行 的 任务 


中 的 一 个 已 经 完成 。 在 这 个 事件 发 生 之 前 期 望 的 经 过 时 间 就 是 元 (两 个 单位 泊 松 随机 变量 


的 较 小 值 )。 因 为 泊 松 分 布 的 无 记忆 性 质 ， 所 以 很 容易 看 出 另 一 任务 需要 至 多 上 的 额外 运 
行 时 间 的 概率 仍然 是 1 一 e “。 换 名 话说， 任务 的 执行 时 间 分 布 没 有 被 影响 ， 尽 管 它 已 经 
执行 了 使 另 一 个 任务 完成 的 时 间 。 因 此 暂停 执行 第 二 个 任务 并 且 开 始 新 的 一 轮 调度 仍然 是 
最 优 策 略 。 现 在 我 们 必须 决定 任务 中 的 哪 两 个 是 可 用 的 ， 包 括 暂 停 的 那个 ， 然 后 调度 它 。 
两 个 连续 决定 之 间 的 时 间 间 隔 称 为 决定 周期 。 如 果 在 一 个 决定 周期 中 只 有 一 个 任务 被 执 
行 ， 则 期 望 的 完成 时 间 是 1。 

我 们 希望 最 小 化 完成 所 有 强制 任务 的 期 望 时 间 。 这 个 期 望 值 容易 计算 : 


1 
万 了 二 Ti 


其 中 T。 是 两 个 任务 执行 时 决定 周期 的 总 数 ，T1 是 只 有 一 个 任务 能 够 执行 时 决定 周期 的 总 
数 。 我 们 希望 找到 一 种 策略 (也 就 是 说 ,一 个 函数 ， 其 输入 为 任意 可 能 的 至 少 有 两 个 可 用 
任务 的 给 定 任 务 图 的 子 图 ， 输 出 两 个 可 用 的 任务 来 执行 ) 最 小 化 这 个 期 望 值 。 我 们 能 够 定 
义 下 面 的 计算 问题 : 

STOCHASTIC SCHEDULING: 给 定 一 个 任务 图 G=(V,E)， 一 个 强制 任务 的 集合 


MCV， 和 一 个 有 理 数 B， 是 否 存在 一 个 调度 策略 使 得 元 Ts 十 T! 的 期 望 值 小 于 B? 


这 是 一 个 典型 的 在 不 确定 下 做 决定 的 问题 。 我 们 不 断面 对 一 个 决定 (例如 ， 调 度 哪 个 
任务 ) ， 紧 接着 一 个 随机 事件 〈 在 我 们 的 例子 中 ， 哪 个 任务 先 完成 )， 接 着 是 一 个 新 的 决 
定 ， 然 后 是 新 的 随机 事件 ， 如 此 反复 。 程 序 的 输出 取决 于 决定 和 随机 事件 。 我 们 希望 设计 
一 个 策略 来 优化 输出 。 

在 不 确定 下 做 决定 的 问题 可 以 看 成 对 抗 随机 化 的 敌手 的 一 种 特殊 博弈 : 一 个 “对 抗 自 
然 的 博弈 "。 其 框架 ， 就“ 局面"， 移 动 的 数目 等 而 言 ， 与 普通 的 博弈 相同 。 差 别 是 现在 一 
个 参与 者 努力 取得 胜利 ,但 是 另 一 个 人 对 于 胜利 没有 兴趣 ,随机 地 参加 。 第 一 眼看 上 去 这 
似乎 是 一 个 最 有 利 的 情况 ， 且 暗示 在 计算 上 这 也 是 简单 的 。 但 事实 并 非 如 此 。 在 这 个 博弈 
中 ， 我 们 与 自然 对 抗 的 目标 是 找到 一 个 使 赢 的 概率 (或 者 其 他 期 望 的 回报 ) 最 大 的 策略 。 
结果 是 在 计算 上 和 与 最 优化 的 敌手 博弈 一 样 难 ! 

很 显然 ， 存 在 一 个 可 满足 性 的 变种 能 够 刻画 这 种 情况 : 

SSAT( 随 机 可 满足 性 ) : 给 定 一 个 布尔 表达 式 %， 是 否 存在 一 个 zi 的 真 值 ， 使 得 如 果 


随机 选择 zz 的 值 ， 存 在 zs 的 一 个 真 值 ， 等 等 ， 使 得 Y 最 终 被 满足 的 概率 大 于 这? 它 能 够 
写成 
jxiRrz IxaRra…probL g(x1,… ,zn) 一 真 ] 二 


其 中 我 们 使 用 了 一 个 新 的 量词 Rz， 很 显然 定义 为 “对 于 随机 的 z”。 
我 们 可 以 定义 一 个 自然 的 交错 多 项 式 时 间 的 变种 来 刻画 这 类 在 不 确定 下 做 决定 的 问题 : 
定义 19. 1 概率 性 交错 图 灵机 是 一 个 精确 的 交错 多 项 式 时 间 图 灵机 M， 其 在 输入 工 
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上 所 有 的 计算 有 相同 的 长 度 |zl*， 且 非 确定 性 选择 的 数目 都 是 2。 而 且 ， 计 算 严 格 在 两 个 
不 相交 的 集合 中 交替 ， 我 们 称 其 为 K.: 和 Kmwax (而 不 是 通常 的 Kor 和 Kanp)。 

考虑 一 个 在 概率 性 交错 图 灵机 的 输入 为 x 时 的 计算 中 的 格局 C。 格 局 C 的 接受 计数 定 
义 如 下 : 如 果 C 的 状态 是 接受 状态 ， 则 计数 为 1 ; 如 果 是 拒绝 状态 ， 则 计数 为 0; 和 否则， 
如 果 C 的 状态 在 K+ 中 ， 则 C 的 接受 计数 为 两 个 后 继 格 局 的 接受 计数 之 和 。 最 后 如 果 C 的 
状态 在 Kwax 中 ， 则 C 的 接受 计数 为 两 个 后 继 格局 的 计数 的 最 大 值 。 如 果 初 始 格局 的 接受 
计数 大 于 21*1' -:， 则 我 们 称 概率 性 交错 图 灵机 M 接受 x 

换个 说 法 ， 如 果 对 于 每 个 状态 在 Kwax 中 的 格局 C， 可 以 从 两 个 后 继 格 局 中 选 出 一 个 
使 得 我 们 考虑 的 最 终 有 2Iz| 个 叶子 〈 原 始 的 树 高 度 为 |z|*) 的 计算 树 中 大 部 分 叶子 是 接受 
的 ， 则 M 接受 工 

我 们 定义 被 概率 性 交错 多 项 式 时 间 图 灵机 判定 的 所 有 语言 的 类 为 APP (这 是 基于 交 
错 的 PP) 。 口 

下 面 所 述 可 能 有 点 令 人 惊奇 。 

定理 19.5 APP 一 PSPACE， 

证 明 : 一 个 方面 ， 我 们 证 明 被 概率 性 交错 机 器 接受 的 能 够 在 多 项 式 空间 被 判定 。 我 们 
的 算法 保持 一 个 直到 目前 所 看 到 的 接受 叶子 的 计数 ， 初始 为 0; 我 们 也 保存 当前 访问 的 格 
局 。 如 果 一 个 接受 格局 被 访问 ， 则 计数 加 1， 但 如 果 得 到 了 拒绝 格局 ， 计 数 保持 不 变 ; 然 
后 我 们 返回 前 驱 格 局 〈 很 容易 从 当前 的 格局 计算 得 到 )。 如 果 一 个 Kmax 格 局 第 一 次 被 到 
达 ， 我 们 的 算法 非 确 定性 地 选择 两 个 后 继 计算 之 一 〈 根 据 Savitch 的 定理 ， 非 确定 性 在 多 
项 式 空间 中 是 不 重要 的 ) 并 且 从 这 继续 下 去 。 当 一 个 Kwax 格 局 通过 其 某 个 后 继 到 达 ( 算 
法 已 经 计算 了 整个 子 树 )， 我 们 继续 追溯 其 前 驱 。 如 果 一 个 K+ 格局 第 一 次 被 到 达 ， 则 算 
法 接 下 来 访问 其 第 一 个 后 继 ; 当 访 问 完 第 一 个 子 树 后 返回 ， 算 法 访问 第 二 个 后 继 ; 接着 返 
回 到 其 前 驱 。 如 果 计数 大 于 2!*/ ~!， 则 输入 被 接受 。 显 然 只 有 计数 (多 项 式 个 位 ) 和 当前 
的 格局 需要 维护 。 

另 一 个 方向 是 NPCPP ( 见 定理 11. 3) 的 一 个 更 加 精巧 的 证 明 。 假 设 工 能 够 被 交错 图 
灵机 M 在 n* 的 时 间 内 判定 。 我 们 能 够 设计 一 个 概率 性 交错 机 器 M“ 来 判定 工 ， 构 造 如 下 : 
M“ 首先 〈 从 一 个 K+ 状态 ) 分 成 两 个 状态 : 一 个 继续 原来 的 M 在 输入 上 的 计算 ， 另 一 个 
有 单一 的 一 个 接受 计算 ， 并 且 执 行 相同 的 多 项 式 步 。 假 设 存 在 一 种 给 M 的 计算 树 的 每 个 
Kmax 格 局 后 继 的 选 法 ， 使 得 最 终 的 树 的 大 部 分 的 叶子 都 是 接受 的 。 因 为 只 有 一 个 接受 叶 
子 能 够 从 后 半 部 分 叶子 中 得 到 (这些 对 应 于 开始 状态 的 第 二 个 分 支 );， 所 以 这 意味 着 所 有 
的 前 半 部 分 叶子 必须 被 接受 〈 这 些 反映 了 M 的 计算 )， 因 此 输入 是 在 L 中 的 。 相 反方 向 也 
很 容易 。 口 

可 以 立刻 得 到 下 面 的 结论 : 

定理 19.6 SSAT 是 PSPACE 完全 的 。 

证 明 ; 一 个 判定 SSAT 的 概率 性 交错 多 项 式 时 间 图 灵机 猜测 变量 的 真 值 ， 只 在 Kmax 
的 状态 中 猜测 存在 量词 的 变量 ， 在 K+ 的 状态 中 猜测 随机 量词 的 变量 。 严 格 交错 能 够 通过 
插入 虚 状态 来 实现 。 

为 了 说 明 完 全 性 ， 考 虑 被 概率 性 交错 图 灵机 M 判定 的 PSPACE 中 的 任意 语言 L 和 输 
人 人工 。 通 过 Cook 定理 ， 我 们 能 够 构造 一 个 刻画 M 在 x 上 的 计算 表达 式 。 为 了 反映 出 概率 
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性 交错 图 灵机 关于 接受 的 定义 ,我 们 需要 做 的 是 通过 随机 量词 量化 表示 从 K+ 的 一 个 状态 

中 做 出 非 确 定性 选择 的 变量 ， 并 用 存在 量词 量化 其 他 所 有 的 变量 。 很 自然 地 ， 对 应 于 非 确 

定性 选择 的 量词 按照 这 些 选 择 的 时 间 顺 序 排列 。 口 
定理 19.7 STOCHASTIC SCHEDULING 是 PSPACE 完全 的 。 

证 明 : STOCHASTIC SCHEDULING 能 够 被 下 面 的 概率 性 交错 机 器 判定 : 选择 两 个 要 
执行 的 任务 这 件 事 可 以 被 一 串 来 自 ns 状态 的 2log|V| 个 非 确定 性 选择 所 模拟 ， 每 个 非 确定 
性 选择 猜测 两 个 要 执行 的 任务 的 比特 位 (为 了 遵守 交错 的 要 求 ， 这 串 非 确定 性 选择 中 要 插 人 
一 些 虚 拟 的 天-+- 状态 )。 随 机 地 选择 两 个 任务 中 的 一 个 先 完成 这 件 事 可 以 被 一 个 开 + 状态 所 模拟 。 

STOCHASTIC SCHEDULING 问题 中 存在 一 个 困难 ， 如 果 期 望 的 时 间 比 给 定 的 时 间 
界 吾 小 ， 则 我 们 接受 ， 但 是 概率 性 交错 机 器 接受 的 条 件 是 接受 的 概率 大 于 一 半 。 这 能 够 通 


过 下 面 的 过 程 矫 正 ， 目 前 为 止 描述 的 机 器 的 每 个 计算 以 一 个 调度 为 终结 ， 花 费 为 了 一 地 Tz 十 


石 。 根 据 每 个 这 种 格局 ， 我 们 从 天 -+ 状态 做 出 loglV| 十 1 个 非 确 定性 选择 〈 同 样 与 玉 MAx 状 
态 交 织 在 一 起 )， 使 得 所 生成 的 子 树 总 的 接受 叶子 数 恰好 是 总 的 21V| 个 中 的 I|V| 十 28 一 2T 





个 一 这 里 我 们 不 失 一 般 性 地 假设 1V | 是 2 的 宕 。 如 果 我 们 为 Kvax 格局 做 出 一 个 选择 
(也 就 是 调度 策略 )， 接 受 的 概率 就 是 当 训 一 + ， 其 中 是 选择 的 调度 策略 期 望 的 完 


成 时 间 。 很 显然 这 个 概率 大 于 万， 当 且 仅 当 按照 要 求 TB。 


为 了 说 明 STOCHASTIC SCHEDULING 
是 PSPACE 完全 的 , 我 们 需要 将 SSAT 归 约 到 
它 。 我 们 简 述 这 个 归 约 ( 见 图 19. 8 作为 例子 )。 
给 定 一 个 有 个 变量 和 mm 个 子 句 的 SSAT 的 实 
例 ， 任务 图 G (表面 上 非常 类 似 于 GEOGRA- 
PHY 图 的 构造 )。 该 图 包含 了 一 堆 对 应 于 变量 
的 结构 ， 加 上 对 应 每 个 子 句 的 任务 。 对 应 于 存 
在 变量 的 结构 是 一 个 菱形 ( 顶 上 的 那个 )， 其 中 
最 好 的 策略 是 选择 一 边 ， 并 且 同 时 调度 里 面 的 
两 个 任务 。 这 个 的 功能 类 似 于 相应 的 变量 选择 
一 个 真 值 指派 。 对 应 于 随机 变量 (从 上 数 第 二 
个 ) 的 结构 更 加 简单 : 现在 最 佳 的 调度 策略 是 
同时 调度 两 边 〈 让 自然 来 决定 真 值 指 派 )。 唯 一 
强制 任务 是 该 堆 底 部 的 那个 结 点 (因此 必须 调 3xRy[(xVW) NAHxV a1)] 
度 一 条 贯穿 该 堆 的 路 径 )， 加 上 对 应 子 句 的 任 
务 。 每 个 对 应 子 句 的 任务 出 现在 其 中 出 现 的 所 
有 文字 之 后 ， 加 两 个 称 为 “放弃 任务 ”的 非 强制 任务 。 记 得 对 于 一 个 将 要 调度 的 任务 ， 其 
任意 一 个 〈 不 是 所 有 ) 前 驱 必 须 已 经 完成 。 一 旦 贯穿 堆 的 路 径 已 经 完成 〈 在 机 器 完全 忙碌 
的 2n 十 1 个 周期 中 ) ， 存 在 两 个 选择 : 如 果 得 到 的 真 值 指派 满足 所 有 的 子 句 ， 则 我 们 调度 最 
底下 的 任务 ， 所 有 mm 个 子 句 花 费 m 十 1 个 周期 ， 其 中 最 后 一 个 是 空闲 的 〈 总 的 经 过 时 间 为 ， 


广 屯 十 石 一 六 《24 十 1 十 m) 十 1 一 全 如 弛 )。 否则 ， 我 们 能 够 首先 调度 放弃 的 任务 ， 





图 19.8 随机 调度 
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Se 


， 如 果 p 是 在 给 定 的 存在 变量 的 真 值 指派 下 满足 所 有 子 句 的 概率 ， 则 相应 调度 策略 的 期 


7 
Se NRL, op ee 口 


存在 更 多 的 在 不 确定 性 下 是 PSPACE 完全 的 决策 问题 〈 见 参考 文献 ) 。 

交互 协议 

在 定义 PP 后 OO OO 
的 要 求 ， 即 接受 或 者 拒绝 的 概率 远 远 不 是 亏 《 至 少子 的 概率 接受 ， 至 多 地 的 概率 拒绝 )。 


我 们 能 够 类 似 地 放松 类 APP 的 定义 我们 已 i PSPACE) i 一 个 相似 的 
交错 类 ， 称 为 ABPP。 对 于 在 ABPP 中 的 一 个 语言 ， 存 在 一 个 概率 性 交错 图 灵机 使 得 如 果 
~ pb ， 则 存在 一 个 对 计算 树 中 的 Kmax 格 局 的 后 继 格局 的 选择 集合 ， 使 得 至 少 最 


终 树 中 闻 的 叶子 是 接受 的 。 相 反 ， 如 果 zFL， 则 对 于 Kuax 格 局 的 所 有 后 继 选 择 ， 树 中 至 
多 有 地 的 叶子 是 接受 的 。 


ABPP 和 IP 之 间 有 一 个 紧密 的 联系 ，IP 是 能 够 被 交互 协议 判定 的 类 ( 见 12.2 节 )。 
任意 ABPP 计算 可 看 成 是 交互 协议 ， 而 且 事实 上 爱丽 丝 能 够 看 见 的 鲍 勃 的 随机 位 〈 到 目前 


为 至 所 用 到 的 随机 位 能 够 从 非 确定 性 计算 树 的 当前 结 点 推出 ) 。 当 然 错误 概率 是 二， 而 不 


是 交互 协议 要 求 的 2-I" ， 但 是 这 没 区 别 〈 见 11. 3 节 中 的 讨论 ) 。 因 此 ABPP CIP。 反 过 
来 ，IP 是 PSPACE 的 子 集 : 在 多 项 式 空 间 中 我 们 能 够 逐个 检查 鲍 勃 和 爱丽 丝 之 间 所 有 可 
能 的 交互 ， 计 算 接受 的 概率 。 因 此 我 们 得 到 下 面 的 一 条 包含 的 链 ， 

性 质 19. 1 ABPPCIPCAPP 一 PSPACE。 口 

在 非 确 定性 计算 领域 ， 如 BPP 所 刻画 的 ， 通 过 “接受 ”和 “拒绝 ”中 谁 占 大 多 数 进 
行 判 定 的 概率 计算 ， 看 上 去 要 实质 性 地 弱 于 PP 所 刻画 的 截 割 的 判定 标准 。 如 果 BPP 包含 
NP (就 像 PP 包含 NP) ， 则 很 不 寻常 ， 因 为 这 样 的 话 ， 则 所 有 的 NP 完全 问题 有 可 靠 的 实 
际 的 随机 算法 : 这 样 的 可 能 性 很 小 。 非 常 令 人 惊讶 ， 在 交错 的 世界 中 ， 截 割 的 判定 标准 和 
利用 “多 数 投票 ”的 判定 标准 是 等 价 的 ， 性 质 19. 1 中 的 包含 链 朋 塌 ! 难 的 部 分 是 证 明 上 
等 式 (下 等 式 是 下 面 证 明 的 推论 ): 

定理 19.8 (Shamir 定理 ): IP 二 PSPACE。 

证 明 : 一 个 包含 关系 从 性 质 19. 1 中 得 出 。 对 于 另 一 个 包含 ， 因 为 IP 显然 在 归 约 下 封 
闭 ， 所 以 说 明 PSPACE 完全 问题 QSAT 在 IP 中 就 是 够 了 。 我 们 将 通过 描述 一 个 判定 
QSAT 的 很 聪明 的 交互 协议 来 说 明 。 假 设 爱丽 丝 和 鲍 勃 有 一 个 量化 的 布尔 表达 式 $， 

8 一 Vz3ayzVJAYVzCzAzYVCG Ana) V dwzV (CA 人 mo)) (19-1) 
注意 ， 因 为 某 个 原因 ， 我 们 不 假设 表达 式 是 前 束 式 ， 这 个 原因 很 快 就 会 说 明 。 但 是 表达 
式 (19-1) 有 另 一 个 有 用 的 性 质 : 变量 的 每 次 出 现 与 其 量化 的 地 方 不 会 被 多 于 1 个 的 全 称 
量词 分 隔 。 我 们 称 这 种 表达 式 是 简单 的 。 结 果 显 示 ， 我 们 可 以 不 失 一 般 性 地 假设 给 定 的 表 
达 式 是 简单 的 : 

引 理 19. 1 任何 量化 的 布尔 表达 式 $ 能 够 在 对 数 空间 内 转化 成 等 价 的 简单 表达 式 。 
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证 明 : 考虑 全 称 量词 VYy 和 一 个 在 Vy 之 前 量化 ,在 Vy 之 后 使 用 的 变量 x。 也 就 是 

说 ，#$ 形 如 …Qz… VYyy(z)。 我 们 将 $ 转化 为 : 
“Qer Vydr (rN rz)V mr A7T7r)) A yr) 

也 就 是 说 ， 我 们 引入 一 个 新 的 存在 量化 变量 x ， 这 将 是 z 的 新 名 字 ， 并 且 规 定 在 析 取 范式 中 
这 和 xz 必须 相等 。 因 此 ， 对 于 每 个 全 称 量化 变量 y， 从 表达 式 的 头 开 始 ， 我 们 对 其 他 每 个 在 
y 之 前 量化 、 在 y 之 后 使 用 的 变量 x+， 按照 上 面 所 述 修改 $4。 因为 对 于 每 个 y， 我们 需要 做 好 
几 次 修改 ,次 数 由 $ 中 原始 的 变量 数 限制 ， 所 以 可 以 在 O(n?) 步 内 得 到 简单 的 表达 式 。 口 

对 于 简单 的 表达 式 %， 协 议 首先 将 $ 转换 为 一 个 大 致 等 价 的 算术 表达 式 ， 让 爱丽 丝 说 服 
鲍 勃 % 的 算术 化 不 为 0。 我 们 能 够 假设 在 $ 中 ， 否 定 只 应 用 于 变量 ， 而 非 子 表达 式 。 如 若 不 
然 ， 我 们 能 够 “传播 ”任意 的 否定 符号 ， 经 过 其 他 的 逻辑 连接 符 和 量词 ， 直 到 到 达 变 量 那 
层 ， 参 考 定 理 8. 1 的 推论 中 到 MONOTONE CIRCUIT VALUE 的 归 约 。 这 必须 在 前 面 段落 
所 述 的 将 表达 式 转化 成 简单 表达 式 之 前 完成 。 为 了 算术 化 %， 我 们 将 布尔 变量 转换 成 整数 变 
量 ， 替 换 规则 是 z=0 意味 着 x 是 假 ，z=1 意味 着 工 是 真 。V 换 成 十 ， 八 换 成 X。 最 终 所 有 
假 的 表达 式 转 换 成 0， 所 有 真 的 表达 式 转 换 成 任意 正 值 。 一 x 被 1 一 + 模拟 (记得 我 们 没有 一 
般 表达 式 的 取 反 )。 存 在 量化 一 个 关于 变量 z 的 表达 式 等 价 于 (对 于 x 二 0,1) 表达 式 的 算术 
We 。 例 如 ， Ey 


1 1 
4 一 [>，[Gz 十 7， ITre， z 十 y。 Qt Dety. (1—w))]] (19- 2) 


和 及 积 的 范围 扩展 到 表达 式 末 尾 。 我 们 称 这 种 表达 式 为 >，- [| 表达 式 。 注 意 ， 因 为 8 是 
一 个 没有 自由 布尔 变量 的 完全 量化 的 表达 式 ， 所 以 A， 也 没有 自由 变量 ， 其 值 为 非 负 整数 。 
例如 ， 上 面 的 As 值 是 96。 实 际 上 ， 我 们 期 望 值 是 非 零 ， 因 为 $ 是 真 。 算术 化 的 重要 性 质 
能 够 用 下 面 的 引 理 描述 : 

引 理 19. 2 ”对 于 任意 用 人 、 V 和 否定 连接 的 变量 上 的 量化 表达 式 $， $ 为 真 当 且 仅 当 
A;s=0。 

证 明 : 我 们 将 通过 y 结构 上 的 归纳 证 明 一 个 稍微 强 一 点 儿 的 命题 : 

对 于 任意 表达 式 $ 和 其 自由 变量 的 任意 真 值 指派 ， 如 果 #$ 的 真 值 是 真 ， 通过 As 及 其 
自由 变量 根据 真 - 假 和 1 -0 之 间 的 显然 的 对 应 关系 取 值 ， 其 值 为 一 个 正 整 数 ; 如 果 # 是 
假 ， 则 值 为 零 。 

这 个 声明 对 文字 当然 成 立 。 如 果 8 二 yr V yz ， 则 4 为 真 当 且 仅 当 yi 和 ye 中 至 少 有 一 
个 为 真 ， 通 过 归纳 ， 其 发 生 当 且 仅 当 Ay, 和 Ay, 中 至 少 有 一 个 取 正 数 ， 又 当 且 仅 当 A; = 
Ay, 十 Ay, 取 正 值 ( 通 过 归纳 ,我 们 知道 Ay, 和 Ay, 是 非 负 整数 )7 对 于 人 ，Yx 和 了 xz 的 归 
纳 步骤 非常 相似 ， 因 此 省 略 。 口 

因此 ， 爱 丽 丝 要 使 鲍 勃 相信 的 是 给 定 的 >)- [| 表达 式 的 值 是 正 整数 。 第 一 步 ， 爱 丽 
丝 希 望 将 这 个 整数 发 送 给 鲍 勃 〈 她 当然 能 够 用 她 的 指数 计算 能 力 计 算 ) 。 但 是 有 一 个 问题 : 
这 个 数 可 能 太 大 了 。 例如，》);- [| 表达 式 


II 和 0 >» Dty) (19- 3) 


zi 一 0rzz 一 0 z=0y=0y, 


因此 不 可 能 计算 并 传输 。 这 个 问题 由 下 面 的 引 理 解决 。 











求 得 笃 
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引 理 19. 3 如 果 >)- [] 表达 式 A 的 值 的 长 度 为 x*， 且 为 非 零 ， 则 存在 一 个 在 2 一 
2?2 的 素数 娟 ， 使 得 A 和 0mod p。 

证 明 : 假设 对 于 这 个 范围 内 的 所 有 素数 A 二 0mod p。 通 过 中 国 剩余 定理 ( 引 理 10. 1 
的 推论 2) ， 模 这 些 素 积 的 乘积 为 0。 我 们 将 说 明 这 个 乘积 大 于 A 的 值 ， 因 此 真 值 为 0， 这 
和 $$ 为 真 的 假设 矛盾 。 

首先 ， 很 容易 看 到 A 的 值 最 多 为 2 : 每 个 额外 的 运算 〈 加 、 乘 、 累 加 、 累 乘 ) 最 多 
将 原来 的 值 平方 〈 实 际 土 ， 只 有 乘 和 累 乘 会 取 平方 ， 其 他 运算 最 多 变 为 两 倍 ) 。 因 为 A 中 
存在 最 多 n 个 运算 ， 所 以 我 们 得 到 结论 ， 值 不 超过 22 。 

接 下 来 ,我 们 将 说 明 2" 一 22 之 间 的 不 同 素数 至 少 为 2" 个 ， 因 此 其 乘积 大 于 2”。 这 
样 引 理 就 证 明 完 了 。 它 由 素数 定理 产生 〈 关 于 素数 分 布 的 一 个 重要 而 且 深 刻 的 结果 ， 见 问 
题 11. 5. 27 中 的 讨论 ) 。 但 是 下 面 的 简单 计算 也 能 推出 : 

断言 素数 nn 的 个 数 至 少 为 Vn 。 

断言 的 证 明 : 如 果 数 i<n 不 能 被 任意 小 于 Vn 的 素数 分 解 ， 则 i 是 素数 。 现 在 
对 于 小 于 等 于 的 数 ， 最 多 有 一 半 能 够 被 2 整除 。 对 于 剩 下 的 数 ， 最 多 有 1/3 的 数 
能 够 被 3 整除 : 对 于 所 有 的 直到 Vn 的 素数 ， 以 此 类 推 。 因 此 最 大 为 n 的 所 有 素数 的 


Li 
个 数 至 少 为 a]] ,< ,zp 的 范围 是 所 有 不 超过 vn 的 素数 ， 其 至 少 与 a[T 
i 一 2 





二 > 人 一样 大 。 口 

根据 这 个 引 理 ， 通 过 爱丽 丝 自己 选择 的 素数 p， 其 中 2" 过 p 达 2”， 爱丽 丝 说 服 鲍 勃 
>)- [| 表达 式 A 值 为 非 零 数 的 整个 协议 能 够 获得 。 现 在 让 我 们 用 式 (19- 2) 中 的 
>》)- [| 表达 式 A 作为 例子 ， 具体 讨论 该 协议 。 

爱丽 丝 首先 给 鲍 勃 发 送 素数 p 以 及 它 是 素数 的 凭证 ， 所 有 计算 都 要 模 这 个 素数 一 一 假 
设 这 个 数 是 13 (暂时 忽略 至 少 为 2* 的 要 求 )。 她 也 发 送 凭 借 指数 能 力 计算 出 的 A mod p 
的 值 a， 一 一 在 我 们 的 例子 中 ,a 二 96mod 13 一 5。 

计算 分 步 进 行 ， 每 个 阶段 对 应 A 中 的 每 个 ->， 和 [| 符号 。 在 每 个 阶段 的 开始 ， 存 在 
一 个 的 以 》) 或 [[ ,开头 的 > -TT 表达 式 A， 以 及 由 爱丽 丝 提供 的 a 模 p 的 值 。 如 果 
第 一 个 [| 或 >) 被 删除 ， 则 得 到 的 表达 式 为 z 的 多 项 式 , 称 为 A'(z)。 鲍 和 按 从 爱丽 丝 那 
里 求 得 多 项 式 的 系数 (这 很 难 计算 ,但 对 爱丽 丝 却 并 非 如 此 )。 由 于 重复 平方 (考虑 将 上 
面 >)- [| 表达 式 (19-3) 中 最 后 括号 中 的 yi 替换 成 x1)， 通 常 该 多 项 式 的 度数 能 够 达到 
n 的 指数 。 但 是 我 们 已 经 假设 原始 的 表达 式 是 简单 的 ， 则 A’'(z) 能 够 写成 只 有 一 个 [| 符 
号 一 一 其 他 的 是 不 包含 x 的 量 的 乘积 ， 因 此 是 常数 。 因 为 除了 [| 外 ， 其 他 任意 的 符号 至 


多 能 够 增加 A'(z) 度数 1 度 ， 所 以 A’(x) 的 度数 最 多 为 2n。 因 此 爱丽 丝 传输 A'(zx) 的 
系数 给 鲍 勃 是 没有 问题 的 。 

在 我 们 的 例子 中 ， 多 项 式 A'(x) 是 2z2 十 8z 十 6。 一 旦 鲍 勃 收 到 它 ， 他 检验 A’'(0)。 
A'(1)= 二 a mod p ( 在 我 们 的 例子 中 ，6。16=5 mod 13)， 因 此 给 出 的 多 项 式 与 宣称 的 值 < 一 
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致 。 鲍 勃 现在 想 要 删除 开头 的 [ ,符号 并 继续 检验 新 的 更 小 的 > , - [| 表达 式 A。 但 是 如 果 他 
这 么 做 ,剩余 的 表达 式 有 自由 变量 x， 因 此 不 是 相同 性 质 的 求 值 问题 。 为 了 将 其 转化 为 没有 自 
由 变量 的 求 值 问题 ， 鲍 勃 将 工 替 换 为 一 个 随机 数 模 p， 假 定 是 9。 得 到 的 >' - [| 表达 式 是 


1 
>)[(9 十 y) 。 ITre， = 十 y a (1 — w))]] 


w=0 


因为 这 只 是 A'(9)， 而 爱丽 丝 声称 A' (x) 是 2z2z 十 8z 十 6， 所 以 如 果 爱 丽 丝 是 正确 的 ， 则 
新 的 A 值 为 4 二 2，9? 十 8。9 十 6 二 6 mod 13。 我 们 因此 能 够 开始 新 的 一 轮 。 

A'(y) 是 删除 开头 的 >) 的 A。 爱 丽 丝 计 算出 其 为 A'(y) 二 2y 十 y 十 3y mod 13， 并 
将 这 个 消息 发 送 给 鲍 勃 。 鲍 勃 检查 A'(0) 十 A’(1) = 二 6 mod 13。 现 在 他 能 够 删除 开头 的 
>，， 并 将 y 替换 成 一 个 随机 数 模 13， 假 定 是 >=3。 声 称 新 表达 式 的 值 是 A'(3) 二 7 mod 
13。 现 在 新 表达 式 从 因子 (9 十 3) 王 12 mod 13 开始 。 如 果 12 乘 上 剩余 的 表达 式 得 到 ?7 
mod 13， 那 么 剩余 的 表达 式 一 定 是 7. 12-1mod 13， 鲍 勃 也 可 以 用 欧 拉 算法 来 判定 12-! = 
12 mod 13。 于 是 得 出 声称 的 剩余 表达 式 


Fe TTre en yc+s “人 一 
的 值 为 a 二 7 。 12 一 6 mod 13。 我 们 可 以 开始 下 一 轮 了 ， 
删除 A 中 开头 的 [[ ， 我 们 有 A'(z)， 爱 丽 丝 声 称 A'(z) 二 8z 十 6。 鲍 勃 检查 A’'(0)。 
A'(1) 二 6==a mod 13。 他 给 = 产生 一 个 随机 值 ， 假 定 是 7。 从 A 中 删除 开头 的 T[ 后 得 到 
的 新 表达 式 的 值 一 定 是 A'(7) 二 10 mod 13。 这 个 表达 式 的 开头 项 是 (9 。7 十 3 。 (1 一 7)) = 
6 mod 13。 因 为 我 们 假设 整个 表达 式 的 值 为 10， 所 以 剩余 的 表达 式 是 


1 
A= >)(7 十 3 (1—w)) 


的 值 一 定 是 < 王 10 一 6 一 4。 现在 爱丽 丝 声称 A'(w) 二 10 一 3，w。 鲍 勃 检查 A'(0) 十 A'(1) 二 
a 一 4 mod 13。 最 后 ， 因 为 在 A'(w) 中 不 再 存在 >) 和 [| 符号 ， 所 以 鲍 勃 能 够 自己 检查 
声称 的 A'(w) 是 否 正确 。 如 果 正 确 ， 则 鲍 勃 确信 >)- [| 表达 式 (19- 2) 模 为 非 零 ， 
因此 不 可 能 是 零 。 即 (19- 1) 中 量化 的 表达 式 $ 是 真 。 

很 显然 ， 如 果 A 的 值 为 非 零 ， 则 协议 能 够 说 服 鲍 勃 相信 这 件 事 。 剩 下 的 就 是 说 明 ， 如 
果 A 王 0， 则 爱丽 丝 几 乎 不 可 能 说 服 鲍 勃 。 证 明 很 简单 : 我 们 要 证 明 ,， 如果 A 一 0 且 爱 丽 丝 
以 一 个 非 零 数 。 开始 ， 则 第 i 轮 声称 的 a 值 是 错 的 概率 为 (1 一 22】 

爱丽 丝 声称 的 第 一 个 值 a 是 非 零 的 ， 因 此 一 定 是 错 的 ; 因此 当 ;i==1 时， 命题 是 对 的 。 
通过 归纳 ， 对 于 i>1， 我 们 知道 第 ;一 1 个 值 错误 的 概率 是 (1 一 既 ) ”。 假 设 这 个 值 确实 
是 错 的 。 因 为 在 第 i 轮 ， 爱丽 丝 产生 的 多 项 式 4'(z) 一 定 使 A'(0) 十 A'(1) (根据 第 i 个 
符号 是 》) 还 是 [| ， 也 可 能 是 A'(0). A’'(1)) 是 错误 的 值 ， 爱 丽 丝 必须 提供 一 个 错误 的 
多 项 式 一 一 一 个 不 同 于 正确 多 项 式 的 多 项 式 A"(z)， 记 作 C(x)。 现 在 C(x) 一 A'(zx) 是 一 
个 度数 为 .2n 的 多 项 式 ， 因 此 最 多 有 27 个 根 〈 见 引 理 10.4) 。 因 此 鲍 勃 产生 在 0~~p 一 1 之 
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间 的 随机 数 > 是 其 中 一 个 根 的 概率 至 多 是 小 这 是 我 们 取 p 至 少 为 2" 的 原因 )。 在 第 i 轮 
中 ， 值 a 错误 的 概率 至 少 为 第 ;一 1 轮值 为 错误 的 概率 乘 以 (1 一 让)， 从 而 证 实 了 命题 。 

根据 声明 ， 在 最 后 一 轮 ， 鲍 勃 将 知道 爱丽 丝 欺 骗 他 的 概率 是 (1 一 鹤 ) ， 只 要 交 足 够 
大 ， 概 率 能 够 任意 接近 1。 最 后 ， 为 了 达到 交互 证 明定 义 要 求 的 置信 度 1 一 2-"， 重 复 两 次 
协议 就 足够 了 。 口 

推论 ABPP 二 IP 二 PSPACE.。 

证 明 ; 只 要 注意 在 上 面 证 明 的 交互 协议 中 ， 爱 丽 丝 可 能 很 了 解 鲍 勃 产生 的 随机 位 
这 些 随机 位 是 每 一 轮 的 随机 求 值 点 ， 该 信息 对 爱丽 丝 来 说 没有 用 。 因 此 协议 能 够 以 QSAT 
计算 树 的 形式 来 表示 ， 其 结 点 在 随机 化 点 和 最 大 化 点 之 间 交 蔡 ， 因 此 接受 和 拒绝 都 需要 绝 
大 多 数 。 口 


19.3 更 多 的 PSPACE 完全 问题 


下 面 是 一 个 基本 的 PSPACE 完全 问题 : 

IN-PLACE ACCEPTANCE: 给 定 一 个 确定 性 图 灵机 M 和 一 个 输入 捉 zx， 问 M 是 否 
能 接受 z 并 且 计 算 时 ,不 越过 输入 带 上 第 |zx| 十 1 个 字符 ? 

定理 19.9 IN-PLACE ACCEPTANCE 是 PSPACE 完全 的 。 

证 明 : 显然 它 是 属于 PSPACE 的 : 在 线性 空间 内 ， 对 于 输入 x， 我 们 可 以 模拟 M， 并 
记录 运算 的 步 数 。 如 果 图 灵机 拒绝 或 者 企图 添加 一 个 空白 字符 U (从 而 违反 了 “就 地 ”的 
要 求 )， 或 者 图 灵机 运行 的 步骤 超过 了 |K||z||1311"1 步 ， 则 我 们 给 出 拒绝 。 

然后 假设 语言 L 在 PSPACE 内 ， 可 以 被 图 灵机 M 在 n* 空间 内 接受 。 显 然 M 接受 工 


当 且 仅 当 M 就 地 接受 字符 串 z UU”( 即 我 们 在 后 面 追加 nt 个 空白 字符 )。 故 zEL 当 且 仅 


当 (M,zxU") 是 IN-PLACE ACCEPTANCE 的 一 个 “yes” 实 例 。 蚁 

下 面 的 一 种 变形 也 是 很 有 用 的 : 

IN-PLACE DIVERGENCE: 给 定 一 个 确定 性 图 灵机 M 的 描述 ，M 是 否 能 在 不 超过 
1M| 个 字符 的 带 上 不 收敛 地 计算 下 去 ? 

推论 IN-PLACE DIVERGENCE 是 PSPACE 完全 的 。 

证 明 : 显然 它 在 PSPACE 中 。 我 们 可 以 把 IN-PLACE ACCEPTANCE 归 约 到 IN-PLACE 
DIVERGENCE: 对 给 定 的 M 和 z 我 们 设计 一 个 M ， 它 首先 在 空 串 上 输入 zx，M 接着 模拟 
M， 并 记录 步 数 。 当 M 即将 接受 时 ， 通 过 重 置 步 数 为 0 上 且 将 字符 串 清 空 来 初始 化 M ， 使 之 
不 收敛 。 如 果 对 于 输入 工 ，M 表现 出 任何 其 他 的 行为 例如， 拒绝 、 检 测 到 不 收 傅 、 加 入 空 
白 符号 等 )， 则 我 们 终止 M 。 显 然 M 从 任意 格局 开始 有 一 个 不 收敛 的 计算 当 且 仅 当 它 从 具有 
空 串 的 初始 格局 开始 有 一 个 不 收敛 计算 ,而 这 种 情况 的 发 生 当 上 且 仅 当 M 接受 z。 口 

我 们 可 以 通过 从 IN-PLACE ACCEPTANCE 和 IN-PLACE DIVERGENCE 的 归 约 来 
证 明 很 多 其 他 问题 也 是 PSPACE 完全 的 。 其 中 一 个 重要 的 类 别 是 分 布 式 计算 。 我 们 接 下 来 
介绍 这 样 一 个 例子 。 

一 个 进程 是 有 向 图 G=(V,E) ， 我 们 称 它 的 顶点 为 它 的 状态 ， 称 它 的 边 为 转换 。 一 个 
通信 进程 系统 是 进程 的 集合 {Gi = (Vi ,EE1),… ,Gn 二 (V,,E,)}， 这 里 假设 所 有 V; 是 不 相 
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交 的 ， 以 及 一 个 称 为 通信 对 的 无 向 转换 对 的 集合 P= 二 {{e1 ,el ),…, {em,em }}。 每 一 个 通 
信 对 {eive: }EP 满足 e; € 已 是 e; EE (jk), 直观 地 ， P 中 的 转换 对 代表 着 一 种 进程 
间 交 互 的 方法 ， 即 相应 的 进程 按照 转换 的 要 求 同 时 改变 成 合适 的 状态 。 要 令 这 样 的 通信 发 
生 ， 这 两 个 进程 必须 位 于 合适 的 状态 上 〈 两 个 转换 的 尾部 ) 。 

我 们 定义 通信 进程 系统 的 系统 状态 集合 为 所 有 Vi 的 笛 卡 儿 积 : V==Vi XV X*…XV。 
我 们 定义 转换 关系 TCVXV 如 下 ; 〈(al， …，an)，(0，…， 加 ))ET 当 且 仅 当 存在 7 天 人 
使 得 {(aj ,6;),(ar ,bi))EP， 并且 a; 二 b; 对 所 有 的 i{j,k) 成 立 。 也 就 是 说 ，((al，…， 
an)，(b1，*…，b,))ET 当 且 仪 当 我 们 仅仅 通过 P 中 的 一 个 对 来 改变 系统 状态 的 两 个 部 分 
从 而 从 al,…,an) 转变 为 〔b1,…,b,)， 并 保持 其 他 部 分 不 变 。 

这 里 最 重要 的 问题 就 是 设计 通信 进程 系统 使 它们 满足 不 同 的 要 求 ， 并 测试 设计 的 结果 
是 正确 的 。 不 幸 的 是 ， 正 如 这 些 系统 中 所 有 其 他 重要 的 性 质 一 样 ， 测 试 工作 都 是 难 完成 
的 。 比 如 ， 我 们 定义 死 锁 系统 状态 是 系统 状态 dEV， 使 得 没有 任何 a€V 且 (vd,a)ET。 
死 锁 系统 状态 是 我 们 不 希望 看 到 的 ， 所 以 我 们 希望 能 够 检测 到 死 锁 通 信 状 态 。 不 难看 到 测 
试 给 定 的 通信 进程 系统 是 否 存在 死 锁 状态 是 NP 完全 的 〈 见 问题 19. 4. 5) 。 但 是 ， 在 实际 
情况 中 ， 只 有 一 部 分 系统 状态 被 实际 操作 使 用 。 不 会 遇 到 的 死 锁 情况 是 不 重要 的 。 因 此 下 
面 的 问题 更 有 意义 : 

REACHABALE DEADLOCK: 给 定 一 个 通信 进程 系统 和 一 个 初始 系统 状态 a， 是 否 
存在 一 个 死 锁 系统 状态 4， 它 能 从 a 通过 转换 关系 到 达 ? 

定理 19. 10 REACHABLE DEADLOCK 是 PSPACE 完全 的 。 

证 明 : 要 证 明 REACHABLE DEADLOCK 是 属于 PSPACE 的 ， 我 们 假设 给 定 一 个 通 
信 进 程 系统 。 容 易 看 到 ， 在 多 项 式 空间 内 我 们 可 以 输出 整个 转换 关系 。 对 给 定 的 转换 关 
系 ， 在 非 确 定性 对 数 空间 内 (相对 于 转换 关系 的 大 小 ， 它 在 输入 的 指数 级 内 ) 我 们 能 确定 
一 个 状态 a 是 否 可 能 到 达 某 个 死 锁 系统 状态 。 最 后 ， 运 用 性 质 8. 2 中 的 技巧 ， 我 们 可 以 把 
两 个 有 界 空间 算法 结合 成 一 个 算法 ， 从 而 不 需要 存储 整个 转换 关系 ， 这 样 我 们 就 能 在 多 项 
式 空 间 内 解决 这 个 问题 。 

我 们 通过 把 IN-PLACE ACCEPTANCE 归 约 到 REACHABLE DEADLOCK 来 证 明 其 
完全 性 。 对 给 定 的 图 灵机 M 和 输入 xz， 我 们 要 决定 M 是 否 在 有 界 空间 内 接受 工 。 我 们 这 
样 来 构造 进程 系统 。 构 造 |x| 十 2 个 进程 : M 计算 时 字符 串 的 方块 数 加 上 一 个 初始 的 > 以 
及 一 个 结尾 的 4 ， 一 个 新 的 符号 。 我 们 假设 已 经 修改 了 M 的 程序 ， 这 样 当 光标 扫描 到 了 
4 时 ( 即 当 计算 要 违反 “就 地 ”要 求 时 )， 图 灵机 就 拒绝 。 这 |z| 十 2 个 进程 都 是 同 构 的 : 
第 i 个 进程 的 状态 空间 Vi; 为 {si:sE53UEXK}, 它 是 集合 3U5XK 的 一 个 “有 记号 的 副 
本 ”一 一 这 就 是 图 灵机 所 有 运算 列表 中 出 现 的 字符 集合 ， 见 图 8. 3。 同 样 ，E; 二 Vi;XV; 为 
所 有 可 能 出 现 的 边 。 

我 们 接 下 来 定义 通信 对 的 集合 P。P 由 所 有 {(s1,s2),(s3'',s4'')) 的 边 对 组 成 ,使 
得 : (a) 字符 st 、s3 的 其 中 一 个 和 字符 ss 、s4 的 其 中 一 个 属于 5XK; (b) 如 果 在 某 一 时 
刻 M 的 带 中 存在 两 个 相 邻 的 方块 包含 S: 和 s3， 则 在 下 一 步 中 这 两 个 方块 包含 ss 和 54。 此 
外 ， 对 所 有 的 a,b5EZ3 以 及 i,j 三 |zx|1,， 我 们 同时 加 入 所 有 如 下 形式 的 对 {((“no”,a)i， 
(“no”,a)'),(B ,Bb )) (这 使 得 拒绝 状态 可 以 自我 转换 ， 从 而 把 这 类 状态 从 死 锁 系统 状态 中 
排除 )。 定 义 了 通信 进程 系统 之 后 ,我 们 令 初 始 状态 系统 为 a 二 (>, (zi ,5) ,zx2，*… ,zxn，<)， 
其 中 z 一 Zizz…zn 是 输入 ，; 为 M 的 初始 状态 。 
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显然 M 的 格局 很 自然 地 对 应 于 系统 状态 ,转换 状态 对 应 于 格局 图 。 当 然 ， 也 存在 一 
些 不 是 格局 的 系统 状态 〈 例 如 ， 那 些 不 是 从 上 > 开始， 或 者 在 XK 中 有 多 个 字符 的 状态 )， 
但 这 样 的 系统 状态 都 是 不 能 够 从 a 到 达 的 状态 。 由 于 我 们 的 机 器 是 确定 性 的 ， 所 以 在 这 个 
进程 系统 的 转换 图 中 仅 存 在 一 条 从 a 离开 的 路 径 ， 且 对 于 输入 zz， 这 条 路 径 正 好 通过 M 所 
有 的 计算 格局 。 如 果 M 拒绝 或 发 散 ， 则 没有 一 个 从 a 可 以 到 达 的 死 锁 。 如 果 M 接受 ， 则 
这 个 接受 的 格局 就 是 唯一 可 以 到 达 的 死 锁 。 因 此 存在 一 个 可 以 到 达 的 死 锁 当 且 仅 当 M 就 
地 接受 工 。 男 

周期 优化 

假设 我 们 必须 为 每 天 都 要 执行 的 任务 提供 一 些 机 器 。 每 个 这 样 的 任务 会 在 一 天 的 某 个 固 
定时 间 启 动 ， 然 后 在 某 个 固定 时 间 结 束 ， 并且 在 这 段 时 间 内 需要 独占 一 台 机 器 。 例 如 ， 在 图 
19. 9a 中 ,任务 A 必须 要 在 每 天 上 午 6 点 至 下 午 3 点 执行 ， 任 务 B 必须 要 在 下 午 1 点 至 下 午 
11 点 执行 ， 任 务 C 必须 要 在 下 午 8 点 至 上 午 8 点 执行 ， 任务 D 必须 在 上 午 0 点 至 上 午 4 点 执 
行 。 我 们 希望 最 小 化 所 需要 的 机 器 数量 〈 假 设 所 有 的 机 器 是 相同 的 ， 且 适合 所 有 的 任务 ) 。 

对 于 这 个 问题 ， 有 一 个 很 简单 的 图 论 方法 : 我 们 考虑 一 个 无 向 图 ， 其 中 的 每 个 结 点 都 
是 一 个 任务 。 如 果 两 个 任务 对 应 的 线段 相交 ， 则 这 两 个 任务 结 点 间 存 在 一 条 边 ， 因 此 这 两 
个 任务 必须 使 用 不 同 的 机 器 〈 见 图 19.9b)。 显 然 所 需要 的 最 少 的 机 器 数量 就 是 这 个 图 的 
着 色 数 (chromatic number) ， 也 就 是 说 ， 需 要 为 图 中 所 有 结 点 着 色 并 使 相 邻 结 点 间 颜 色 不 
同 所 需要 的 最 少 颜色 数量 。 在 以 上 这 个 例子 中 我 们 只 需要 三 个 机 器 。 

但 事实 上 在 这 个 例子 中 两 个 机 器 就 足够 了 。 上 述 的 分 析 是 有 问题 的 ， 因 为 它 基于 每 个 
任务 每 天 使 用 的 机 器 都 是 相同 的 这 样 一 个 其 实 并 不 需要 的 限制 条 件 。 除 去 这 个 限制 条 件 ， 
我 们 实际 上 要 着 色 的 图 就 是 图 19. 9c。 这 里 ，A; 代表 任务 A 第 i 天 ， 以 此 类 推 。 尽 管事 实 
上 这 个 图 是 无 限 的 ， 但 显然 它 只 需要 两 种 颜色 就 能 被 着 色 。 注 意 ， 这 个 图 是 周期 图 ， 原 则 
上 在 两 个 方向 上 延伸 至 无 限 远 。 周 期 图 也 可 以 非常 简洁 地 用 图 19. 9d 来 描述 。 在 这 个 周期 
图 中 ， 有 些 边 是 有 向 的 ， 标 记 为 十 1。 这 样 的 一 条 边 (u,v) 意味 着 对 于 所 有 的 整数 i， 存 
在 一 条 无 向 边 连接 结 点 u; 和 wi+1。 现 在 我 们 可 以 陈述 这 个 问题 了 : 

PERIODIC GRAPH COLORING: 给 定 一 个 周期 图 G 和 一 个 代表 颜色 数量 的 数 k， 问 
这 个 图 是 否 可 以 用 上 种 颜色 来 着 色 ? 





入 A 
gs 十 1 
局 Ci D' Bi Cai Dii B G D 
c) d) 


图 19.9 周期 性 调度 和 图 着 色 
虽然 给 一 个 无 限 图 着 色 看 上 去 似乎 很 奇怪 、 很 不 寻常 ， 但 这 却 是 一 个 已 经 明确 定义 的 
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问题 : 要么 存在 一 个 着 色 (一 个 结 点 的 无 限 可 数 集合 到 41,2,…,&} 的 映射 )， 要 么 不 存 
在 ， 但 答案 不 是 一 下 子 可 以 算得 出 来 的 。 
这 个 推广 不 单 只 适用 于 图 上 的 问题 。 考 虑 如 下 的 合 取 范式 下 的 周期 布尔 表达 式 : 
= 
Cea VYV me) NM Ca V Brn) A Cp V Be VV Tah 
也 可 以 精简 成 ， 
6 人 

对 每 个 整数 i 我 们 有 一 个 包含 了 3 个 子 句 和 3 个 布尔 变量 的 组 。yi;+1 中 的 下 标 表示 在 
第 i 个 组 中 的 子 句 包含 了 yi+1， 而 不 是 y;。 显 然 ， 我们 也 可 以 定义 更 复杂 的 表达 式 ， 其 子 
句 由 包含 了 超过 两 组 的 变量 构成 ; 或 者 是 图 上 的 边 连 接 两 个 不 相 邻 的 块 中 的 顶点 (这些 对 
象 的 简洁 表示 可 以 有 任意 的 正 整数 作为 下 标 )。 这 里 我 们 只 考虑 相 邻 的 块 才 可 能 相交 的 周 
期 性 对 象 。 

上 述 问题 可 定义 如 下 : 

PERIODIC SAT: 给 定 一 个 周期 布尔 表达 式 ， 问 是 否 存 在 一 个 满足 所 有 的 子 句 的 变量 
的 真 值 指派 ? 

而 且 ， 这 个 问题 也 是 一 个 腿 好 定义 的 问题 ， 但 不 是 一 下 子 算得 出 的 。 

定理 19. 11 PERIODIC SAT 是 PSPACE 完全 的 。 

证 明 : 我 们 首先 证 明 这 个 问题 是 属于 PSPACE 的 。 假 设 给 定 的 周期 表达 式 是 可 满足 
的 ， 那 么 考虑 它 可 满足 的 真 值 指派 。 真 值 指派 包含 了 一 个 对 各 种 变量 块 真 值 指派 的 双向 无 
穷 序 列 … ,Ti Ti+i » it2 9 每 个 业 都 是 一 个 { 真 , 假 }* 中 的 元 素 ， 其 中 nn 是 周期 表达 
式 中 每 个 块 中 变量 的 数量 。 第 i 个 块 对 (i 为 任意 刺 数 )， 为 两 个 相 邻 真 值 指 派对 Ti;， 
Ti+1)。 由 于 存在 2* 种 可 能 的 不 同 块 对 ， 所 以 必然 存在 两 个 相同 块 对 ， 它 们 之 间 的 距离 不 
超过 2”。 因 此 ， 对 于 i 十 2 和 i 十 2%+0* 之 间 的 某 个 i 和 7 来 说 ，(Ti;,Ti41) 二 (Tj,Tj+1)。 
但 这 也 意味 着 存在 一 个 可 满足 的 真 值 指 派 ， 它 包含 了 《Ti,Tit1,…,T;-1) 的 双向 无 限 重 
复 。 我 们 可 以 得 到 : 如 果 一 个 周期 表达 式 是 可 满足 的 ， 则 它 包含 了 一 个 周期 性 可 满足 的 真 
值 指派 ， 其 周期 至 多 为 变量 个 数 的 指数 级 。 

这 个 关键 的 观察 使 我 们 可 以 在 多 项 式 空间 内 解决 这 个 问题 : 我 们 可 以 利用 非 确 定性 来 
猜测 真 值 指派 区 ,Ts,…， 总 是 记 住 最 后 的 两 个 真 值 指派 。 在 我 们 猜测 后 ， 我 们 检测 第 
i 一 1 个 组 中 所 有 的 子 句 是 否 都 被 满足 了 。 一 旦 我 们 成 功 猜测 到 了 我 们 可 以 接受 的 Tz"+s?: 
我 们 知道 存在 一 个 周期 性 可 满足 的 真 值 指 派 。 

要 证 明 完 全 性 ， 我 们 还 需要 把 IN-PLACE DIVERGENCE 归 约 到 PERIODIC SAT。 
给 定 一 个 图 灵机 M， 问 是 否 存在 M 的 任何 计算 (从 任意 格局 开始 ) 会 在 M 的 带 的 前 |M | 
个 方 格 上 永远 循环 下 去 。 我 们 的 周期 表达 式 在 每 个 块 中 都 拥有 足够 的 变量 去 编码 M 的 格 
局 (加 上 一 些 额外 的 变量 )。 其 中 的 子 句 表达 了 第 i 十 1 个 块 中 变量 所 编码 的 格局 应 该 是 由 
第 i 个 块 所 编码 的 格局 的 下 一 步 这 样 一 个 要 求 。 这 和 Cook 定理 (定理 8.2) 是 完全 一 样 
的 : 一 个 电路 可 以 捕捉 到 M 的 转换 关系 ; 电路 的 门 就 是 新 的 变量 ,， 子 句 表达 了 每 个 门 的 
输入 和 输出 间 真 实 的 逻辑 关系 。 

因此 如 果 构 造 的 这 个 周期 表达 式 是 可 满足 的 ， 则 变量 的 真 值 决定 了 M 中 前 | M| 个 方 
块 上 的 无 限 次 的 计算 。 相 反 地 ， 如 果 存 在 M 的 一 个 无 限 的 ， 原 地 踏步 的 计算 ， 则 也 必然 
存在 一 个 无 限 计算 ， 它 由 一 个 有 限 “ 循 环 ” 的 无 限 次 的 重复 组 成 〈 在 证 明 中 ， 这 无 限 次 的 
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计算 只 需要 运行 是 够 长 到 下 一 个 格局 重复 出 现 就 可 以 了 )。 而 这 样 的 无 限 计算 产生 了 一 个 
双向 无 限 真 值 指派 ， 它 能 够 满足 所 构造 的 表达 式 。 口 

定理 19. 12 PERIODIC GRAPH COLORING 是 PSPACE 完全 的 。 

证 明 : 证 明 PERIODIC GRAPH 属于 PSPACE 与 PERIODIC SAT 的 证 明 相 同 : 至 多 
在 局 个 副本 出 现 后 ， 相 邻 两 个 图 的 着 色 必 然 会 重复 ， 因 此 整个 着 色 可 以 假设 为 指数 级 的 
周期 。 那 么 ， 多 项 式 空间 机 器 可 以 猜测 并 检查 这 样 的 着 色 。 

要 证 明 完 全 性 ， 我 们 模仿 第 9 章 中 3SAT 到 COLORING 的 归 约 。 首 先 ， 回 想 定 理 9. 3 
中 证 明 NOT-ALL-EQUAL SAT 问题 变种 的 可 满足 性 是 NP 完全 的 。 我 们 观察 到 ， 一 般 而 
言 电 路 产生 的 子 句 是 可 满足 的 当 且 仅 当 它们 满足 NOT-ALL-EQUAL 的 定义 。 因 此 定理 
19. 11 中 的 证 明 也 说 明了 PERIODIC NOT-ALL-EQUAL SAT 问题 是 PSPACE 完全 的 。 

最 后 ， 回 想 从 NOT-ALL-EQUAL SAT 到 COLORING 的 归 约 《〈 见 图 9.8)。 要 把 这 
个 归 约 应 用 于 这 两 个 问题 的 周期 性 版 本 ,我 们 需要 为 每 个 整数 i 创建 一 组 新 的 三 角形 ， 并 
相交 在 不 同 的 2- 节点， 以 及 为 第 i 层 的 子 句 创 建 一 组 点 不 相交 的 三 角形 。 子 句 三 角形 的 结 
点 与 子 句 中 出 现 的 文字 结 点 相 邻 (这 些 子 句 可 能 在 下 一 层 包 含 了 一 些 文字 )。 通 过 给 每 一 
层 i 增 加 两 个 新 的 相 邻 的 结 点 ， 称 a; 和 4;， 并 把 这 两 个 结 点 连接 到 第 i 层 和 第 i 十 1 层 的 2- 
结 点 上 ， 我 们 确保 所 有 的 2- 结 点 都 着 了 相同 的 颜色 。 由 此 我 们 完成 了 PERIODIC COL- 
ORING 是 PSPACE 完全 的 证 明 。 | 

还 有 很 多 这 种 类 型 的 PSPACE 完全 问题 ， 见 19. 4. 6 中 的 参考 文献 。 


19.4 注解 、 参 考 文献 和 问题 


19.4.1 QSAT 的 PSPACE 完全 性 由 下 文 提出 

oL. J. Stockmeyer and A. R. Meyer. “Word problems requiring exponential time,” Proc. 5th ACM 
Symp. on the Theory of Computing, pp: 1-9, 1973. 

该 文章 中 的 另 一 个 重要 的 PSPACE 完全 问题 ， 正 则 表达 式 等 价 性 问题 ， 见 问题 20. 2. 13。Karp 的 文章 

oR. M Karp. “Reducibility among combinatorial problems,” pp. 85-103 in Complezxity Computations, 
edited by J]. W. Thatcher and R. E. Miller, Plenum Press, New York, 1972. 

也 包含 一 个 PSPACE 完全 问题 ， 上 下 文 有 关 的 识别 。( 给 出 一 个 与 上 下 文 有 关 语 法 ( 见 问题 3. 4. 2) 和 一 

个 串 ， 该 串 位 于 该 语法 所 生成 的 语言 里 吗 ?) 这 个 问题 和 INPLACE ACCEPTANCE ( 见 定理 19. 9) 紧密 相关 。 

PSPACE 的 博弈 论 方面 在 下 文中 指出 

oT. J. Schifer. “Complezity of some two-person perfect-information games”, J.CSS 16, pp. 185- 
225, 1978. 

有 关 GEOGRAPHY 的 定理 19. 3 也 在 上 文中 给 出 。GO 的 结果 来 自 

oD. Lichtenstein, and M. Sipser. “GO is polynomial-space hard”, J. ACM 27, pp. 393-401, 1980. 

HEX (六 连 棋 ,或 称 “ 截 连 棋 ”) 游戏 到 任意 图 的 推广 也 是 PSPACE 完全 的 : 

oS. Even, and R. E. Tarjan. “A combinatorial game which is complete for polynomial-space, 
J. ACM 23, pp. 710-719, 1976. 

检查 者 游戏 也 是 PSPACE 完全 的 : 

oA. S. Fraenkel, M. R. Garey, D. S. Johnson, T. Schifer and Y. Tesha. “Tghe complezxity of 
checkers on an N X N board-preliminary report,” Proc. 19th IEEE Symp. on the Foundation of 
Computer Science, pp. 55-64, 1978. 

推广 后 的 国际 象棋 甚至 更 难 ， 主 要 是 因为 国际 象棋 的 终结 规则 允许 指数 长 游戏 (我们 已 经 人 为 地 在 

GO 中 排除 了 这 种 可 能 性 ) : 
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o A. S. Fraenkel, and D. Lichtenstein. “Computing a perfect strategy for n Xn chess requirestimes 
ezponential inn”, J. Combin. Theory Series A, 31, pp. 199-213, 1981. 
19. 4.2 但 是 甚至 单 人 游戏 也 可 能 是 PSPACE 完全 的 。 设 G 是 有 向 无 回路 图 。 我 们 希望 放置 一 个 煞 
石 在 图 的 每 个 结 点 上 。 如 果 一 个 结 点 的 全 部 前 驱 都 已 经 有 卵石 ， 则 该 结 点 可 以 放置 一 个 卵石 。 任 何 时 候 ， 
我 们 可 以 放置 一 个 卵石 在 源 点 (那样 游戏 得 以 开始 )。 任 何 时 候 ， 我们 能 够 从 任何 结 点 移 去 一 个 卵石 。 当 
487| ”所 有 结 点 都 曾经 有 卵石 在 上 面 放 过 ， 游戏 结 束 。 我 们 希望 极 小 化 必须 提供 的 卵石 数 ， 也 就 是 说 ,任何 时 
候 图 上 必须 同时 放置 的 最 大 卵石 数 。 这 个 问题 比 NP 完全 还 要 难 的 原因 是 ， 当 然 , 为 了 尽 可 能 减少 卵石 
的 数量 ， 结 点 可 能 重新 放置 卵石 多 次 。 已 经 证 实 此 问题 和 寄存 器 最 小 化 问题 和 问题 7. 4.17 有 关 ， 它 是 
PSPACE 完全 的 。 
Sl: R: Gilbert, T. Lengauer and R. E. Tarjan. “The pebblling problem is complete for polynomial- 
space,” SIAM J. Comp. 9, pp. 513-524， 1980. 
对 于 另 一 个 PSPACE 完全 单 人 游戏 问题 ， 考 虑 移动 复杂 的 家 具 问 题 ， 它 的 部 件 和 附件 是 可 以 移 去 或 
旋转 的 ， 通 过 奇形怪状 走廊 。 见 
oJ]. Reif. “Complexity of the mover's problem and generalizations,” Proc. 20th IEEE Symp. on the 
Foundation of Computer Science, pp. 144-154,1979. 也 参见 
oJ]. E. Hoperoft, J. T. Schwatz, and M. Sharir, “Onthe complexity of motion planning for multi- 
ple independent objects: PSPACE-completeness of the warehouseman’'s problem,” Int. J. Roboties 
Research, 3, pp. 76-88, 1984. 
19. 4.3 不 确定 的 决策 问题 的 复杂 性 ， 例 如 STOCHASTIC SCHEDULING， 在 下 文中 研究 
oC. H. Papadimitriou. “Gamesagainst nature”, Proc. 24th IEEE Symp. on the Foundation of Com- 
puter Science, pp. 446-450, 1983; also J. CSS 31, pp. 288-301, 1985. 
其 中 还 可 以 发 现 多 个 其 他 完全 问题 的 例子 ， 以 及 这 个 类 和 PSPACE 的 等 价 性 〈 见 定理 19. 5)。 
19. 4.4 ”Shamir 定理 来 自 
oA. Shamir. “IP= PSPACE”, Proc. 31st IEEE Symp. on the Foundation of Computer Science, pp. 11- 
15, 1990. 
此 文 改 进 了 发 表 于 该 文 数 天 之 前 的 结果 ， 该 结果 声称 IP 包含 多 项 式 谱系 PH: 
oC. Lund, L. Fortnow, H. Karloff and N. Nisan. “Algebraic methods for interactive proofs”, 
Proc. 31st IEEE Symp. on the Foundation of Computer Science, pp. 1-10, 1990. 
后 文 的 证 明 使 用 了 和 Shamir 非常 相似 的 算术 交互 技术 ,但 是 是 基于 Toda 定理 来 计算 积 和 式 的 。 这 
此 算术 技术 可 以 追溯 到 关于 密码 技术 和 测试 方面 的 研究 。 
oD. Beaver, and J]. Feigenbaum. “Hiding instances in multioracle queries”, Proc. 7th Symp. on 
Theoretical Aspects of Comp. Science, Lecture Notes in Computer Science, Springer Verlag, Berlin, 
488 pp. 37-48, 1990. 
oR. J. Lipton. “Nerw direction in testing”, pp. 191-202 in Distributed Computing and Crypotogra- 
phy, American Math. Society, Provindence, 1991. 
对 于 Shamir 关于 多 证 明 者 协议 的 定理 以 后 的 研究 活动 以 及 其 他 没有 预见 到 的 方向 的 重大 突破 见 
20. 2. 16 问题 中 的 参考 文献 。 
19. 4.5 问题: 证 明 一 个 给 定 的 通信 进程 系统 是 否 有 死 锁 状态 〈 到 达 或 者 到 达 不 了 ) 是 NP 完全 的 。 
19.4.6 关于 PERIODIC SAT 和 COLORING 的 定理 19. 11 和 定理 19. 12 仅仅 是 其 中 的 一 小 部 分 : 
问题 : 小 心地 定义 PERIODIC HAMILTON PATH 和 PERIODIC INDEPENDENT SET 问题 ,证 明 
它们 是 PSPACE 完全 的 。 
欲 了 解 更 多 参见 
) oJ. H. Orlin. “The Complexity of dynamic language and dynamic optimization problems,” Proc. of 
490 13th, ACM Symp. the Theory of Computing, pp. 218-227, 1981. 
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本 章 ， 我 们 将 最 后 看 一 看 某 些 真正 的 、 可 证 明 的 棘手 问题 …… 


20.1 指数 时 间 复 杂 性 类 
回顾 指数 时 间 复 杂 性 类 定义 
EXP = TIME(2”) 
和 对 应 的 非 确 定 类 
NEXP = NTIME(2”) 


和 了 三 NP 相对 应 的 指数 级 的 问题 是 EXP 宇 NEXP 一 一 不 幸 的 是 ， 对 这 个 问题 的 解答 我 们 
也 好 不 到 哪 去 。 然 而 ， 关 于 这 两 个 问题 之 间 有 一 些 简 单 的 联系 : 

定理 20.1 如 果 了 =NP， 则 EXP 王 NEXP。 

证 明 : 设 LENEXP。 在 P=NP 的 假设 下 ,我 们 将 证 明 工 在 EXP 里 。 根 据 定 义 ， 工 被 
非 确定 性 图 灵机 N 在 时 间 27” 内 判定 , & 是 某 个 常数 。 现 在 考虑 工 的 “指数 衬 垫 版 本 ”: 

f= {zm 一 zl :TEL)} 

即 ， 忆 "由 二 中 x 衬 垫 足够 “ 拟 空格 ”使 之 总 长 度 到 2z| 。 

我 们 断言 LI ENP。 这 是 容易 证 明 的 : 首先 检查 串 是 否 以 很 多 拟 空格 结尾 ， 如 果 不 是 
则 拒绝 ， 否则 他 就 模拟 N， 处 理 拟 空格 为 空格 。 因 为 它 的 输入 长 度 是 指数 量 级 ， 所 以 机 器 
在 多 项 式 时 间 内 工作 。 

因为 L'ENP， 并且 我 们 假设 P= 二 NP， 所 以 我 们 知道 L'EP。 因 此 有 一 个 确定 性 图 灵 
机 M 在 时 间 nt 内 判定 L 。 事 实 上 ， 我们 可 以 假设 M 是 具有 输入 输出 的 机 器 ， 而 且 它 
从 不 写 任 何 东西 在 输入 带 上 。 我 们 现在 反 过 来 构造 一 个 确定 性 机 器 M， 它 在 时 间 2” 内 
判定 L,L 是 整数 ， 从 而 完成 证 明 。 这 是 容易 做 到 的 : 输入 xz 上 的 M 简单 地 模拟 输入 
zm 上 的 M'。 仅 有 的 困难 是 ， 当 M' 的 读 写 头 在 站 中 移动 时 如 何 跟踪 它 ， 但 这 可 以 
通过 将 读 写 头 的 位 置 看 成 二 进 制 整数 来 解决 。 口 

逆反 过 来 ， 如 果 EXP 天 NEXP， 则 P 了 关 NP。 即 ， 类 的 相等 性 向 上 传递 ， 而 不 等 性 则 
向 下 传递 。 换 句 话 说 ， 虽 然 我 们 相信 EXP 关 NEXP，, 但 有 可 能 比 证 明 P 了 关 NP 更 难 。 也 许 ， 
P 关 NP, 仍然 有 EXP 二 NEXP ( 见 参考 文献 )。 

当然 ， 还 可 以 推广 〈 它 的 证 明 见 问题 20. 2. 3) 。 

推论 ”如果 f(n) 和 gg(n) 宇 n 是 真 函 数 ， 则 TIME(f(n)) 二 NTIME(/(n)) 蕴涵 
TIMEC(g(f(n))=NTIME(g(f(n))), 口 

还 有 ， 定理 20. 1 在 空间 复杂 性 方面 以 及 时 间 和 空间 复杂 性 交互 方面 的 类 比 ， 见 问 
题 20. 2. 4。 

有 趣 的 是 ， 将 EXP、NEXP 和 其 他 两 类 更 温和 的 指数 时 间 相 比较 : 
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E= TIME(k") 和 NE = NTIME(k") 
即 ， 这 两 类 中 的 时 间 界 有 线性 指数 关系 ， 而 不 是 多 项 式 指数 关系 。 这 些 类 的 主要 缺点 是 它 
们 在 归 约 下 不 封闭 〈 见 问题 7. 4. 4)。 但 是 ， 它 们 与 EXP 和 NEXP 紧密 相关 。 

引 理 20. 1 对 任何 NEXP 中 语言 工 ， 就 有 一 个 语言 站 ENE， 使 得 工 归 约 到 工 

证 明 : 只 需 注意 到 ,如果 LENTIME (2” )， 则 二 一 {znmlzl :zeEL) 在 NE 中 , 而 且 
L 归 约 到 工 。 国 

换言之 ，NEXP 是 NE 在 归 约 下 的 闭 包 。 这 个 引 理 在 证 明 NEXP 完全 性 结果 时 有 用 。 

精简 的 问题 

但 是 ， 这 些 类 有 怎样 的 完全 问题 呢 ? 在 下 个 子 节 中 , 我们 将 看 到 某 些 有 趣 的 逻辑 问 
题 ， 它 们 体现 了 这 一 级 别 的 复杂 性 。 另 外 一 类 有 趣 的 EXP 和 NEXP 完全 问题 来 自 定 
理 20. 1 的 证 明 : NEXP 和 EXP 就 是 输入 规模 以 指数 精简 的 P 和 NP。 

多 个 NP 完全 图 论 问题 (包括 MAXCUT、MAX FLOW、BISECTION WIDTH 等 ) 
在 自动 设计 VLSI 芯片 中 有 重要 的 应 用 。 然 而 ， 在 芯片 设计 中 ， 有 些 描 述 芯片 的 方法 不 是 
显 式 和 直接 地 ， 列 举 各 个 部 件 和 芯片 的 连接 ， 而 是 用 重复 格式 和 编码 好 的 格局 精简 和 隐 式 
地 描述 芯片 。 以 一 个 简单 的 例子 为 例 ， 一 个 很 规整 电路 可 以 描述 如 下 : 

“在 一 个 NXM 方 格 Gi, 由， i 二 1,…,N,j 二 1,…,M 上， 重复 地 存放 组 件 C CN 和 M 
是 给 定 大 整数 ) ， 除 了 位 置 i 二 }、i==2 和 i 二 N 一 1 上 存放 其 他 给 定 组 件 C ”。 

因为 M 和 NN 以 二 进 制 形式 给 定 ， 所 以 这 样 的 描述 可 以 想象 得 到 是 指数 地 比 他 们 描述 
的 电路 更 为 精简 。 相 应 地 ， 抽 象 了 电路 结构 和 运算 的 (我 们 需要 用 这 些 电 路 来 解答 一 些 计 
算 问 题 ， 如 MAX-CUT，BISECTION WIDTH 等 问题 ) 图 可 以 用 比 我 们 通常 列 出 的 所 有 
边 的 清晰 表示 方式 更 为 指数 地 精简 的 方式 来 描述 。 

我 们 能 定义 一 种 表示 图 的 方式 ， 它 达到 了 这 种 “硬件 描述 语言 ”的 效果 。 具 有 了 7 一 2 
个 结 点 的 图 的 精简 表示 ， 是 具有 22 个 输入 门 的 布尔 电路 C。 该 图 标记 为 Gc， 它 定义 为 : 
Gc 的 结 点 集合 为 {1,2,…,n}。[i,j」 是 Gc 的 一 条 边 ， 当 且 仅 当 C 接受 5 位 二 进 制 整数 
1 ,7 作为 输入 。 

现在 问题 SUCCINCT HAMILTON PATH 是 : 给 出 具有 nn 个 结 点 的 图 Gc 的 C 精简 表 
示 ，Gc 有 哈密 顿 路 径 吗 ?” SUCCINCT MAX CUT、SUCCINCT BISECTION WIDTH 或 者 任 
何 图 论 问题 的 精简 版 本 也 一 样 〈 对 于 这 些 问题 ， 以 及 任何 图 论 优化 问题 ， 一 个 二 进 制 的 预 
算 / 目 标 K 和 C 一 起 给 出 ) 。 

我 们 也 可 以 定义 SUCCINCT 3SAT、SUCCINCT CIRCUIT SAT 和 SUCCINCT CIR- 
CUIT VALUE。 为 了 编码 布尔 电路 ， 我 们 首先 假设 所 有 门 至 多 有 两 个 后 继 门 ， 即 我 们 想 
象 一 个 门 有 4 个 邻居 ， 前 两 个 是 前 驱 ， 后 两 个 是 后 继 (如 果 少 于 4 个 邻居 ， 就 把 缺失 的 门 
设 为 虚构 的 门 0) 。 布 尔 电 路 的 精简 表示 是 另 一 个 具有 很 多 输出 的 布尔 电路 。 输 入 形式 为 
i;k， i 是 二 进 制 数 的 门 编号 ，0 二 k 二 3， 编码 电路 的 输出 形 为 7;s， 门 j 是 门 i 的 第 & 个 邻 
居 ，s 编码 门 i 的 类 型 (AND、OR、NOT)。 为 了 精简 地 编码 一 个 合 取 范式 形式 的 布尔 表 
达 式 ， 我 们 假定 所 有 子 句 有 3 个 文字 ， 每 个 文字 出 现 3 次 (而 且 ， 缺失 的 文字 和 子 句 以 0 
表示 )。 假 设 要 被 编码 的 表达 式 有 nn 个 变 元 和 m 个 子 句 。 编 码 电路 输入 0;i;k， 这 里 i<n 
和 kk 二 2， 返 回 文字 一 xz; 出现 第 次 的 子 句 的 标号 。 对 于 输入 1;i;k&， 返 回 文字 zi 出现 第 
次 的 子 句 的 标号 。 对 于 输入 2; Ui; Uk， 这 里 i<m 和 1<k 声 3， 返回 子 句 i 的 第 个 文 
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字 。 可 以 看 出 ， 所 有 的 布尔 表达 式 被 编码 了 。SUCCINCTU CIRCUIT U3SATS 是 这 样 的 
问题 S : 给 一 个 电路 C， 布 尔 表达 式 $c 是 否 是 可 满足 的 。 对 SUCCINCT CIRCUIT SAT 
和 SUCCINCT CIRCUIT VALUE 也 类 似 。 

定理 20.2 ” SUCCINCT CIRCUIT SAT 是 NEXP 完全 的 。 

证 明 : 它 显然 在 NEXP 中 : 一 个 非 确定 性 机 器 可 以 猜测 一 个 对 所 有 门 满足 的 真 值 指派 
[ 址 ,tiN]，N 按照 C 的 输入 是 指数 大 小 的 ， 然 后 ， 验 证 输出 门 是 真 并 且 所 有 的 门 有 合法 
的 值 。 

为 证 明 完 全 性 ， 我 们 将 归 约 NEXP 中 的 任何 语言 到 SUCCINCT CIRCUIT SAT。 故 
假设 世 是 语言 ， 被 非 确定 性 图 灵机 N 在 时 间 2" 内 判定 〈 这 里 ， 我 们 用 到 引 理 20. 1) 。 对 
每 个 输入 x， 我 们 将 构造 SUCCINCT CIRCUIT SAT 的 实例 R(z)，R(z) 是 一 个 电路 ， 
它 编码 另外 一 个 电路 CRgtm ， 具 有 如 下 人 性质: Ci) 可 满足 当 且 仅 当 >zE 工 。 电 路 Criw) 本 质 
上 是 在 Cook 定理 〈 见 定理 8. 2) 证 明 中 所 构造 的 电路 ， 只 是 指数 规模 大 。 即 有 基本 电路 C 
的 22 义 2" 个 复制 品 。CRc) 的 门 形 为 i,j,k&， 其 中 i,j 二 2* 和 A 委 |1C|1，C 具有 基本 电路 的 规 
模 。RCz) 对 输入 i,j,&k 有 二 进 制 输出 5;i,j,k ;i,j, 嫩 ，s 是 C 的 门 & 的 编码 类 型 ， 而 &'， 
是 C 中 的 前 驱 。 非 常 容易 完成 R(x) 的 构造 ， 它 适当 地 约定 C 的 邻接 复制 品 的 输入 和 
输出 ， 以 及 计算 表 中 的 上 下 行 和 左右 列 ， 使 之 包含 正确 的 符号 〈 见 图 8. 3) 口 

对 于 更 多 这 类 有 关 复 杂 性 问题 的 讨论 ， 见 问题 20. 2.9。 类 似 于 上 面 建 立定 理 20. 2 的 
证 明 ， 得 到 : 

推论 1 SUCCINCT 3SAT 和 SUCCINCT HAMILTON PATH 是 NEXP 完全 的 。 

证 明 : SUCCINCT 3SAT 和 SUCCINCT HAMILTON PATH 显然 在 NEXP 中 ; 为 了 
证 明 完 全 性 ， 通 常 的 CIRCUIT SAT 到 3SAT 的 归 约 (回顾 例 8. 3) 可 以 通过 直观 地 修改 
用 来 构建 SUCCINCT CIRCUIT SAT 到 SUCCINCT CIRCUIT 3SAT 的 归 约 。 给 定 电路 
K 编码 的 某 电 路 Ck ， 我 们 必须 构造 电路 R(K)， 它 编码 等 价 表达 式 和 。 表 达 式 和 cb 必 
须 有 和 Ck 的 门 一 样 多 的 变 元 ， 两 倍 多 的 子 句 ， 具 有 直接 反映 Cx 的 结构 。 这 是 非常 容易 
做 到 的 ，R(K) 本 质 上 就 是 玉 ， 带 有 某 些 简单 的 输入 预 处理 和 输出 的 后 处 理 以 和 新 的 惯例 
相 一致 。 

现在 我 们 归 约 SUCCINCT 3SAT 到 SUCCINCT HAMILTON PATH。 给 出 一 个 电路 
C 描述 一 个 布尔 表达 式 gc， 我 们 能 够 构造 电路 RCC)， 它 编码 从 3SAT 到 HAMILTON 
PATH 的 归 约 〈 定 理 9.7) 的 图 。 每 个 变 元 对 应 于 图 中 一 个 选择 构件 〈 见 图 9.7) ， 每 个 子 
句 对 应 于 三 个 结 点 (图 9. 7 中 的 约束 构件 中 三 角形 的 结 点 )， 加 上 对 应 于 一 个 子 句 里 一 
个 文字 的 每 次 出 现 的 12 个 结 点 〈 异 或 构件 ) 。 图 中 任意 两 个 这 样 的 结 点 是 否 用 G 里 边 相 
连 能 够 从 两 个 结 点 编号 、 加 上 布尔 表达 式 (如 同 电路 C 所 描述 ) 的 出 现 关 系 来 容易 确 
定 。 因 此 ， 编 码 归 约 的 结果 图 电路 R(C) 可 以 通过 对 C 进行 简单 的 编号 预 处 理 和 后 处 理 
而 得 到 。 口 

推论 2 SUCCINCT CIRCUIT VALUE 是 EXP 完全 的 。 

证 明 : 显然 ， 它 在 EXP 中 。 定 理 20.2 证 明 的 确定 性 版 本 〈 见 定理 8.1 和 8.2) 建立 


所“ 原文 漏 掉 CIRCUIT。 一 一 译 者 注 
加 ”如果 这 样 的 表达 式 存 在 ， 则 它 可 满足 否 的 提问 是 合理 的 。 但 是 ,很 多 电路 并 不 能 表示 成 一 个 合法 的 布尔 表达 
式 ， 其 可 能 的 原因 则 是 五 花 八 门 。 
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了 完全 性 。 口 ] 

最 后 ， 我 们 有 定理 16. 5 推论 1 的 指数 版 本 〈 它 也 可 以 通过 定理 20. 1 的 证 明 用 到 的 
“ 衬 垫 论证 ”得 到 )。 

推论 3 EXP 就 是 交错 多 项 式 空间 类 。 

证 明 : SUCCINCT CIRCUIT VALUE 在 上 述 两 个 类 中 都 是 完全 的 〈 见 问题 20. 2. 9(Ce) ) 。 

加 

SUCCINCT 3SAT 在 交互 式 协议 和 可 近似 性 的 研究 中 起 了 核心 的 作用 ， 具 体 请 参阅 
13.4. 14 节 及 其 后 面 的 内 容 。 

一 阶 逻 辑 的 一 个 特例 

FIRST-ORDER SAT， 询 问 是 否 一 阶 逻 辑 表 达 式 有 一 个 模型 ， 当 然 是 不 可 判定 的 〈 见 
定理 6. 3 的 推论 1) 。 然 而 有 若干 有 趣 的 表达 式 的 “句法 类 ”是 可 判定 的 。 下 面 ， 我 们 将 核 
查 它 们 中 的 一 个 〈 其 他 类 见 20. 2. 11) 。 

如 果 (a) 字母 表 仅 有 关系 符 和 常数 符 ， 没 有 函数 符 和 等 号 ， 而 且 (b) 该 一 阶 逻 辑 表 
达 式 的 形式 为 





p= 了 zi… 导 ziVYy VY yeg (20-1) 
则 称 该 一 阶 逻 辑 表达 式 为 Schonfinkel-Bernays 表达 式 。 即 ， 它 是 一 系列 存在 量词 在 前 、 一 
系列 全 称 量词 在 后 的 前 束 形式 。SCHONFINKEL-BERNAYS SAT 是 如 下 问题 : 给 定 如 
(20-1) 所 示 的 Schonfinkel-Bernays 表达 式 ， 它 有 一 个 模型 吗 ? 

定理 20.3 SCHONFINKEL-BERNAYS SAT 是 NEXP 完全 的 。 

证 明 : 我 们 首先 指出 它 属于 NEXP。 考 虑 (20- 1) 中 Schonfinkel-Bernays 表达 式 y， 
假设 有 m 个 常数 出 现 于 4。 

引 理 20. 2 y 是 可 满足 的 当 且 仅 当 它 有 一 个 具有 十 m 或 者 更 少 元 素 的 模型 。 

证 明 : 假设 y 有 一 个 模型 M， 其 论 域 是 品 。 根 据 满 足 的 定义 ， 有 元 素 w1，…,w EU， 
它们 不 一 定 是 不 同 的 元 素 ， 使 得 M = ,…,z=i 厂 VYy… YW$。 现 在 令 U 是 集合 (uu1， 
… ,Uk)}， 加 上 口 的 所 有 出 现 于 $ 的 某 些 常 数 在 M 下 的 映像 的 元 素 (注意 U 至 多 有 十 m 
个 元 素 ) ， 并 令 M 是 M 在 U 的 限制 。 即 ，M’ 有 论 域 U， 将 词汇 集中 所 有 常数 符号 ， 如 
同 M 一 样 ， 映 射 到 U’ 中 相同 的 元 素 (注意 ， 按 照 定义 ， 常 符号 的 映像 也 是 U" 中 定义 
的 )。 最 后 ,，U "元 素 的 上 元 组 按 M 内 的 关系 符 有 关系 当 且 仅 当 它 按 M 内 的 关系 符 有 
关系 。 

我 们 断言 M' 片 y。 理 由 是 ; 因为 Ms =w0,…z=w 奢 YY yp 所 以 Ma = ,= 上 忆 
Vy…VY yp 中 ， 因 为 M 和 M' 的 常数 符号 和 关系 符 相 一 致 ， 并 删 去 论 域 里 的 元 素 使 得 全 
称 语句 更 容易 满足 。 口 

从 引 理 可 以 直接 得 知 ，SCHONFINKEL-BERNAYSU SAT 属于 NEXP。 为 了 验证 
Schonfinkel-Bernays 表达 式 是 可 满足 的 ， 我 们 只 需 猿 测 一 个 模型 具有 |U | 二 十 m 个 元 素 ， 
并 验证 这 个 模型 满足 y。 令 n 是 表示 y 的 长 度 ， 出 现在 y 中 的 每 个 关系 符 和 函数 符 的 参数 
至 多 为 n， 描 述 模 型 的 长 度 是 O(n*)， 在 时 间 O(n?) 内 可 以 测试 可 满足 性 ，g 是 量词 的 总 
数 。 我 们 得 证 此 问题 属于 NEXP。 

为 证 明 完 全 性 ， 考 虑 语言 工 被 非 确定 性 图 灵机 N 判定 ， 每 步 有 两 个 选择 ， 时 间 为 2" 
(用 引 理 20. 1) 。 对 每 个 输入 z， 我 们 将 在 对 数 空间 内 构造 一 个 Schonfinkel-Bernays 表达 式 








R(z)， 使 得 EL 当 且 仅 当 R(xz) 有 个 模型 。 

此 构造 本 质 上 与 Fagin 定理 〈 见 定理 8. 3) 的 证 明 相 同 ， 除 了 一 些 方法 更 为 简单 些 外 。 
现在 我 们 不 需要 二 阶 存在 量词 ， 因 为 提问 是 否 存在 一 个 模型 有 同样 的 效果 。 关 系 符 的 参数 
个 数 依赖 于 n， 事 情 大 大 地 简化 了 。 

我 们 有 2n 个 变 元 xz1，… ,zn，y1，"…，yn。 整 个 表达 式 R(x) i 
前 面 置 以 2n 个 变 元 的 全 称 量 词 。 为 模拟 变 元 的 0、1 值 ， 我 们 使 用 一 元 符号 1(。)。 直 观 
地 ，1(xl ) 意 指 x 二 1， 一 1(xi) 意 指 x1 二 0 (我 们 需要 这 个 技巧 ， pt de ops 
等 式 )。 

对 k= 二 1,…,n， 我 们 有 2k 元 谓词 Se(x ，… ,xk yy1，… ,yk) 表示 二 进 制 数 yi ,… ,yx 是 
二 进 制 数 x ,… ,xx 的 后 继 值 。 与 定理 8. 3 的 证 明 一 样 我 们 可 以 递归 地 定义 Sk。 对 于 卡 二 
1， 我 们 有 Si Cxi yl) 全 (一 1Cx)A1Cyl)) 。 

对 每 个 出 现在 N 的 计算 表 中 的 符号 oa， 我们 有 2n 元 关系 符 T,。(x,y) (x 表示 zl，…， 
ZXhsy 表示 y1，… ,yk)， 它 表示 在 第 x 步 (x 解释 为 n 位 二 进 制 整数 ) N 的 第 y 个 符号 是 c。 
有 两 个 nn 元 关系 Co。 和 Cl! ，Co (x) 意 指 第 x 步 非 确定 性 选择 为 0，C1i (x) 意 指 第 x 步 非 确 
定性 选择 为 1。 我 们 要 求 每 一 步 两 者 必 取 其 一 。 我 们 还 要 求 表 的 第 一 行 在 xz 之 后 以 空格 填 
满 ， 最 左 列 和 最 右 列 仅仅 相应 地 包含 > 和 UJ。 每 个 五 元 组 (a,;B,Y,c,o) 代表 如 果 三 个 连续 
的 符号 是 a By 并 选择 <c， 则 在 下 一 步 ，c 出 现在 8 的 位 置 ， 我 们 有 表达 式 确 保 这 个 实现 ， 
如 定理 8. 3 的 证 明 一 样 。 最 后 ， 我 们 要 求 有 一 个 “yes” 在 最 后 一 行 。 我 们 对 R(x) 的 刻 
画 到 此 为 止 。 容 易 证 实 合 取 式 R(x) 完全 公理 化 所 要 的 关系 符 含 义 ， 于 是 有 一 个 对 于 
R(Cz) 的 模型 当 且 仅 当 zELL。 口 

最 后 我 们 提醒 读者 关于 EXP 和 NEXP 完全 问题 : 不 像 本 书 所 有 其 他 章节 的 完全 性 结 
果 ， 这些 问题 已 知 不 在 P 中， 因此 按照 我 们 的 标准 ， 它 们 肯定 是 难处 理 的 。 











没有 理由 终止 于 NEXP: 通过 量词 交错 ， 人 们 会 超越 NEXP 并 自然 发 现 指数 谱系 与 多 
项 式 谱系 类 似 ， 人 们 会 以 为 指数 谱系 是 一 个 无 限 递增 的 类 的 序列 。 然 而 ， 自 NE 开始 ， 这 


个 谱系 却 塌陷 了 〈 见 参考 文献 ) 。 于 是 ， 我 们 有 指数 空间 EXPSPACE 一 SPACE(2” ); 甚至 


我 们 到 达 双 指数 时 间 2- EXP 二 TIME(2?”)。 当 然 ， 也 有 2-NEXP 一 NTIME (22”) 。 如 果 
2- EXP 和 2- NEXP 不 相等 ， 不 等 号 会 向 下 传递 到 EXP 天 NEXP， 最 后 P 关 NP, .再 向 上 则 是 


3_ EXP 二 TIME (22”) 等 。 

我 们 于 是 有 指数 谱系 一 一 有 所 改变 的 是 这 次 是 真 的 可 证 明 的 谱系 ， 因 为 根据 时 间 谱 系 
定理 ， 这 些 类 的 每 一 个 都 是 真 包含 前 面 一 个 复杂 性 类 。 这 个 谱系 的 累积 复杂 性 类 称 为 初等 
语言 类 日 。 即 ， 一 个 语言 是 初等 的 ， 如 果 它 属于 某 个 有 限 指数 的 类 

TIME(2*  ) 
注意 ， 在 该 定义 中 ， 非 确定 性 、 交 错 、 空 间 界 或 者 在 最 后 指数 里 的 n* 都 是 无 关 紧 要 的 细 
和 富生 ， 最 后 还 发 现 某 些 相 当 自 然 的 可 判定 问题 甚至 不 是 初等 的 〈 见 问题 20. 2. 13)。 


忽 ”这 个 术语 表达 的 有 些 过 份 。 术 语 出 自 不 可 判定 的 上 下 文 。 
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20.2 注解 、 参 考 文献 和 问题 
20. 2.1 类 综 览 


了 ELEMENTARY 





在 文献 中 ， 关 于 指数 复杂 性 类 的 记号 ， 有 不 少 混淆 。 例 如 ，EXPTIME 有 时 候 表 示 我 们 书 上 的 EE， 类 
似 地 对 非 确 定性 类 也 有 相似 的 混淆 。 
20. 2.2 有 论 示 使 得 P 关 NP， 但 EXP 王 NEXP， 见 
Oo M. J. Dekhtyar. “On the relativization of deterministic and nondeterministic complexity classes,” in 
Mathematical Foundations of Computer Science pp. 255-259, Lecture Notes in Computer Science, 
Vol. 45, Springer Verlag, Berlin, 1976. 
该 文中 也 给 出 分 离 EXP 和 PSPACE 类 的 论 示 。 这 些 类 与 互 ，NE 的 关系 也 服从 各 种 相对 化 。 
20.2.3 问题 : 证 明 如 果 f(n) 和 g(n) 之 n 是 真 复 杂 性 函数 ， 
(a) TIME(f(n))=NTIME(f(n)) 推出 TIME(g(f(n)))=NTIME(g(f(n)))., 
499 (b) 对 于 空间 ， 也 有 类 似 结论 。 
20.2.4 问题 : 证 明 如 果 L 王 P， 则 PSPACE 一 EXP。 
20.2.5 问题 ( 非 确定 性 空间 谱系 ): (a) 证 明 NSPACE(za ) 夭 NSPACE(xt ) (重复 地 使 用 问题 20. 2. 3 
(b)， 结 合 Savitich 定理 和 空间 谱系 定理 ) 。 
(b) 更 为 一 般 地 ， 证 明 NSPACE( Faz)) 天 NSPACE( 户 = (02))， 对 于 任何 函数 f 宇 logn 和 e 之 0。 
20.2.6 定理 20.1、 问 题 7.4.7 和 问题 20. 2.5 来自 
oO O. Ibarra. “A note concerning nondeterministic tape complexities,” J. ACM, 19, pp. 608-612, 1972 
oR. V. Book. “Comparing complexity classes,” J.CSS, 9, pp. 213-229, 1974. 
oR. V. Book. “Translational lemmas, polynomial time, and login space,” Theoretical Computer Sci- 
ence, 1, pp. 215-226, 1976. 
20.2.7 问题 : 证 明 Pr 一 EXP。 
20.2.8 问题 : (a) 证 明 E 关 NE 当 且 仅 当 有 一 个 一 元 语言 在 NP 一 P 了 中 (考虑 E (或 NE) 中 任 一 语 
言 的 一 元 版 本 ， 证 明 它 在 卫 中 (或 相应 地 ， 在 NP 中 ))。 这 个 结果 可 以 加 强 为 如 下 : 
(b) 证 明 EE 关 NE 当 且 仅 当 有 一 个 稀 朴 语言 在 NP 一 P 中 。 (参见 
oJ. Hartmanis, V. Sewelson, and N. Immerman. “Spare sets in NP-P: EXPTIME vs NEXP- 
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TIME,” Information and Control, 65, pp. 158-181, 1985.) 

论文 

oOoL. Hemachandra. “The strong exponential hierarchy collapse,” J.CSS, 39, 3, pp. 299-322, 1989. 

证 明了 NE 谱系 塌陷 。 

20.2.9 精简 使 得 一 个 问题 的 复杂 性 增加 一 个 指数 量 级 。 定 理 20. 2 仅仅 是 一 个 可 能 的 例子 : 

(a) 定义 SUCCINCT KNAPSACK 并 证 明 它 是 NEXP 完全 的 。 

(b) 证 明 SUCCINCT REACHABILITY 是 PSPACE 完全 的 。 对 于 图 是 一 棵 树 的 情况 ， 请 重新 证 明 该 

命题 (回顾 问题 16. 4. 4) 。 
(c) 定义 SUCCINCT ODD MAX FLOW 并 证 明 它 是 EXP 完全 的 。 
(d) 定义 NON-EMPTINESS 是 下 述 问题 给 定 一 个 图 ， 它 有 边 吗 ? 证 明 SUCCINCT NON-EMP- 
TINES 是 NP 完全 的 。 

(e) 证 明 SUCCINCT CIRCUIT VALUE 是 交错 多 项 式 空间 完全 的 。 

图 论 问 题 的 精简 版 本 的 复杂 性 在 下 文中 进行 了 研究 。 

o H. Galperin and A. Wigderson. “Succinct representations of graphs,” Information and Control, 
56, pp. 183-198, 1983. 

这 些 问 题 的 复杂 性 指数 地 增加 第 一 次 在 该 文 被 观察 到 。 定 理 20.2 证 明 中 的 一 般 归 约 技术 来 自 

oC. H. Papadimitriou and M. Yannakakis. “A notes on succinct representations of graphs,” Infor- 
mation and Control, 71, pp. 181-158, 1986. 

该 主题 更 为 详尽 的 处 理 见 

oJ. L. Balcédzar, A. Lozano, and J. Tordn. “The complexity of algorithmic problems in succinct in- 


stances,” 


in Computer Science, edited by R. Baeza-Yates and U. Manber, Plenum, New 
York, 1992. 
20.2. 10 问题 : 给 出 一 堆 方 砖 ， 所 具有 的 类 型 为 T= 二 {to ,…,)， 以 及 两 个 关系 及 ,VSTX T( 对 应 
地 ， 为 水 平和 垂直 可 兼容 关系 )。 还 给 定 二 进 制 整 数 n。 一 个 nXn 铺 砖 是 一 个 函数 f:{1,…,n) X{1,*…， 
n} 忆 丁 使 得 (a)f(1,1)= 二 0; (b) 对 所 有 i， (fCi7) yfGi1,7))EH 和 (fC(i,7),f(i,j+1)) EV., 
TILING 是 如 下 问题 的 回答 : 给 出 T, 肪 ,V 和 nn， 是 否 存 在 一 个 nXn 铺 砖 ? 
(a) 证 明 TILING 是 NEXP 完全 的 。 
(b) 证 明 TILING 是 NP 完全 的 ， 如 果 n 以 一 元 形式 给 出 (这 就 是 逆向 精简 现象 ) 。 
(c) 证 明 给 出 T, 吾 和 V， 对 所 有 n0， 是 否 存 在 一 个 nXn 铺 砖 问题 是 不 可 判定 的 。 
20.2. 11 一 阶 有 逻辑 的 可 判定 片段 ”除了 定理 20. 3 中 的 一 阶 逻 辑 Sch6nfinkel-Bernays 片段 被 证 明 是 
NEXP 完全 的 外 ， 下 述 无 函数 类 的 量词 序列 的 可 满足 性 也 是 可 判定 的 : 
(a) Ackermann 类 ， 形 为 3* VY 3" 的 量词 式 〈( 即 ， 只 有 一 个 全 称 量词 ) 是 EXP 完全 的 。 
(b) G6del 类 ， 形 为 3“ VY YV 了 "的 量词 式 〈 即 ， 只 有 两 个 接续 的 全 称 量词 》 是 NEXE 完全 的 。 
后 来 发 现 ， 所 有 其 他 量词 序列 的 有 效 性 问题 是 不 可 判定 的 。 还 有 一 个 可 判定 的 情况 是 
(c) 词汇 中 仅 有 一 元 关系 符 的 任意 表达 式 。 这 是 一 元 场合 ， 它 的 可 满足 性 问题 是 NEXP 完全 的 。 
这 些 可 判定 的 研究 成 果 是 Hilbert 规划 的 主要 部 分 〈 见 第 6 章 的 参考 文献 )， 时 间 上 要 早 于 一 阶 逻 辑 
的 不 可 判定 性 。 关 于 一 阶 逻 辑 片 断 的 可 判定 性 、 不 可 判定 性 和 复杂 性 结果 ， 参 见 
oB. S. Dreben, and W. D. Goldfrab. The Decision Problem: Solvable Cases of Quantification For- 
mulas, Addison-Wesley, Reading, Massachusetts, 1979. 
oH. R. Lewis. Unsolvable Classes of Quantification Formulas, Addison-Wesley, Reading, Massa- 
chusetts, 1979. 
oH. R. Lewis. Complexity results for classes of Quantification Formulas, in J.CSS, 21, pp. 317- 
353, 1980. 
20. 2. 12 ”实数 理论 ”我们 注意 第 9 章 里 整数 集合 上 的 线性 不 等 式 是否 有 整数 解 是 NP 完全 的 ， 而 同 
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样 的 问题 对 实数 解 则 属于 P ( 见 INTEGER 和 LINEAR PROGRAMMING，9. 5. 34 节 )。 引 人 深思 的 是 关 
于 整数 和 实数 的 复杂 性 在 更 为 广 的 背景 下 展示 出 类 似 的 行为 : 一 面 是 ， 在 词汇 0,1, 十 ,X ,二 上 的 一 阶 逻 
辑 表达 式 是 否 是 N 上 一 个 真性 质 是 不 可 判定 的 ，( 参 见 定理 6. 3 的 推论 1) 然而 ,一 阶 膛 辑 式 是 否 是 实数 


域内 上 为 真性 质 则 是 可 判定 的 。( 为 了 看 到 两 个 理论 的 重要 区 别 ， 考 虑 


VrYyyjdz[r 之 yV (r=<zh z<»)) 


令 THEORY OF REALS 是 这 个 词汇 集 上 的 所 有 一 阶 逻辑 语句 集合 %， 使 得 史上 上 。THEORY OF REALS 
WITH ADDITION 是 没有 乘法 出 现 的 上 述 集合 的 子 集 。 

为 证 明 THEORY OF REALS WITH ADDITION 是 可 判定 的 ,我 们 采用 一 般 的 用 于 很 多 领域 的 技术 : 
量词 消去 法 。 对 任何 前 束 形式 Qi rz …Qzxng(z1，…，,zn)， 其 中 $ 是 无 量词 ,我们 展示 怎样 转换 它 到 等 价 的 
无 量词 表达 式 。 通 过 归 约 ， 我 们 只 需 展示 怎样 转换 上 述 表 达 式 到 等 价 的 表达 式 Q zi …Q, im-i 风 (Crzl,…， 
za-_1)， 其 中 # 是 无 量词 。 事 实 上 ， 假设 Q, 是 V (否则 用 项 Y rw 重 写 表 达 式 ) 。 

(a) 证 明 $$ 是 & 个 形 为 zx, Dli(zi，…,zx,-1) 的 原子 表达 式 的 布尔 组 合 ,其 中 DE1{= ,一 ,二 }, Ll 是 
具有 有 理 系数 的 线性 函数 。 





(Cb) 证 明光 是 形 为 Verp[z1]， 其 中 人 是 项 的 集合 ， 它 对 所 有 ij， 形 为 于 (6Cm ea- 十 


CLL Da 

(c) 得 出 结论 THEORY OF REALS WITH ADDITION 属于 2-EXP。( 你 能 改进 到 属于 EXPSPACE 吗 ?) 

对 于 比较 弱 的 下 界 ， 我 们 能 够 证 明 NEXP 中 的 每 个 问题 可 以 归 约 到 THEORY OF REALS WITH 
ADDITION。 为 此 ， 我 们 对 每 个 "之 0 构造 表达 式 (1) jn(ryysz); (2) 名 (Zz,ysz); (3) (zy)， 长 度 为 
O(n)， 具 有 标明 的 自由 变 元 。 这 些 表达 式 有 下 述 性 质 : 用 a,b,c 代替 x,y,z 时 ,只 满足 这 些 表达 式 当 且 仅 当 
相应 地 有 (1) aE[0,22 ] 的 整数 ，a 6 二 c; (2) a,c€E[0,2*”] 的 整数 ,二 c; (3) aE[0,262+D 十 1] 
的 整数 ，pE[L0,2"] 的 整数 ,而且 a 的 第 "位 是 1。 

(d) 说 明 怎 样 对 n 进行 归纳 ， 使 得 在 n 的 对 数 空间 内 构造 这 些 表 达 式 (为 避免 多 次 使 用 jy; 等， 在 定 
义 p+1 时 ， 你 必须 采用 定理 19. 1 的 技术 )。 

(e) 用 这 些 表达 式 去 编码 任何 非 确定 性 指数 时 间 计 算 为 语句 ， 使 得 语句 在 THEORY OF REALS 
WITH ADDITION 中 当 且 仅 当 计算 是 成 功 的 〈 这 是 Cook 定理 的 另 一 个 指数 扩展 版 本 )。 

THEORY OF REALS WITH ADDITION 的 复杂 性 可 以 精确 定位 于 某 个 复杂 性 类 ， 但 是 本 书 没有 给 
出 〈 至 少 是 迄今 为 止 ……): 具有 指数 时 间 的 交错 图 灵机 (迄今 我 们 有 所 有 指数 空间 的 ) 但 是 每 次 仅 计 算 
n 次 交错 。 这 一 结果 来 自 

OL. Berman. The complezxity of logical theories, Theor. Comp. Science 11, pp: 71-78, 1980. 

有 趣 的 是 ，THEORY OF REALS (所 有 语言 ,包括 乘法 ) 也 是 可 判定 的 。 这 也 通过 消去 量词 而 得 
到 ， 但 是 现在 涉及 更 多 种 类 一 一 例如 ， 从 zae。z。z 十 5。z 十 c= 王 0 消去 量词 应 当 产 生 b* 4b 二 4，a*c。 这 
是 Alfred Tarski 的 经 典 结果 。 有 趣 的 是 ， 如 果 我 们 允许 指数 ， 它 是 否 是 可 判定 的 还 是 一 个 未 解决 的 问题 。 

如 果 我 们 通过 禁止 指数 来 弱化 数论 ， 那 么 我 们 知道 该 问题 仍然 是 不 可 判定 的 〈 见 第 6 章 的 参考 文 
献 )。 然 而 ， 如 果 我 们 还 移 去 乘法 ， 那么 得 到 的 数论 片段 叫 作 Presburger 算术 。 运 用 消去 法 ， 该 理论 是 可 
判定 的 ， 其 复杂 性 也 是 高 的 ， 例 如 见 

Oo M. J. Fisher and M. O. Rabin. Super-ezxponential complerity of Presburger arithmetic, Complexity 

of Computation (R. M. Karp, ed.), SIAM-AMS Symp. in Applied Mathematics 1974. 

20.2. 13 正则 表达 式 的 等 价 性 ”正则 表达 式 是 符号 集 {0,1,0,., U") 上 的 语言 ， 定 义 如 下 : 首先 
单位 长 度 串 0,1,0 是 正则 表达 式 。 其 次 ， 如 果 p,p 是 正则 表达 式 ， 则 p，p ,pUp ,p* 也 是 。 正 则 表达 式 的 
语义 也 是 简单 的 : 正则 表达 式 p 的 含义 是 一 个 语言 L(p)E€ {0,1)* 归纳 地 定义 如 下 : 首先 工 (0) 王 (0)，L(1) 
一 {1) 和 工 ( 妨 一 {)}。 然 后 ，L(o， po) 王 LCoLC 一 {zy:zELCoyELCD)) ,LoU p)=L(p) ULC) 和 
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Lp* )=L(D" 

(a) 描述 LCCOU 1*)") 和 LCI0U 1)* U1U0)* 。 你 能 否 设 计 一 个 有 限 状 态 自 动机 ， 也 许 是 非 
确定 性 的 〈 见 问题 2. 8. 11 和 2. 8. 18)， 它 判定 这 些 语言 ? 

事实 上 ， 一 个 语言 能 被 有 限 自 动机 判定 当 且 仅 当 它 是 某 个 正则 表达 式 的 含义 〈 这 就 是 为 什么 我 们 称 
这 种 语言 为 正则 ， 见 问题 2. 8. 11) 。 一 个 方向 是 容易 的 ， 

(b) 如 果 p 是 正则 表达 式 ， 指 出 怎样 设计 一 个 非 确 定性 的 有 限 状 态 自 动机 判定 L(p) (显然 ， 对 p 的 结 
构 采 用 归纳 法 )。 你 能 给 出 另外 一 个 方向 的 证 明 吗 ? 

如 果 L(p) 二 LCp )， 我 们 称 这 两 个 正则 表达 式 p 和 p 是 等 价 的 。 判 定 两 个 正则 表达 式 是 否 等 价 是 个 重 
要 的 计算 问题 ， 其 变种 遍及 全 部 上 述 复杂 性 谱系 。 这 些 变 种 在 一 篇 重要 论文 中 讨论 。 

oOL. J. Stockmeyer and A. R. Meyer. Word problems requiring exponential time, Proc. 5th ACM 

Symp. on the Theory of Computing, pp. 1-9, 1973. 

(c) 证 明 判 定 两 个 正则 表达 式 是 否 等 价 的 问题 是 PSPACE 完全 的 ， 即 使 表达 式 之 一 是 {0,1}* (用 非 
确定 性 来 证 明 它 在 PSPACE 中 。 为 证 明 完 全 性 ， 用 正则 表达 式 表示 不 是 “机 器 M 在 输入 x 后 接受 的 就 地 
计算 ”的 编码 的 字符 串 的 集合 。) 

(d 六 如 果 正 则 表达 式 不 出 现 *(Kleene 星 )， 则 称 为 无 * 正则 表达 式 。 证 明 两 个 无 * 正则 表达 式 是 否 等 
价 是 coNP 完全 的 (证 明 属于 coNP 并 不 难 ， 为 证 明 完全 性 ， 从 3SAT 的 一 个 无 法 实例 开始 ， 写 一 个 无 法 
满足 该 实例 的 真 值 指派 的 集合 的 无 正则 表达 式 ) 。 

(e) 现在 假设 我 们 允许 将 平方 缩写 符 * 放 在 正则 表达 式 中 L(g?) 二 Llp)L(p)。 但 是 不 允许 用 * 。 证 明 
两 个 正则 表达 式 是 否 等 价 是 coNEXP 完全 的 。( 用 ? 我 们 能 够 表示 一 个 指数 长 的 表达 式 的 不 满足 的 真 值 指 
派 ， 只 要 其 子 句 有 某 种 正则 性 。 注 意 这 是 精简 表示 而 导致 复杂 性 指数 递增 的 又 一 实例 。 

(f) 接 下 来 假设 同时 允许 ”和 ? ， 这 时 候 问 题 成 为 指数 空间 完全 的 ! (又 一 个 精简 表示 的 例子 ,请 和 
(e) 进行 比较 ) 

(g) 最 后 ， 如 果 我 们 允许 符号 一 (含义 为 : L( 一 p) 二 10,1)* 一 L(p))， 则 等 价 问题 甚至 不 是 初等 的 
(每 次 出 现 一 就 升 高 新 的 指数 复杂 性 ， 直 观 上 ， 因 为 它 要 求 一 个 非 确 定性 有 限 状 态 自 动机 到 非 确 定性 有 限 
状态 自动 机 的 转换 ， 见 问题 2. 8. 18) 。 

20.2. 14 复杂 性 类 的 全 景 画 ” 有 一 个 有 趣 的 途径 从 统一 的 角度 来 观察 各 种 在 本 书 中 讨论 的 复杂 性 
类 。 我 们 有 一 个 计算 模型 : 非 确定 性 的 、 多 项 式 界 的 图 灵机 ， 标 准 化 时 每 步 有 两 个 选择 〈 第 一 和 第 二 选 
择 次 序 任意 ) 和 精确 地 在 输入 长 度 为 nn 的 p(n) 步 停 机 ，p 是 一 个 多 项 式 。 这 样 的 机 器 N 运行 在 输入 工 
上 ， 产 生 一 棵 计算 树 ，2?"1*I” 片 叶子 ， 每 片 叶子 标记 为 “yes” 或 者 “no”。 现 在 因为 选择 被 排序 了 ， 所 以 
这 些 叶子 也 排序 了 ， 因 此 N 对 z 的 计算 可 以 考虑 为 (0,1}2 “的 一 个 串 ， 目 前 暂 不 考虑 “yes” 或 者 
“no” 和 1 或 0 的 区 别 。 我 们 标记 该 串 为 NCz) 。 

语言 LE10,1)}* 称 为 叶子 语言 。 令 A 和 有 尺 是 两 个 不 相交 的 叶子 语言 〈( 相 应 地 叫 接受 和 拒绝 叶子 语 
言 ) 。 现 在 任何 两 个 这 样 的 语言 定义 一 个 复杂 性 类 : 令 C[A,R] 是 下 述 性 质 所 定义 的 语言 上 的 全 体 ， 有 一 
个 标准 化 非 确定 性 图 灵机 N， 具 有 下 述 性 质 : zE 工 当 且 仅 当 N(z)EA，,， zx&L 当 上 且 仅 当 N(zx)ER。 

(a) 证 明 P==CLA,Rj]， 其 中 A=1* 和 R=0*。 证明 NP 二 CLA,R]J, 其 中 A 二 {0,1}* 1{0,1)* 和 尺 一 
0* 。 还 证 明 RP 二 CLA,R]， 其 中 A 二 {xz€10,1)* ;zx 中 1 的 个 数 比 0 的 个 数 多 和 R==0* 。 

(b) 寻找 适当 的 叶子 语言 A 和 尺 ， 使 得 CLA,R] 是 : coNP,， PP, BPP, ZPP, UP, BP, NP 站 coNP,， 
NPU coNP, NPU BPP., 

(c) 寻找 适当 的 叶子 语言 A 和 尺 ， 使 得 CLA,R] 是 : 歹 P， 马 P，PSPACE。 

(d) 考虑 叶子 语言 A， 它 由 具有 如 下 性 质 的 串 xz 组 成 : 如 果 z 分 割 为 长 度 为 2 的 互 不 相交 的 子 串 ， 


k=[log log zx]， 而 且 如 果 这 世 [ 个 申 被 看 成 二 进 制 整数 ， 则 其 中 最 大 的 整数 是 奇数 。 证 明 C[A,A] 是 AzP 
( 见 定理 17.5 和 问题 17. 3. 6) 。 


(e) 证 明 (a) 一 (d) 考虑 的 叶子 语言 全 都 属于 NL。 证 明 如 果 A，RENL， 则 C[A,R]CPSPACE。 
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(CD 证明 如 果 A 是 NL 完全 的 叶子 语言 ， 则 C[A,A] 一 PSPACE。 

(g) 寻找 适当 的 叶子 语言 A 和 尺 ， 使 得 C[A,Rj] 二 EXP， 也 寻找 适当 的 叶子 语言 A 和 R， 使 得 
CLA,R]= NEXP, 

(h) 在 (a) 一 (d) 考虑 的 哪些 叶子 语言 对 A 和 R 是 互补 的 ? 即 AUR={0,1}* ? 哪些 叶子 语言 对 A 
和 尺 可 以 重新 定义 成 为 互补 的 ?( 例 如，(a) 中 卫 内 叶子 语言 对 不 互补 ， 但 是 存在 互补 的 其 他 语言 对 。) 

注意 这 些 通 过 互补 对 所 定义 的 类 与 我 们 平时 所 谓 的 语法 类 而 不 是 语义 类 的 紧密 关系 。 事实 上 , 一 个 
“语法 类 ”完美 的 合理 定义 将 是 任何 形 为 CLA,A] 的 类 。 

(Ci ) 定义 适当 的 叶子 语言 到 叶子 语言 的 函数 类 使 得 下 述 事 实 为 真 ， 如 果 f 是 该 类 中 的 函数 ， 通 常 ，A 
和 尺 是 互 不 相交 的 语言 ， 则 f(A) 和 JR) 也 是 互 不 想 交 的 叶子 语言 ， 而 且 CLA,RJSECLFCA),FGR)]。 

我 们 发 现 ， 一 个 和 如 上 叶子 语言 紧密 相关 的 形式 化 可 以 用 于 有 关 论 示 结 果 的 系统 化 证 明 ， 见 

oD. P. Bovet, P. Crescenzi, and R. Silvestri. A uniform approach to define complexity classes, 

Theor. Comp. Science 104, pp. 263-283, 1992. 

20.2.15 队列 网 络 假设 给 定 一 个 队列 网 络 ， 它 是 队列 集合 V 二 {1,…,n) 和 顾客 类 型 集合 T， 其 

类 型 1; 二 (Pi ,ai,Si,twi) 是 路 径 集合 PEV” (一 系列 队列 ， 为 服务 于 这 类 顾客 所 接受 的 )， 一 个 内 部 到 达 

505| 时间 分 布 ww (系统 里 这 类 顾客 经 常 到 达 的 程度 )， 对 每 个 队列 jEV 有 一 个 服务 时 间 分 布 Si (一 个 顾客 待 
在 队列 ; 中 多 长 时 间 ) 和 一 个 权重 w; (这 类 顾客 在 系统 里 多 么 重要 )。 分 布 是 离散 的 ， 以 清晰 的 值 -概率 
对 的 方式 给 定 。 问 题 是 控制 这 个 系统 (基本 的 要 求 是 确定 怎样 处 理 每 次 顾客 的 来 到 和 完成 队列 中 的 服 
务 )， 使 顾客 平均 总 等 待 时 间 的 加 权 和 最 小 。 

这 是 著名 的 、 重 要 的 、 超 出 想象 的 困难 问题 一 一 例如 ， 当 "一 2 时 两 个 队列 的 情况 ， 就 已 经 是 众 所 周 
知 的 困难 问题 。 

问题 : 严格 地 形式 化 问题 ,证明 它 是 EXP 完全 的 〈 用 交错 多 项 式 空 间 ) 。 

20. 2. 16 交互 式 证 明和 指数 时 间 在 12.2 节 定义 的 爱丽 丝 和 鲍 勃 之 间 的 交互 式 证 明 系 统 ， 定 理 
19. 8 指出 它 就 是 PSPACE。 假 设 我 们 推广 这 个 概念 到 多 证 明 者 。 即 ， 协 议 在 鲍 勃 〈 他 有 多 项 式 时 间 和 随 
机 计算 能 力 ) 与 多 个 证 明 者 (命名 她 们 为 爱丽 丝 、 艾 米 、 安 等 ) 之 间 ， 每 个 人 都 具有 指数 计算 能 力 ， 每 
个 人 都 有 意图 使 鲍 勃 相信 串 z 确实 在 语言 L 中 。 鲍 勃 向 任何 一 个 证 明 者 提 他 的 问题 ， 证 明 者 必须 回答 。 
事实 上 ， 对 每 个 输入 z， 鲍 勃 可 以 和 多 个 证 明 者 交互 ， 交 互 次 数 为 1z| 的 多 项 式 次 。 如 果 xzEL,， 我 们 要 
求 鲍 勃 以 概率 1 接受 ; 如 果 z 代 二 ， 则 对 任何 可 能 的 证 明 者 集合 ， 鲍 勃 接受 的 概率 小 于 2 zl 。 

使 得 情况 变 得 有 趣 的 关键 特征 是 : 证 明 者 在 协议 的 过 程 中 不 能 相互 通信 。 如 果 允 许 相互 通信 ， 则 情 
况 等 价 于 一 个 证 明 者 的 协议 (一 帮 合 谋 的 证 明 者 行为 等 价 于 一 个 证 明 者 )。 但 是 不 容许 证 明 者 之 间 相互 通 
信 ， 使 得 她 们 难以 欺骗 鲍 勃 ， 我 们 将 会 看 到 ， 可 能 容许 更 为 有 趣 和 强大 的 语言 被 判定 。 

如 果 一 个 语言 工 可 以 被 上 述 协议 判定 ， 我 们 说 它 有 一 个 多 证 明 考 交互 证 明 系 统 。 我 们 写 为 直 E MIP。 
我 们 说 工 有 一 个 论 示 证 明 系 统 ， 如 果 下 述 成 立 : 有 一 个 随机 论 示 图 灵机 M? 使 得 ， 如 果 zEL 则 存在 一 
个 论 示 A，M4(z)=“yes” 以 概率 1 成 立 ; 如 果 z 和 人工， 则 对 任何 论 示 B,M3 (x) 二 “yes” 的 概率 人 2”17|。 

(a) 证 明 下 述 事实 是 等 价 的 : 

(1) LE MIP. 

”(2) 工 有 两 个 证 明 者 的 交互 式 证 明 系 统 。 

(3) 工 有 一 个 论 示 证 明 系 统 。 

(当然 ， 从 (2) 推导 (1) 是 平凡 的 ,为 证 明 (1) 推出 (3)， 想 象 证 明 者 事先 约定 取得 一 致 : 对 于 
鲍 勃 所 提 的 任何 问题 回答 相同 〈 他 们 必须 如 此 做 ， 因 为 他 们 缺乏 通信 );， 将 这 个 协议 表示 成 一 个 论 示 机 。 
为 证 明 (3) 推出 〈2) ， 鲍 勃 能 用 向 证 明 者 之 一 提问 他 向 论 示 机 发 出 的 询问 来 模拟 MA ， 在 结束 之 际 ， 向 
第 二 个 证 明 者 随机 地 选择 向 第 一 个 证 明 者 询问 过 的 提问 以 确保 第 一 个 证 明 者 能 够 背诵 回答 某 些 论 示 ， 

而 不 是 基于 之 前 她 的 交互 回答 。 要 重复 足够 多 次 。 这 个 论证 来 自 


oOoL. Fortnow, J. Rompel, and M. Sipser. On the power of multiprover interactive protocols, Proc. 





3rd. Conference on Structure in Complexity Theory, pp. 156-161, 1988.) 
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(b) 基于 (a),， 证 明 MIPCNEXP (用 (3))。 
令 人 惊奇 的 是 ， 人 们 发 现 这 两 类 是 重合 的 。 不 但 如 此 ， 交 互 式 协 议 的 功能 达到 其 极限 (和 Shamir 定 
理 19.8 相 比 )。 这 在 下 文中 被 证 实 
oL. Babai, L. Fortnow，and C. Lund. Nondeterministic exponential time has two-prover interactive 
protocols, Proc. 31st IEEE Symp. on Foundation of Computer Science, pp. 16-25, 1990; also, Com- 
putational Complexity 1, pp. 3-40, 1991. 
通过 推广 在 Shamir 定理 的 证 明 中 使 用 过 的 “算术 化 ”方法 ,该 文章 设计 了 一 个 针对 SUCCINCT 
3SAT 的 论 示 证 明 系 统 〈 见 定理 -20. 2 的 推论 1)。 证 明 是 很 精致 的 。SUCCSINCT 3SAT 的 实例 和 由 论 示 
提供 的 断言 满足 的 真 值 指派 被 转换 成 长 的 求 和 式 ， 与 Shamir 定理 的 证 明 相 似 。 如 果 由 论 示 提供 的 真 值 指 
派 是 多 线性 函数 〈 该 多 项 式 对 每 个 变 元 线性 )， 则 Shamir 定理 的 证 明 修正 一 下 就 可 以 。 最 后 ， 论 示 必 须 
被 用 来 测试 是 否 为 多 线性 一 一 这 才 是 证 明 的 核心 。 
20.2. 17 NEXP 和 近似 性 ”在 一 系列 导致 最 终 定理 13. 13 被 证 明 的 重大 发 展 中 重要 一 步 是 发 现 了 交 
互 式 概率 证 明和 优化 问题 的 可 近似 性 相关 。 下 文 是 首次 披露 这 一 点 。 
OU. Feige, S. Goldwasser, L. Lovdsz, S. Safra and M. Szegedy. Approximating cligue is almost 
NP-complete, Proc. 32nd IEEE on the Foundations of Computer Science, pp. 2-12, 1991, 
思路 是 简单 的 ; 假设 LENEXP。 根 据 前 面 的 问题 ， 我 们 可 以 假设 工 有 一 个 论 示 证 明 系 统 M? 。 令 
V(z) 现 在 是 所 有 M? 对 输入 并 的 可 能 接受 的 计算 一 一 它们 是 |z| 的 指数 量 。 定 义 下 面 的 边 [c,c]EE(z)， 
csc 是 VCz) 中 的 计算 ， 当 且 仅 当 有 一 个 论 示 A 使 得 M? 对 于 c 和 c 进行 的 计算 一 致 〈 换 名 话说， 如 果 ce 
和 c 是 “ 相 容 的 ”)。 结 果 显 示 ， 因 为 M? 是 对 于 工 的 论 示 证 明 系 统 ， 所 以 图 (V(z),E(z)) 的 最 大 团 或 者 
非常 小 〈 如 果 zFL) 或 者 非常 大 (在 x EL)。 
问题 : 请 证 明 ， 如 果 CLIGUE (或 INDEPENDENT SET) 的 近似 阀 值 严格 小 于 1， 则 EXP 一 NEXP 
(与 定理 13. 13 的 推论 2 相 比较 ) 。 


本 章 的 思路 和 技术 已 经 从 了 二 NP 扩大 到 指数 时 间 。 从 上 述 结论 到 

OS. Arora, and S. Safra. Probabilistic checking of proofs, Proc. 33rd IEEE on the Foundations of 
Computer Science, pp. 2-13, 1992. 

并 最 终 导致 

OS. Arora, C. Lund, , R. Motwani, M. Sudan and M. Szegedy. Proof werification and hardness of 
approzximation problems, Proc. 33rd IEEE on the Foundations of Computer Science, pp. 14-23, 1992., 

定理 13.12 和 13.3 涉 及 了 。 将 算术 化 和 多 线性 测试 有 效 “ 缩 减 ” 到 多 项 式 范围 的 更 聪明 的 论证 。 事 

实 上 ， 这 种 缩减 努力 已 经 从 前 面 列 出 的 Feige 等 的 参考 文献 开始 了 。 为 了 综合 理解 这 些 技术 ， 见 

o M. Sudan. Efficient Checking of Polynomials and Proofs and the Hardness of Approrimation 

problems, Phd dissertation, Univ. of California Berkeley, 1992. 
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